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Pour toute variable aléatoire réelle ¥* définie sur un espace probabilisé (€),.4, P) et possédant une espérance
mathématique, on note Z{Y") cette espérance pour la probabilité P.

Pour tout événement C de A tel que P(C) > 0, on note, sous réserve d’existence, E{Y/C)} Vespérance de Y
pour Ja prebabilité conditionnelle Py, (espérance conditionnelle de ¥ sachant (),

Partie 1.

Cette partie constitus une application particuliére des résultats généranx étudids dans la suite du probléme.

On posséde n umnes (n 2 3) numérotées de 1 2 n, dana lesquelles on répertit oy hasard et de fagon indépendante,

m boules indiscernables (m > 4), de sorte gue, powr tout § de 1,7}, la probabilité pour chaque boule d'ére
placée dans 'urne numéro { soit égale 4 1/n,

On suppose que cefte expérience est modélisée par un espace probabilisé {0, A, pP).
A Iissue de cette expérience, on pose pour tout i de [1,n] :
X, = { 1 gil'ume n% est vide

0 sinen

b
On pose W = X,
f=l

L. a) Déterminer pour tout ¢ de [1,n], la loi de la variable aléatoirs X,

b} Pour tout couple (£, 7) d’entlers de [1,n] distincts, caleuler P (IX: = N [X; = 1]}, ainsi que la covariance
de X; et X;. Les variables aléatcires X; et X; sont-elles indépendantes 7

2. a) Exprimer I'espérance B{W.) de W, en fonction de n et m.

b) On note V{W,) la variance de W},. Calculer V{W, ) en fonction de n et m.



1 Zm 9 T
¢) Vérifier Iégalité : B(W,,) — V{W,) =n® (1 - —) —nin—1) (1 - —) .
n )
En déduire que E{W,) - V(W) = (.

3. Dans cette question, entier m vérifie m = [nlnn+ #n), ol # est une constante réells positive et |z} désigne
la partie entiére de =.

a} Calculer lir_E E(W,).
b} Mentrer que lirﬂm(E{Wn) - V{W,)) = 0.

¢) Seit T,, une variable aléatoire qui suit une loi de Polsson de paramétre p, = F{W,).
Qn admet que pour tout k de ¥, ona:

\ 1
P = H) = PI(T = KD} < i (1,5 ) = VOV,)
Quelle est la limite en loi de 1a suite de variables aléatoires (Wi lnpa 7

4. On pose p = e™? ot on suppose que le paramatre g est inconnu. Dans cette question, on veut estirner 2.
Pour p entier de N*, on considére un p-échantillon indépendant, identiquement distribué {T),Ts,. ... T} de la
1oi de Poisson de paramétre p. On pose :

- I_‘
—;-etUp———- ﬁ

a) Montrer que T}, est un estimateur sans biais et convergent du paramétre .

[y

"6

b) Quelle est ia limite en loi de la saite de variables aléatoires (Up)pz1 ?

¢} On veut construire, pour p assez grand, un intervalle de confiance du paramétre u au risque o donné. Soit
1 le réel strictement positif tel que P([U > u]) = af2, ot U est une variable aléatoire qni suit la loi normale
centrée réduite,

Tustifier que pour p asses grand, on peut éerire : P{[|U| € u|) = 1 — «, et déterminer slors un intervalle de
conflance (I, Jo| pour je au risque a.

Partie I1

Tlans cette partie, A désigne un réel strictement positif.

9oit Af une variohble aldatcire définic sur un espace probabilizé {2, .4, P) qui suit une loi de Polsson de
paramétre A

Soit, A une partie quelconque de N ot A son complémentaire dans M. On rappelle que si A est non vids, alors,

P([M € A))- Ee , et on pose par convention (M € 0] = 0.
A
On considire la fonction f 4 définte sur M par fa(0) =0, et pour tout & de N -
falk+ 1) = W‘ —e* (P((M € A| 0 [M < K}y — P([M € A]) x P({M < &)

1. a} Déterminer la fonction fa dans les cas particuliers A =@ et A=N.

b} Donner l'expression de f4{1} en fonction de X et de P([M € 4]} dans les deux cas sulvants : 0 € Aet D € A,
Esprimer f4(2) en fonction de A et de P{{M € A]) dans le cas ol 0 e{ 1 appartiennent & A.

2. Soit A et B deux parties de N disjointes.

a) Mountrer que faug = fa + fB.
b) En déduire que fq = —fa.



3. a) Montrer que pour toui k de M, la fonction f4 vénifie la relation suivante :

at et —un {75 2y 145

b) En déduire que si A est non vide et distincte de M, la fonction f4 n'est pas identiquement mulle.

4. Dans cette question, j ost un entier naturel non nul, et A est le singleton {j}. On pose fr;; = f;.

a) Pour tout k de N*, montrer I'égalité suivante :

k!
S _PM k1)) sk
k=il
file+1) = ¢ PATY o
_WP([M £ k) sk <7

b) Caleuler fi(f + 13 — £;(4), et déterminer son signe.

¢} Calculer pour tout & de N*, différent de 4, f3(5 - 1) — f;(k) en distingnant les deux cas: & > jet k< 7. En
déduire que la différence fy(k +1) — f;(&) est positive sl st seulement si kb = j,

e =t
d) Btablir les indgalités suivantes : f;(7 + 1) — f3(5) € ! ; < min (1, %)

5. On considére le singleton {0} et on pose fig; = fo. Montrer, pour tout k de N*, I'indgalité suivente :
folk+1) — fo(k) < 0.

6. a) Btablir pour tout & de N, l'inégalité suivente : falk 4 1) = fa(k} € frlk+ 1) — fulk).

(on distinguera les deux cas 1 k€ A et k€ A)

b En déduire, pour toute partie A de N, inégalité suivante :

- sup|falk + 1) — fa(k)| € min (1, %)
k0

Partie II1.

Seit 1t un entier supérienr ou égal & 2. On considére n variables aléatoires discrétes indépendantes X1, Xo, ... X,
définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, ), telles que pour tout ¢ de [1,1], la variable aléatoire X; suit
une loi de Bernoulli de parameétre p; striclement positif,

n n '
On pose A, = Zp,—, W, = ZX,: et, pour tout 1 de [1,n], By = Wy — X;.

On note M, u::;lva.riable al:légioﬁe qui suit une loi de Poisson de parameétre A,. Soif A une partie quelcongue
de M, et fa la fonction définie dans la partie IT, dans I'expression de laquelle on remplace M par M, et A par
A, Unpose = f4.
1. a) Ltablir pour tout i de [1,n], 'égalité des deux variables aléatoires X; F{W,) et X;F{1 + I}
b) En déduire pour tout £ de f1,n], Végalité : E(X f(Wa)) = p, B{f(1 + R:}).
2. Pour tout 3 de [L,n], on pose : ¥; = f(1 4+ W) — F{1 4 R:).

n
Etablir la relation suivante : B\, f(1 -+ W,) — W f{(Wa)} = Y pB(Yi).

i=1
3. &) Etablir pour tout ¢ de f1,n], la formule suivante ;

B(Y/1X: =1]) = E(f(2+ R;) - F(1 + R:))

b} Calculer pour tout i de [1,n], B(Yi/[X; = 0]).



c) Déduire des questions précédentes ['égalité suivante :

B (L + Wa) — Wa f(W, prE{f 24+ R) - F(1+Ri})

fe=]

4. Btablir I'inégalité suivante :

B £ W)~ Waf0F)] < min (1, 1) Zp!

5. A T'aide de la question I1.3.a, montrer, pour toute partie A de N, I’égalité snivante ;
B {1+ W) — Wof(W,)) = P([W;, € 4]) — P(IM, € A]}

Fn déduire, pour toute partie A de N, la majoration suivante :

|P(W. & A]) - P(M, € A)| < mm( =) zp,

6. Dans cette question uniquement, on suppose que pour tout ¢ de [1,n], X; suit laloi de Bernoulli de paramétre
1

p=

A

n
* - " 7 _
a} Détorminer RETW An. Montrer que n_lil_xklm Z; py = 0.
i=
b) Déterminer la limite en Iol de la suite (Wilnze

Partie IV,

Les notations sont identiques & celles de la partie IT1, mais les variables aléatoires X1, X, ..., X, définies sor
(2, 4, P), ne sont pas nécessairement indépendantes.

1. 2) Montrer que pour tout i de [1, =], on a + B{X; f(Wa)) = pB{f(1 -+ R:) Y [X: = 1)
b) En déduire 'égalité sulvante : P([W, € A}} - P([M, € 4]) = ZP‘[ 1+ W) —E(f(1+R)/ X = 1])]

2. On suppose qué pour tout § de [1,n], il existe une variable aléatoire Z; définie sur (13, A, P), & valeurs dans
N, telle que 1a loi de Z; soit identique & la loi conditionmelle de R; sachant [X; = 1].

. . 1
a) Justifier, pour tout couple (£, 7) d’entiers naturels, 'inégalité . |f(8) — F(GY < |£— j| % min (1, 3\«-), et en
Tl

déduire Ia majoration snivante ; |[P([W, € A]) — P{{M, € A]})j € min ( ) Zp-, (|Wa — 2}
f=1
b} On suppose de plus que pour tout w de ), pour tout ¢ de [1,n], on a W, (w) 2 Zi(w) Etablir l'égalité :

Zp, (W — Zi) = An — V{W,)}, ob V(W) désigne la variance de W
=1
En déduire, pour toute partie A de N, l'inégalité suivante :

|P([W,, € A]) — P{[M, € A])| € min (1, )«in) % O = V(W)




