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La présentation, la lisibifite, Dorthograple. o quaditd de la rédaction. la clarté et la précision des
PAISORREMERTS entreront powr une part mportaiie duns appréciation des copies.

Les vandidats sont invirds a encadrer dans la mestre du possible les résudtats de lewry coliowds,

Iy e dodvent fuire wsage davcwn documend @ Dinilisadion de owee calowlairice et de tout matériel dlecironigue
ext irmterdiie.

Seule Dutilisation dune régle graduee est aurorisée,

Las variables aléatoires qni interviennent dans ce probléme sont toutes définies surun méme espace probahilisé

({1, B, P) et o valeurs réelles. Lespérance d'une variable aléatoite X est notée E{X).
On admet les résultats suivants

i)

i

[

1

si A et ¥ osont deux variables aléatoires possédant une espérance et vériflant U'indgalité X <Y (¢'est-a-dire
vérilant N (w) £ Y(w! pour tout élément » de §2) alers on a linésulité: BE(X) € E(Y).

Eraad donné une fonetion f ocoutinue sur U o) o0 une variable aléatoire ¥ possiédant une densité o

o
continue sy |l 42| et nudle sur | - oo, 00, si Vintégrale Fludlu) du converge absolument alors la
o

variable aléatoire f(}7) possede une espérance vérifiant E{f(Y)) = Fludypl) du,
9

Partie I  Définition de Papplication L
Ou note £ Pensemble des fonetions f réelles définies. continues sur [0, foc] et telles que, pour tout réel x

i
strictement positif, lntégraie / e TP P8 di converge absolument.
G

a) Vériller que B est un espace veotarie! réel
b) Vérifier que £ contient les fouctions continues ob borndes sur [, - 2.

Pour seut eléuent [ ode 2 on aote L7 L fonetion définie, pour toud réel o strictement positif, par:

d o

D
L{fiiw; :] e ey dt
¢

a} Vériher que L est une application linéaire de F dans 'espace vectoricl des fonetions de 0, +ocf dans R.

by Pour tout réel A positif on mid, on note 25 s fonction réelle définie par sa(t) = e=* pour tout réel ¢
positif on nul, Vérifler que. pour tout réel A positif ou md, la fonetion 2, est dans £ et, pour tout réel x
strictement posicif, calenler Lisiix).

¢y Montrer que, pour tout véel A positif ou nul et toute fonction £ de /) la fonction 2./ est aussi dans £
el vérifie, pour toul réel o strictement posiuif Uéoalité Liz, iy = L{fi(w - Aj.

On considere une fouetion H éléwent de B de clusse 1, croissunile et bornée sur (0. +a0f. Montrer que la

forction H est ausst dang £ et, pour out réel o strictement positif, Justifer Végalitd:

LiA W) o = H + L)@

Soit une fonction f o dérent de £ Powr tou entler natnrel o, montrer gue la fonction qui & tout véel f

Al R I
Mrent Je R

positif ou nul assocle 70T esUoanss



Partie II  Dérivabilité de la fonction Li{f)

Dans tonte cette partie on considére un réel z strictement positif et une fonction f élément de E.

g . ’ 4 e B . . 1 "I"
1} Soit b un réel non nul vériiang Uinégaiité Al < 5
= 2,2
3 : . IR T —lE~hit T et P e
a) Pour tont véel ¢ strictement positif, justifier Ninégalied : e 774 —e ™% S hte ™0 o —— 7"

b} Pour tout réel T strictement posicif, justifier Uinégalicé

T oieenin Wb 0
pr LECRI o ) N . i L atin
[ (s a < B [T
S h 2

¢y i déduire e L0fY est dévivable en @ et que son nonbie dérivé en 2 vaut

X L sl &
(L) [ e S

Ay

d) Montrer que la fonetion L{f} est indéiniment dérivable sur |0, -={ et, pour tout entier naturel k| donner
a laide d'une intégraie la valeur de la dérivée &-itme de Lif) en x.

Partie [I1  Injectivité de I'application L: f+—— L{1

Dans tonte coute partie on considere nn réel o strictement positil e une fonction f continne et bornée sur
Vintervalle | o], Ainsi f est élédment de £

[} Boie (AL}, -y unesuite de variables aléatioires indépendantes suivant tointes fa lol exponeatielle de paramétre

- T
foul & — (done despérance o). Pour tout eutier naturel o, on pose S, = Z Xi.
A ke 1
a) Donner une densité de la variable aléatoire S,,.
: N ) . Sa
B) Donner une densité, qu'on notera o, de la variable aléatoire }'l -

23 a) Solt e un réel stricterent posicif. Pronver Uéralité

by Ty utilisant la continuité de la fonction foen . pour tout réel £ strictement positif, justifier Nexistence

v

b r

::»EJ <

‘-.)?l
— & ik

(£)-ri;+)-o

37 On note M un majorant de if | sur 0, o0l
a} Soit ¢ un rée! strictement positif. Pour tout entier naturel n, on note 4, Uévénement :

i 'Sn * . l .
An = ‘(“) — fleiis

SN ”
et [1,1) son indieatrice. Justifier U'inégalité suivante entre variables aléatoires :
L

. -Su Y . - ’ . 5
‘; (22— poy | g sty +2M (1= 1))

YT 1
by o déduire Véaaline
!

lim E{f {\%]) = fix

W K

24



4} a] Déduire des questions précédentes Pégalité .

™

-
Floy = lim ——— / "l R dy
E Te— ok '\_” _ lj‘.:r.‘“ Ju 3
pitis égalité

at (=11 1

Jrll'“)] o T I—E]E}_ :J‘i — 1:,‘".3““ (Lll'lrr‘/ll kj-‘ J

b Moutrer que i deux fonclions f et ¢ continues el bornées swr Uintervalle 8, ool vérifient LIf) = L(g}
alors [ et g sont cgales,
¢) Montrer, plus préciserment. que si deux fonetions f el g continues et bornées sur Uintervalle [0, | 20

vérifient L{f1{x) = Ligiie) seulement pour tout » dans e, 400 (ot @ est positil ou oal) alors f el g

SOHL eleore érnjes,

Partie IV Etude du régime permanent d’une file d’attente

Uy certain jour des olicnis artivent dans une poste ne possédant quun seul guichet. Un client qui arrive daus
la poste soft se fail servir tout de suite si le guichet est libre, soit prend place dans la file d attente i le guichet
est seeupé, se fall servir dés que tons ses prédécessears dans la file out é1é servis et quitte aussitot la poste. On
toddélise celte situation el notant. pour Lol eitier nature) w non mu, 1, linstant {aléatoire) dlarrivée dans
la poste du p-itme client, £, sa durée d'attente (aléatoire) dans la file (L5, = 0 si le guichet est libre}, S5, la
durée (aléatoire) de son service au guichet ¢t W, = U 4+ 9, la durde de présence dans la poste.
n
On pose Ty =0 et, pour tout entier Rature: » non nul, on note A, = 7, — 7, et on a alors T, = Z FA
=1
On fadl les hypothéses snivanles:
i) Jes vaviables aléatoires A A o0 AL 50,8, . .5, .. osont indépendantes;
ii) les variables aléatoires 5, Ss. ..., S5, ..., suivent toutes la loi exponentielle de paramitre o (d’espérance

éoale & — )
n

i} les veriables aléatoires 3., 8o, A, .. sonl strictement positives et out toutes la méme densité égale
sur 0, +o00] a la densité dune varlable alésroire exponentielle de parametre A (despérance érale a " I

iv) Vespérance conmmune des A, st supérieure a celle des S, clest-d-dive: > A

Pour tout entier naturel » uon nul. on note 7, s fouction de répartition de U, et G, celle de W), . On admet

que £, et (O sont continues sur 44+

Duns les trois premiéres questions de cetie partie on considére un entler n au moins égal a 2. un réel z posiuf

ou nil et un réel bostriclement positid

11 Justifier fes éealités: U, =0 sl Wiy — A, <0 et U =W, — Ay sinon.

2% Justifier Uindépendance des variables aléatoires W, ., et &,

A3 a) Pour tout enticr naturel &, justifier inégalivé

P( Wl = AL Cx 1 kR < A < {k - E]) < P( W - ke DA P [ich <Ay < (kt 1}h.J)
puis l'inégalité :
- - N ok 204
p( i H'!ﬂ.‘- 1 ‘i\ﬁﬂ Loa| .. kh. -<~_ Au < ':k - 1)}“]} =Y eA}Lj )\e_)\bclu.. 1{3: + S} ds
: : (i 13k
Y Pour tout entier naturel & non nul, justifier Uinégalité
PV, 5w iy kD g A Th 4 1}}'3“- < P( W — A :r:] r [kn S A, < B+ 1)k )
L J . Lo
Puis Mindgaind
— b & = A& % T : ST ¢ ‘- i
¢ / AT (e ds £ P ELH el — D .'IZ] kR A, < (k4 l_JhU
k1A . - J



<) En déduire Pencadrernent :

el

e
e—“*/ A" VG (4 sy ds € Pz € e"*‘/ AeTMG, iz + ) ds
(] h

M
—

Soit @ un réel positif on nul. En usilisant Uencadrement précédent, éabiir Uégalité :

Flz) = / AT _(w i s ds
b

En ralsonnaut de la méme fagon on monirerait et on admettra 'égulité
v o

T ey — THE o 2 .
Golz) = / pe MRyl — s de
h

L

On fait désormais, ol jusqu’a la fin du probleme, Pivpothése que les fonctions Fy, et G5, sont indépendantes
de n et on nole F el G les fonctions vérifiant. pour toul entier naturel n non nul, F = F, el G =,
On dit alors gu'on étudie la file d’attente eu régime permanent.

a) Pour tout réel o positif ou nul, établiv Pégalité:
L f : 5

- I

Fria) = )\(:M( / ¢ MGy dt -—j
]

3]

e G df)
b I déduire, pour tont réel » positif ou nul, égalivé:

T
A Fry = P — )\/ e" MG dt
0

87 a) Montrer que la fonction H @ o —— [ ¢ 2 G} &t est de classe C*. craissante et bornée sur [0, 4.
4
Pour tout véel o strictemient positif, élablir Végalité : o LN x) = LIGHx + A).

b Montrer gque pour tuut réel @ vérifiant @ » A, on a Uégalité

Filn A

T— A w—A

L[F\I{_’LJI :

LG«

—1

J Montrer que la fonction ¢ est de classe O croissanie et bornée sur [0, +oc[. Pour tout réel « strictement
pusilif, établiy successivement les doalités

Sr) = —pln) - pFr) et LIG)(x) s LiFy(x)
T p
8} a) Pour tout réel » vérifiant o+ > A, justifer Pégalite
Y (U A :
Lipye = Tk )

H— A r g~ A

bt Poeur taut réel o positif on nul, en déduire Iégalitd
2 p x =

N ipeaad
Flat = e by = dpm W
K w=A U ¢ /

¢) Justifier que la fonction F oadmet la limite 1 en +oc et en déduire, pour tout réel » positif ou nul,
Pégalité
; M

[

a) Montrer gque. en régime permanent, le temps passé dans la poste suic une loi exponentielle de parametre
éral &y — A,

b Onesuppose quiun auire jour jes arrivées des clients sont 2n movenne deux fois plus fréquentes et la durée
de service deux fois plus rapide. Que deviennent, en régime permianent. le temps moyen passé dans la
poste par un client ot s probabilicg d'étre servd tout de suite”
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