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ESC 2009

Sujet : Etude de linverse du produit de deux lois uniformes.

Abordable en premiere année : X Intérét :
Theémes du programme abordés : Variables 4 densité.

Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.
Commentaires : facile, mais idéal pour réviser les bases sur les variables 2 densité.

On considére le programme Scilab suivant, ot 'on rappelle que rand() est une variable 4 densité suivant la loi uniforme
sur [0, 1], dont les exécutions successives donnent des variables indépendantes.

U = rand() ;
V = rand() ;
X = -log(U) ;
vV = -log(Y);
Z = X+Y;

1. Montrer que X(Q) = R* et que la variable X suit une loi exponentielle de paramétre 1.
(On considérera que, du fait que [U = 0] est de probabilité nulle, U(Q) =]0, 1]).

2. a. Quelle estlaloi de Y ? Justifier que X et Y sont indépendantes.
b. Déterminer une densité f de Z. Vérifier que si x > 0, alors f(x) = xe ™.
c. Déterminer la fonction de répartition de Z.

3. a. Onnote T = e%.
Déterminer la fonction de répartition de T et montrer que T est une variable 2 densité.

b. En déduire que la fonction h définie sur R par

0 sit<1

R LT

. . , .1
est une densité de la variable aléatoire o7
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2.b.

CORRECTION 1177

ESC 2009 : CORRIGE

EXERCICE 3

Notons que U étant simulée par rand(), elle suit une loi uniforme sur 10, 1].

On a alors X = —In(U). Puisque U prend ses valeurs dans ]0, 1], In(U) prend ses valeurs
dans ] — o0, 0] et donc X(Q) = R*.

Pour x < 0, on a donc Fx(x) = 0.

Pour x > 0, il vient

Fx(x) = P(X < x) = P(= In(U) < x) = P(n(U) > —x).
Et donc, par croissance de la fonction exponentielle :
Fx(x) = P(U 3 e ) = 1= P(U < &) = 1 — Fy(e™).

Mais U suit une loi uniforme sur [0, 1] donc Fy est la fonction

0 sit<O
t— 49t si0<t<1
1 sit>1

Et puisque 0 < e™* < 1, on a donc Fx(x) =1 —e™™.
Par conséquent, Fx est la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1, et

Puisque U et V suivent la méme loi, X = —In(U) et Y = —In(V) suivent également la méme
loi, donc Y suit la loi exponentielle de parametre 1.
U et V étant indépendantes, il en est de méme de X et Y d’aprés le lemme des coalitions.

Rappelons que la loi exponentielle £(1) est également la loi y(1).
Par stabilité des lois y, qui sapplique car X et Y sont indépendantes, Z = X + Y < y(2).
Une densité de Z est donc

1
—x>le™ six>0 X six >
fix— F(Z)x ¢ X = re ST z20 Rappelons que I'(n) = (n - 1)),
0 six <0 0 smon de sorte que I['(2) = 1! = 1.

X
Pour x <0, 0ona Fz(x) =0, et pour x > 0, on a Fz(x) = f te”t dt.
0

Une intégration par parties, en posant u(t) = ¢ et v(t) = —e™" qui sont de classe €' sur
[0, x] nous donne

X
Fz(x) = [-te”"]} +f eldt=—xe*+1-e*=1-(x+1)".
0

) 0 six <0
En conclusion : | Fz(x) = _ }
1—(x+1e™ six>0

Puisque Z est a valeurs positives, T est 4 valeurs dans [1, +oo[.
Et donc pour x < 1, Fr(x) = 0.
Pour x > 1, on a, par croissance de la fonction In,

In(x) + 1
Fr(x) = P(T < x) = P(e? < x) = P(Z < In(x)) = Fz(In(x)) = 1-(In(x)+1)e" "™ = 1—&.
x

0 six <1
Ainsi,ona|Fr :x lnx +1

1- six > 1

x

Il est clair! que Fr est de classe 6! (et donc continue) sur | — oo, 1[ et sur ]1, +ool. ! Par opérations sur des
De plus ona fonctions usuelles de classe

1
lim Fr(x) =0 = lim Fr(x). AR
x—1- x—1t

Donc Fr est continue en 1 et par conséquent sur R tout entier.

Ainsi, Fy est continue sur R et de classe 6! sur R sauf éventuellement en 1 :| T est une variable 3 densité.
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Ona i — ll — e—ln(U)e—ln(V) — e—ln(U)—ln(V) — eZ =T.
uv uv

Or, une densité de T est obtenue en dérivant Fr 12 ot c’est possible? et en choisissant des
valeurs arbitraires ailleurs.
Mais pour x # 1, on a

0 six <1 0 six <1
Fr(x) =1 Lix—(n(x)+1 =1ln
T _% Six>1 —2x Six>1

Ainsi, on peut prendre pour densité de T la fonction

0 sit<1

h:t—> <1
& sit>1
t2
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2 Cest-a-dire saufen x = 1.

0.15
0.1
5.1072
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FiGURE 1- La densité A.
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