ESC 1999

Sujet : nombre moyen de tirages avant de vider une urne. Moyen

Abordable en premiere année : v Intérét :

Thémes du programme abordés : probabilités discrétes

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : Une question trop calculatoire a été supprimée (loi de X3) , une
question a été ajoutée 2 la fin (équivalent de E(X,,)

Soit n un entier naturel non nul.

Une urne U, contient n boules numérotées de 1  n. On effectue dans cette urne une succession de tirages d’une boule,
en appliquant la régle suivante : si une boule tirée porte le numéro k, avant de procéder au tirage suivant, on enléve de
l'urne toutes les boules dont le numéro est supérieur ou égal 2 k.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour vider 'urne U,, de toutes ses boules.

Partie A : étude de cas particuliers.
1. Donner la loi de Xi, la loi de X5 et leurs espérances.

2. Déterminer la loi de X3 et calculer E(X3).

Partie B : calcul d’une probabilité.
On étudie désormais le cas général.

3. Calculer P(X, = 1) et P(X,, = n).
4. Soit Ny la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée.

a. Reconnaitre la loi de Nj.

0 sii<k-—1
b. if i €2 2 Pinv (X, = k) =
b. Justifier que Vi € [2,n]], Yk € [2,n]l, Pjn,=i)(Xn = k) {P(Xi_l Sk-1) siisk
1 n—1
c. Montrer que : Vk € [2,n], P(X, = k) = — Z P(X; =k - 1).
n
i=k-1

5. Calculer P(X, = 2).

6. Pour n > 2, on pose :v, =nlP(X, =n—-1).
a. Etablir que :VYn > 2, Upyy = Uy + 0.
b. En déduire P(X,, = n—1).

Partie C : recherche d’un équivalent de E(X,,).

n—1

1
7. En utilisant le résultat de la question 4.c, montrer que : ¥Yn > 2, E(X,,) = — Z E(X;) + 1.
n
i=1

1
8. En déduire que :Vn > 2, E(X,) = E(Xp-1) -

9. Montrer enfin que :Vn > 1, E(X,) = Z -
k=1

10.  a. Prouver que pour tout entier k > 1, on a

fk+1 dt 1
k

b. En sommant les inégalités obtenues a la question précédente, montrer que

f"“ dt 1 f dt
- <1+ —.
1 t k 1 t

c. Montrer que pour n > 1, In(n) < E(X,) < 1+ In(n), puis en déduire un équivalent simple de E(X,).
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CORRECTION 1191

ESC 1999 : CORRIGE

EXERCICE 3

Dans toute la suite, on note A;  'événement : «on tire la boule k au i-eme tirage».

Partie A

Sil'urne ne contient que la boule numérotée 1, alors nécessairement celle-ci est obtenue
au premier tirage, puis retirée de 'urne. Et donc I'urne est vide apreés un seul tirage : X;
est la variable certaine égale a 1.

Et donc E(X;) = 1.

Si n = 2, Purne contient initialement deux boules numérotées 1 et 2.
Puisqu’on retire au moins une boule de I'urne apreés chaque tirage, X»>(Q) = {1,2}.

1
De plus, ona [X> = 1] = Ay 1 et donc P(X> = 1) = P(Ay1) = 5

Et puisque {[X> = 1],[X» = 2]} est un systéme complet d’événements, on a
1
PXy=1)+PXp=2)=1©PX,=2)=1-PX,=1) = 5

1 1 3

Etdonc E(X)) = = + 2= =| =.

onc E(X») > > >
Sin = 3, l'urne contient initialement les boules numérotées de 1 2 3, et comme précédem-

ment, X3(Q) = [[1, 3].
Ona [X3 = 1] = A1,1 donc P(X3 = 1) = P(A1,1) = %

De méme, le seul moyen de nécessiter trois tirages pour vider 'urne est de tirer succes-
sivement les boules 3,2 et 1. Et donc on a [X3 = 3] = Ay3 N Az N A3z, de sorte que
P(X3=3) = P(A13NA22N A3 1).

Par la formule des probabilités composées, on a donc

1 1 1 Connaissant les résultats
P(X;=3) = P(Al,S)PAl 3(A2,2)PA1 zﬁAzz(A?),l) = _x-xX1=-=-. des tirages précédents, on
’ T 3 2 6 connait la composition de

. ) I'urne avant un tirage donné.
Enfin, comme 2 la question 1,

P(X3=2)=1-P(X3=1)—P(X3=3) = %

1 1 1 11
On en déduit que E(X3) = 3 + 25 + 36 ==

Partie B
Comme dans les cas particuliers précédents, on a [X,, = 1] = A1 et donc

POy = 1) = P(A1) = —

De méme, le seul moyen de nécessiter n tirages pour vider 'urne est de tirer successivement
les boules n,n—1,...,2,1 et donc

[Xn=n]l=AnNAyp1N---NAp1.

Et donc P(X,=n)=PA1,NAspn1N---NAu1).
Par la formule des probabilités composées, on a donc

P(Xyp = n) =P(A1,n)Pa, ,,(A2,n-1) -+ Pa, yn--nan i, (An,1)

1 1 1
—-_ o] =
nn-1

E.
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4.b.

5.

6.a.

6.b.
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La premiére boule tirée est choisie au hasard parmi les boules de 1 4 n, qui sont toutes
équiprobables, de sorte que Ny — U([1, n]).

Sachant que [N; = i], & I'issue du premier tirage, il ne reste que les boules 1 a4 i — 1 dans
l'urne.

Sii < k-1, alors, aprés le premier tirage il faudra au plus i — 1 < k — 2 autres tirages pour
vider l'urne.

Et donc X, ne peut prendre que des valeurs inférieures ou égales a k — 1, de sorte que
Pin=i)( X = k)=0.

En revanche, si i > k, alors le second tirage a lieu dans une urne contenant les boules de 1
ai—1.

Et donc le nombre de tirages nécessaires pour virer I'urne apreés le premier tirage est le
méme que le nombre de tirages nécessaires pour vider I'urne U;_;.

En particulier, Pjn,=;)(X» = k) = P(X;—1 =k — 1).

D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{[N1 =i], i € [1,n]l}, on a, pour k > 2,

n n
1
P(Xp =k) =) P(Ni = )P(Xp =kN Ny =1) = > “Pin=1 (X = k)
i=1 i=1

1
n

P(Xi-1 =k-1)

s

—_

1€
== P(X;=k—1).
S

1l
==

J

D’aprés la question précédente!, on a

n-1
p(x,,:2)=%2p(xi =1)= %27
i=1 i

Par définition, on a vn4q = (n + 1)!P(Xy41 = n). En utilisant la question 5.c, il vient alors

n

1
Rt Z P(X;=n-1)

i=n-1

=nl(P(Xp-1 =n—-1)+P(X, =n-1))
g+ P = n = ) = [ o]

Nous savons déja d’aprés la question 1 que vp = 2! X P(X, = 1) = 1.
Et pour n > 3, en utilisant plusieurs fois le résultat de la question précédente,

=n!

Up=Up g+ (n=1)=vp2+(n-2)+(m-1)
-1
="'=Z)2+2+3+~--+n—1:1+2+...+n_1:n(n2 )_
1nn-1) T
Erdone Py =n=1) = 51 ==— = s o1

Partie C.
Drapres la question 4.c, on a, pour tout k > 2,

—_

n—1

=

n—1

1
kP(Xy = k) = Z kK PX;=k-1)=
i=k=1 =(k-1)+1 i

BI)A
Il
b

-1 i=k-1

Et donc,

E(Xp) = Z kP(X, = k)

k=1
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1
(k=DP(X; = k=1)+~ Z P(X; = k-1).

Ce raisonnement est encore
valable si i < k — 1, mais alors
P(X; 1 =k-1)=0.

j=i-1.

1 Appliquée avec k = 2.

Il n’est pas inutile de vérifier
que ce résultat est cohérent
avec les lois de X et de X3
calculées dans la partie A
afin de déceler d’éventuelles
erreurs.

M. VIENNEY
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8.

10.a.

10.b.

CORRECTION 1193

n n-1 n-1
1 1 .
=P(X, =1)+ Z k=1DP(X:=k—=1) + = PX:=k—-1 On isole le terme correspon-
(X ) é(n;l( P ) n.;1 X; )) dant 2 k = 1 pour lequel
1_ = . = la relation de 4.c n’est pas
1 1R < 1 & € valable.
=-+-Z Z(k—l)P(Xizk—1)+—Z Z PX;=k-1)
n nk =2 i=k-1 nk =2 i=k-1
n—1 i+1 171 1 i+1
=_+ ZZ(k—l)P(X—k—1)+nz;k22P(Xz—k—1)
1
1 1 i nl i
;+;Z; JPOG =)+~ Z]ZP(X =J) P
i Jj= L J

1 1n71 1n71
=—+ - E(X,—)+—Zl
nonE =

i=

Il
S|
=
2
N
+
=

Pour n =2, ona E(Xz) = % = E(Xy) + %
Et pour n > 3, alors
=
E(Xy) =~ Z; E(X;) +1

n2

:-E(Xn D+ - ZE(X )+ 1

1
== E(Xp-
n

n-2
_1(ZE(Xi)+1) n-1
i=1 n

1 n
=—E(Xp-1) +
n

1 n 1
:_E(Xn—l) + n—l) + -
n n
1
= E(Xp-1) + —.
n
Nous savons déja que E(X;) =1 = —.
Et pourn > 2,
1 T 1 11 T 1 il
E(Xy) = E(X-1)+— = E(X,-2)+ +—=---=EX1)+=+<+---+ +- = -.
(Xi) = EXue1) 4 — = EXpo) 4 =+ (X0)+5+3 n_ln;k
. 1 . -
La fonction t — - est décroissante sur [k, k + 1]. En particulier,
1 1 1
Yt € [k, k+1], m <—<E.
+ t — Astuce
Et donc, par croissance de l'intégrale, Ne perdons pas de temps
3 calculer une primitive
1 fkﬂ dt < fkﬂ ﬂ < fkﬂ ﬂ _ 1 dela constante% : Pinté-
k+1 k k+1 k t k kK ) grale d’une constante sur
un segment est égale 2 cette
Sommons les inégalités précédemment obtenues pour k variant de 1 4 n — 1. Alors constante fois la longueur du
Segment.
= ”zj fk“ dt "zj 1
P k=1vk =1 k
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Notons que par la relation de Chasles,

o fk“ dt fz dt f dt f dt f dt
Z — = —+ — e+ — = —.
—Je t 1t 2t n-1 b 1t

En particuli n ri: ! <fn dt
articulier,ona ) —— < —.
k=1k+1 1t

Maisnz_1 1 —il—il—lEtdonc
k:1k+1_i:2i_k:1k .
o n dt 1 n dt
WS — = E<1+ —.
el vt k=1 vt

De méme, toujours en sommant les inégalités de 10.a pour k variant de 1 2 n, il vient

n+1 n k+1 n
dt Z dt Z 1
f e f t < K
= L=

=1

Nous savons calculer les intégrales de la question précédente :
n o Ji n+l dt
f — = [Int]} =Inn et de méme f — = In(n + 1) > In(n).
1 1

Ainsi, on a bien

In(n) < E(X,) < In(n) + 1. |

En divisant par Inn > 0, il vient

1 EXn) < I
Inn Inn

Inn

. E(X,
Et donc par le théoréme des gendarmes, 11111 (Xn)
n—+oo n n

n—+oo

=1, de sorte que | E(X,) ~ Inn.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

VN

— Méthode

Une inégalité ne suffit pas 2
donner un équivalent, méme
si 'on sait que

1 +1In(n) o Inn.

Pour prouver un équivalent,
il faudra toujours montrer
que la limite du quotient
tend vers 1 (et donc, si I'on
souhaite, comme c’est le cas
ici, utiliser une double inéga-
lité, celle-ci se traduira en
une limite grice au théoréme
des gendarmes).

M. VIENNEY
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