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Ce probléme a pour objet Uétude du nombre de fois o, dans une recherche séquentielle du maztmum de n
entiers distincts deus a deus, celui-ci est amené 4 changer de valeur au cours de Uewéeution de Unlgorithmes ce
dernier est explicitement défind dans la partie 11,

Notations.
Pour fout entier naturel n nox ol on rmtera par I, l'ensemble {1,2,...,n}.
Si {unines ot (Vnlnen sont deux suites numériques, u, ~ w, signifiera que u, cst équivalent & u,, lorsque

Th—r

7, tend vers -0o,

Partie I. Quelgues résultats préliminaires,
Les partics 4 et B sont indépendantes {'une de Uautre, leurs résultats seront utilisés dans lo suite du probléme.
A
Dans cette partie n désiomne un entier naturel.
1) a) Vérifier rapidement que Uapplication ¢ de Rn'X| dans lui-méme définie par:
YP(X) e R, [X], w(P(X)) = P(X +1)

est un avtomerphisme de l'espace vectoriel R, [X].
b) Déterminer la matrice M de v dans la base canonique {1, X, ..., X"} de R, [X].
) Déterminer M1 :

2) On suppose que (o, az,...,0,) eb (bo,b1,..., b, appartiennent & B™*! ef vérifient:
]
o k
Ype{0,...,n}, by = E Crax

a) Trouver un lien entre les deux matrices lignes (g ar ... an), (bn by ... by) et M.
b) En déduire, pour tout & € {0,...,n}, U'expression de ap, en fonction des nombres by, ... b,
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B
Dans cetie sous-partie (wy,),-y+ désigne une suite numérigue réelle et g une fonction positive, continue sur

oo
1, +oc, décroissante sur un intervalle [c, +oof inclus dans [1,-+oof telles que f g(t) dt soit divergente et
. : J1 .

Wrol — Wy -~ g(n} N
. n—roe

1} On suppose que g et N sont deux entiers naturels tels que ¢ € ¢ < N.
n+l

a) Montrer que, pour tout entier naturel n 2 g, ona: gin+1) £ / g(#)dt < g(n).

s

N -1 N
b) En déduire: f glt) dt € z gln) < / gty dt = glg).
4 ne—g g '
2} Oz considére un reel ¢ tel que 0 <2 < 1.
a) Montrer qu'il existe un entjer naturel ¢ 2 ¢ tel que (1 — £1g(n) £ Wnir1 — W < (I 4+ £)gln) dés que
nZ g
k) En déduire que, pour tout entler NV > ¢:

N g N
(1- E)f gydt — (1—¢) / g{tjdt + wy S wy < {1+ e)f g(tydt + (1 +ejglg) + w,
1 1 1

n—+oa

T
3} Montrer que: w,  ~ /g(tj dt.

4} En utilisant ce qui vient d°étre prouvé, montrer qie: § -~ o~ lan.
k=1

T— 0O

Partie II. Etude d'un alpgorithme.

Dans cette partic n désignera un entier naturel non nul
On suppose que dans le préambule é’un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini :

1} une constante entitre C 2.
2] un type tableau=array[l..C] ef integer ;

Lintroduction de la ronstante C n'étant faite que pour pouvoir définir le type tableau, on pourra ia considérer
aussl grande que oz veut,
On considére slors la procédure suivante,

procedure Recherche(n :integer ; t :tableau ; war max :integer) ;
var i :integer : '
begin

max s=k[1l] :

for 1 :=2 to n 8o
begin
Lf t{il>max then max t=t[i] :
end i '

ans ;

1) Quel sera le contenu de la veriable max aprés l'appel dans e programme principsl de
Recherche(10,t,max) 7

2) On considére n entiers distiners dewx & deux et on suppoese que ces nombres sont affectés aux n premidres
“rages” de t, variable de type tableau, {un entier par case).
a) Quel est le nombre de rangements possibles de ces » entiers dans les »n “cases mémoires” €[17, ...,
£[n}?

Pour tout 4 appartenant & 7., on note par V(i,n) le nonibre de rangements des n entiers dans les
n “cases mémoires” t{1l1, ..., tin] tels que appel de la procdéduré Recherche (n,t,max)
provogque i affectstions de la variable max au cours de son exéention.

On ndmetire que ce nombre V{3, n) est indépendant des n enfiers initious pourvy touiefois que ceuz-cf
solent digtincts. '
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b) Vérifier gu'effectivernent le nombre d'affectations possibles de la variable max au cours de Mexdcution de
Recherche(n,t,max) apparticnt & I,.
Par convention, on pose V{0, n) =0 et V{k,n) =01 arsque k>n.

¢} Quel est le nombre d’affectations de la variable max au cours de l'exéeution de Recherche {n,t,max)
si, pourtout 4 € In, £t[i]=n+1-147

d) Montrer que V{(1,7) = (n - 1)} et déterminer V(n,n).

e} On suppose dans la premiére sous-question qul sult que 2 <4 € n.
e Montrer que V{i,n+1) = V{i — 1,n) + nV(i, n).
On pourra distinguer les rangements de n4 1 entiers distinets dewx a deux dans {11, ..., t£[n+l];
suivant que ©[n+l] contlent ou non le plus grand de ces n+ 1 entiers.
e Montrer que la formule ;3récédente s'étend auxcasi=1let1=n+1.
+ Manfrer qu'elle et encore vrale sin =1 et 1 Lig 2

f) On définit le polynome P, (X) par P, (X) = Z Viin X"

§=10

& Momsrer que n+l(X) = (n+ X}P.(X)}.
¢ En déduire Vexpression de P (X).
%) On pose Go(X) = % (X).
a) Caleuler Gn(l).{" .
b} Exprimer G4 {X) & Uaide de G {X).
¢) Comparer G1,(1) et 1+ l—l— ek 1
4) Etant dommé n entiers distincis deux & deux, on les rau&e, alﬁatmremeni, da.ns les n “cases” £[1}, ...,
t[n] d'une variable € de fype tableau.
Tous les rangements possibles constituent les événements élémentaires d'un espace probabilisé muni de la
probabilité p: ces rangements étant de probabilités égales.
On note X, la variable aléatoire égale s nombre d'affectations de la variable max au cours de Pexéeutior
de Recherche(n, t,max}, ‘ :
&) Déterminer la probabilité de I'événement (X,, = 1) et de fagen générale, exprimer, lorsque § appartient
& I, p(X, =) aVaide de V{i,n) et n.
b} Déterminer l'espérance de X,,.

. : . L 1 i 1
¢} Montrer que, si n est supérietr ou deal & 2, alors: p(X, =2} = = (1 + 2 4+ 1).
n n—
Donner un éguivalent simple de p(X,, = 2} lorsque n tend vers oo,
5) a} Si i appartient & I,, monjrer que: (n+ Up(X,oy =1 —np(X, =) =p{X, =1 1).
b) En utilisant les rdaultais de la partie L.B. montror par récurrence sur 7 que:

i—1
Wi = N*) p(Xn = 1‘) ~ (_ﬁ't}_!‘”]'! (Inn)

T

Partie I, Calcul de Pinverse d’une certaine malrice.
On désigne toujours par » un entier nasurel non nul, et V{4, n) a toujours ia signification gu’on hi a attribuge
dans la partie IL On conviert que: V{0,0) =1 ot V(7,0) = 0 pour tout i = 7,,.

Soit A = (u.g-j) rcignmoy 1@ matrice appartenant & My, (R) telle que a;y = (1) 7*V (i — 1,7 —~ 1} pour tout
T€idntl

.o ¢ 2
(3:.}) S kIﬁ-i-iJ . .
Celie portic utilise certains résultats des parties I et IT.

1) Montrer que XX —1)(.. J(X —n+ 1) = Z(—l)“"k{/(k}n)){k,

k=0
2) On définit ls famille de polynémes (.:-‘\-}-(X}) { par No(X) = 1, Ni(X) = X et de facon géndrale
{1, .}
Ny(X)=X(X - 1( . )X —j+1) pour tout j € I
a) Montrer que (NT-,(X) est une base de K, [X].
i€{0,1,m}
b} Quelle est la mafrice de pussage de la base canonique (1, X,..., X"} de B, [X] a (E\e‘} (X)) - ?
{0,k
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3} a) Montrer que 4 est inversible.

Pour tout (4.4) & (I,41)%, l'élément situé sur la i¥#¥me dgne et la %™ colonne de A~1 est noté
wns =1,7= ll
b} Momtrer que: X7 = Zwl’k N X,

R

I
4) a) Peurtout pe {0,1,...,n}, comparer p” et Zk!w(k, n)C.
k=0
b} Ed utilicant les résultats de lu partie LA, donner une expression de wik, nj.

Partie IV. Interprétation des nombres wik,n).

Dang ceite partie encore n désignera un entier naturel non anl.
Soit £ un entier naturel non nul, on appelle k—partition de 7, tout ensemble {Al, Ao, A,-c} dont les éléments
Ag,pour i = 1,..., %, sont des parties non vides de I, deux & deux digjeintes et dont 1a réunion est éoale & I,
On aate par s{k r:‘ le nombre de k—partitions de I, & on conviens que s(0,n) = 0.
1) Déterminer s{1,1), s{n,n}, s{1,n) ct s{k,n) lorsque k est un entier strictement supérievr & n.
2} Soit p un emtier naturel non nul

2} Déterminer le nombre de n-listes dont les élémentis appartiennent 4 I,. On rappelle que dans une telle

liste les €léments ne sont pas forcément distinets,

b) Soit k un élément de I, déterminer le nombre de n-listes dont les éléments appartiennent & {1 3
chacun des nombres 1, ...k apparaissant au moins une fois dans la liste.
» .

¢} Montrer que p* = Zk!s(k, njCE.

3) Comparer s{k, n) et wkh n) lorsque k £ {0,....n}.
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