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La présentaﬁon, fa lisibifité, Forthographe, la qualité de ia rédaction, ia clarté st la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans lappréciation
des copies.

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calcutatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
aiphanumériques, & fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large,

LIMINAIRE

Soit @ un nombre réel strictement supérieur 4 —1. Pour tout nombre réel strictement positif z, établir la
convergence de Uintégrale :
i
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L’objet de la partle [ est 'élude de la [onction f, définic sur [0, —l—-oo[-par la relation :

puis celle de Iintégrale :

+o0 y
fulz) = / AR

L’objet de la partie 11 est Pétude d'nine méihode de caleul de valeurs approchées de la fonction ¢ définic
pour ¢ > —1 par la rclation -

]

pla) = f.(0) = ] S eV

i
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PARTIE 1

1. Cas particulier a: =0

a)_ Montrer que la fonction fg esi en fait définie sur IR,
= fo en termes de probabilités. .

b)  Tnterpréter la fonction

I

En déduirce la valeur de fo(0), ainsi gue les limites de f; en +00 et en —oc.

2. Propriétés géndrales de [,

) Montrer que la fonction f, cst de ciass_o e sur l'intervalle 10, +o0l.
Caleuler les dérivées premiére ot seconde de f,.

b) Déterminer le gsens de variation de f, sur ]0, +oc|.

¢} FEiudier la limite de f, en +oc,

3. Etude ducasa >0 .

a} Montrer que f, est de classe C* sur [0, +ocl. Calculer f1(0).
bh) Ftudicr la variation de la fonction .

¢} Donner lallure de la courbe représeﬁtative de f{;.

4. Etnde du cas —1 < a <0
a)  Montrer que la fonction f, est continue sur [0, +oc[. Cette fonction est-elle dérivable en 0 7
by  Montrer que la fonction f, est convexe. '

) Donner Pallure de la courbe représentative de fa

5. Etnde de f, au voisinage de +oc (g > —1)
a) A Taide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout nombre réel strictement positif

TS T s —i2/2
Jolz) =2 ¢ + (e —1) " e dt
T

cotte derniére intégrale étant convergente.
b} En déduirc lc signe de :
fole) 2"t e/
gelon les valeurs de a.’

c) Eitablir que pour ¥ > { et poura > —1

o — 1]
2

fu,('r) — gt é—u:zf‘Q =

frz(x)

1
{On pourra utiliser la décroissance de la fonction £ — o sur lintervalle &, +oc[.)

d) En déduire qu’au voisinage de +oc :
fu,(a:) e e—a:'z,-"Q

Application
+ox

‘Etablir la convergence de Pintégrale Sfalz) dx.
U



A Iaide d'nne intégration par partic, justifier Uégalité ;

| oo
farr (0} = J/ﬂ falx) dx

e] Déduire également de Ia question ¢} quesi -1 <a<lcta >0 :

S ) :rt'r.—:j e—g:g_,"’E

M (o) =2 e 2

PARTIE II

Pour tout nombre réel a > =1, on pose :

Pour tout nombre réel strictement positif x, on derit w{a) sous la forme :

Pa) = 0 () + fule)  avec  go(a) = [ et g

1. Relation fonctionnelle vérifide par o
a) Etablir 1'égalité :

(2) pla+2)=(n+1) gla)
b) Pout tout nombre enticr naturel n, (‘XI)I‘H.HCI‘ wla + 2 n) en fonction de pla). Calealer w{0) et o{1).

En déduire la valeur de @(n) pour tout nombre entier naturel fi.

2. Diéveloppement cn série de g, {x)

Pour tout nombre entier naturcl n ot pour tont nombre réel ¢ positif ou nul, on pose :

t2k‘-+a-

. Sn(t) - Z(_l)'Ib ok k’T

k=0

_ . : 2
a) Herire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction v — e~ sur Vintervalle [U; E] a .

I'ordre #, 0 n € IN. _
En déduire le signe de $* e P2 L S.(t) selon les valeurs de n. En conclure que, pour tout nombre réel
strictement positif ¢ et pour tout couple (p, g) de nombres entiers naturels : :

Soppa(t) < ¥ et ‘{2<Szf()

b) Momtrer alors que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

2 t2ﬁ,+a.
£ —_ it
t% e Salt)] < TS|

{On distinguera deux cas suivant la parité de n.)



¢)  En conclure que, pour tout nombre enticr naturel n et pour tout nombre réel striclemoent positif z -

! Zk+atl i S
g < - e
(3) I%(I Z( Z“k‘T(Zk'—I—aJ—]) ol (2n+a+1)
Justifier écriture :
+oa hitodl

) . i x
) gal®) =3 (V' s Eta+l)
_ fi=ld S

3. Méthode d’approximation de pla)

On suppose désormais que -1 < a < 1. (Qu remarque que, grace & Pégalilé (2), on peut toujours se
1 i & ]

_IAmMener a ce cas.)

On éorit -

pla) = galx) + fulx) :
Grace & Vinégalité (1), on cholsit une valeur de % pour laquelle f,(z) est suflisarnment petit. Le-nombre z
étant ainsi fixé, on approche g, () par une somme partielle de 1a série (4} ;

L .’I’Qk
g bt = 2ot
(z) = A,Z;{ -2’“}"(Zk—,—u|l)
a) Déterminer le plus petit des nombres entiers naturcls p tels que, pour tout éément o de | — 1, 1]

2 pa—3 e—?}gf-'rﬁ S 1(]—5

b) En utilisant [inégalité (1), montrer qne pourz = 5 ot pour tout élément a de 1 — 1, 1) -

: fa ("IJ) _ :Cca;l e—:l‘zl/';’. S —10—5
¢} On prend done déso'rmais =5 Pour a €] — 1, 1j et pour tout nombre entier natirel &, on pose
3%
2k k’T(Qk—i-a—‘—l)

prllnlel g1 en fonction de & el de ug. Metire en place un algoufhmp de caleul de uy, pour des valenrs
données de n et de .

UL =

d)  Gréce & Vinégalité (3), déterininer wu nombre enticr naturel n tel que, pour tout élément ¢ de ] —1, 1] :

|ga(5) - "5?1(5)| = 10_5

e} La méthode proposée permet-elle, avec les choix effectués pour z et n, d’obtenir des valours approchdes
de ¢la) & 2 x 10 ° pros lorsque a est donné dans Pintervalle | — 1, 1] ?
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program hec91d;

uses crt;
var p,x,K:iinteger;a,Epsilon,u,s:real:

begin

{clrscr;}

write(’Donnez a. a=’}readln(a); .

wri?e(’Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=’);i;readln(p);
Epsilon:=exp(~p*1n(10}}/2;

xX:i=1;
wh%le 2*exp((a-3)*1n(x)-x*x/2)>Epsilon do x:=x+1:;
writeln;write(’x vaut /,x);

us=exp{{a+l)*ln{x))/(a+l);ss=urk:=0;

while abs(u)>Epsilon do
begin
k:zk+l:u:=—u*x*x/2/k*(1-2/{k+k+a+1));s:=s+u;
end; :

wr%teln(’. Cn a calculé s(’,k,’).");writeln;
wr}te{s+exp((a—l)*ln(x)—x*x/z),' est une valeur approchée ’);
writein{‘de &(’,a:1:0,’) a ',2%Epsilon,’ prés’);

end.

Donnez a. a=l
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=6

¥ vaut 5. On a calculé s(44).

1.0000001085E+00 est une valeur approchée de &{1) a 1.0000000000E-06 preés

Donnez a. a=1
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=8

¥ vaut 6. On a calculé s{63).

1.0000119550E+00 est une valeur approchée de &(1) & 1.0000000000E-08 pres

Donnez a. a=1
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=10

x vaut 7. On a calculé s(84).

1.0072927043E+00 est une valeur approchée de %(1) & 1.0000000000E-10 preés

Donnez a. a=0
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=5

¥ vaut 5. On a calculé =s(41).

1.2533137864E+00 est une valeur approchée de $(0) & 1.0000000000E-05 prés

Donnez a. a=0
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=6

X vaut 5. On a calculé s(42).

1.2533142783E+00 est une valeur approchée de &(0) &4 1.0000000000E~06 prés



LES tésultats en TOY

tetalio, e.a.iut iy wire, &Jiﬂue_ .

Donnez la valeur de a. a=1 Donnez la valeur de a. a=0
P X n Valeur approchée P X n Valeur approchée
3 4 26 1.0006049%64600 3 4 25 1.25327469450
4 4 28 1.00000370510 4 4 27 1.25331510500
5 &5 42 1.00000060750 5 5 41 1.25331378640
6 5 44 1.00000010C850 6 5 42 1.25331427850
7 6 61 1.000011959060 7 6 59 1,25331406840
. 8 6 63 1.000011985500 8 6 61 1.25331407720
9 7 83 1.00729270430 9 6 63 1.25331407790
10 7 84 1.00729270430 10 7 83 1.25399923320
11 7 86 1.00729270430 11 7 B85 1.25399923320
12 8 109 1.36903966960 12 7 86 1.25399923320
. L - JR-tva
N tensborme: . ———— L ¥ -
Teige t YA 2h+ 140
Dconnez la valeur de a. a=1 Donnez la valeur de a. a=0
p x n Valeur approchége P X n Valeur approchée
3 4 26 1.00004964580 3 4 25 1.25327469440
4 4 28 1.,00000370490 4 4 27 1.25331510490 _
5 5 42 1.00000056060 5 5 41 1.25331377730
6 5 44 1.00000006160 6 5 42 .1.25331426950
7 86 61 1.0G000942800 7 6 59 1.25331726370
8 6 63 1.0000G243240C 8 &6 61 1.25331727250
9 7 83 1.00594676300 2 8 63 1.25331727320
10 7 84 1.00594676300 16 7 83 1.25305127980
11 7 86 1.00594676300 11 7 85 1.25305127980
12 8 109 =-0.51829182041 12 7 86 1.25305127980
{4041 .
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pregram hec9la;

uses crt;
var n,K:integer;a,u:real:

begin
clrscr;

write{’Donnez a. a=’");readln(a);
write{‘Donnez n. n=7’});readlin{n};

u:=i/(a+1l);
for k:=0 to n-1 do
begin
cur=uFiz2 . 5/(K+1)* (1~ “2/(k+R+3+a) };
end:;
writeln;
writeln(’u(’,n,’)=",u):

end.



