Corrigé HEC Eco III 2003 par Pierre Veuillez

: : o : . b
1. Soit a et b deux réels strictement positifs et A la matrice carré d’ordre 2 définie par : A = (a )

a)
b)

EXERCICE

b a

Si a et b sont égaux alors les colonnes de A sont liées donc A n’est pas inversible.

a b fa b a®+b0*  2ab b2 _ 2 0
A2:<b a) (b a):( 2ab a2+62)etA2_2aA:< 0 bz_az)z(bQ—cﬂ)J

Donc, si a # b (et a # —b qui est vérifié car a et b sont strictement positifs) b> — a? # 0
et [= ——A-A

b2 — g2

1
Conclusion : |si a # b, A est inversible et A~! = 2 a2A
Comme A*—2aA—(b* — a®) I = 0, si « est valeur propre de A alors a*—2aa—(b* — a®) =0
On vérifie que a + b et a — b en sont racines. (a + b)* — 2a (a +b) — (b* — a?) = 0 et de
méme pour a — b.

Comme a — b # a+ b (car b # 0 ), ce sont les seules racines.

Conclusion : ’les seules valeurs propres possibles sont a + b et a — b‘

A—(a+b) I = (ZZZ Ig) est non inversible donc a + b est bien valeur propre; de méme pour
a—>b

Conclusion : ’Les valeurs propres de A sont a + b et a — b‘

On cherche un vecteur propre (1,y) associé a a + b :
(A—(a+b)I) <31/> =0 <=y = —1donc (1,—1) est vecteur propre associé¢ a a + b

(A—(a—0)I) = (_bb _bb> et (1,1) est un vecteur propre associé a (a — b)

On peut utiliser la condition suffisante de diagonalisabilité (2 valeurs propres distinctes)
ou constater que (1,1) et (1,—1) étaient deux vecteurs non proportionnels donc libres,
pour conclure qu’ils forment une base de vecteurs propres.

Et avec Q = <1 _11) et A = (ag—b agb) on a donc A = QAQ.

Par la méthode de Gauss :
1 1\ Li+3L, (1 0
0 —2) L, \-11

1 1 10<:>
1 -1) Ly—1L; \0 1

~( (R ) -

EtAnzl(l 1>((a+b>" 0 )G 1):1(<a+b)“+(a_b)” (Z+b)"—(a—b)”

2\1 -1 -1

pour tout n € N

0 (@ —b)" 2

2. Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1 et ¢ le réel 1 —p. On suppose que X et Y sont deux variables
aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes et suivant la méme
loi géométrique de paramétre p.

Pour tout w de €2, on désigne par M(w) la matrice carrée d’ordre 2: (

X(w) Y(w)
Y (w) X(w)) et on

swp0001
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note S(w) (respectivement D(w)) la plus grande (respectivement la plus petite) valeur propre
de M(w) et on définit ainsi deux variables aléatoires sur (2,4, P).

a) Ona (X =Y) = T (X =iNnY =1) (U d’incompatibles et N d’indépendants) donc

P(X=Y) = JioP(X:i)P(Y:i)

+oo '
_ Z q2(271)p2
=1
2 2

s 1 p p

P12 " 0—90+9 p2+p)
p

2—p

On a vu que, pour a et b strictement positifs, A est inversible si (question b) et seulement

si (question a) a # b

Et comme X (Q) =Y () = [[1, +0o0]] elles sont strictement positives.

Donc M (w) inversible si et seulement si X (w) # Y (w)

2—2p

2—p

b) Les valeurs propres de M sont X +Y > X —Y donc S = X +Y (d’ou le nom S comme
somme) et D = X —Y (comme différence ...)

Conclusion : |P (M inversible) =1 -P (Y = X) =

Donc
cov(S,D) = E(SD)— E(S)E (D)
- E(X’-Y) -E(X+Y)E(X-Y)
= E(X)-EX)’-E{Y*)+E(®Y)
V(X)=V(Y)
0
c) ([S=2In[D=0))=(X=1NY =1)donc P(S=2ND =0)=p?
alorsqueP(Szz):P(X:mY:1):pzetP(D:()):P(X:Y):2%7&1

carp£2—pcarp#1
Donc P([S =2|n[D =0]) # P([S=2])-P([D =0]). et
Conclusion : ’Les variables aléatoires S et D ne sont pas indépendantes alors que leurs covariance est

d) Ona(S=n)=U/" (X =iNY =n—i) pour que X =i et Y =n — i soient tout deux
possibles.
Donc

P(S=n) = iP(X:i)P(Y:n—@')

n—1
= Zqi_1p~qn_i_1p cari>letn—i>1
i=1

2 n n—1

b q n—
S S
=1




e) La plus grande des valeurs propres est S.

La plus probable est celle de plus grande probabilité.
Soit f(z) = (x — 1) p?¢®* 2 = p*(x — 1) exp[(x — 2) In (¢)] f est dérivable sur |0, +-o0] et

f@) = P (¢ +(@—1)n(g - ¢"?)
= p¢" (14 (z—1)In(q))

I+ (x—1)ln(q) > 0<=(z—1)In(q) > -1

< w—-1<-1/In(q) car In(q) <0
= 2<-1/In(19/21) +1 =20 ~ 10.9

La fonction est donc croissante sur : |0, zo[ et décroissante sur |xg, +00]
Sa plus grande valeur entiére est donc en 10 ou en 11.Et comme f (11) > f(10)

Conclusion : |la valeur la plus probable de la plus grande valeur propre des matrices M (w) possibles

Probléme
Partie A : Etude d’une fonction

On suppose, dans cette question, qu’il existe une fonction f de classe C! sur les intervalles | — 0o, 0]
et |0, 1[, vérifiant pour tout réel x appartenant a | — oo, 0[U]0, 1[, égalité :

(1 —x)f'(x) + (1 —2)f(x) =1

Soit h la fonction définie sur | — oo, 0[U]0, 1], par: h(z) = = f(x).
Montrer que h est de classe C! sur les intervalles | — oo, 0[, |0, 1] et calculer sa dérivée.

1. a) festC!sur les intervalles | — 0o, 0[ et |0, 1] donc h I'est aussi comme produit de fonctions

de classe C!

La dérivée de h est alors : b/ (z) = f (z) + zf' (z)

et comme x(1 — ) f' (z)+ (1 —2)f(z)=1alors (1 -2 #0) f(z)+zf (x) =—
et B (z) = —1=

Donc h est une primitive de x — —ﬁ sur chacun des deux intervalles.

1

1—2z

Et comme 1 — 2 > 0 sur ces intervalles, une primitive en est z — —1In (1 — z) alors h en
differe par une constante, sur chacun de ces intervalles.

Donc il existe deux constantes réelles ¢; et ¢y vérifiant

{ Vo €] —00,0[, h(zx) = —In(l—2)+¢
Vo €]0, 1], h(z) = —In(l—2z)+cy

On définit une fonction f sur les intervalles | — 0o, 0[ et |0, 1] par:

Vre]— 00,0 flr) = —lzu+a

—In(1 E:x) +co
T

Ve €]o, 1, f(z) =

Pour que f soit prolongeable par continuité en 0, elle doit avoir la méme limite finie &
droite et a gauche en 0.




e En 07 : si¢; # 0 alors le numérateur tend vers ¢; # 0 et le dénominateur vers 0 donc
le quotient tend l'infini et la fonction n’est pas prolongeable.

Il est donc nécessaire que ¢; soit égal a 0.
—In(l—2) —-—=x
Et pour ¢; = 0 on a alors f (z) = ~ — 1 quand 2 — 0
x x

e En 0~ : il faut de méme que ¢, soit nul et on a 1a encore f (z) — 1.

Donc pour ¢; = ¢ = 0 la fonction f est prolongebale par continuité en 0 par f (0) =1 et
ce sont les seules valeurs qui conviennent.

2. il est rassurant de voir que la fonction f définie ici est la méme que celle que 1'on vient de

trouver.

a) Onaln(l—l—h):h—%sz%%—h?’s(h) avec ¢ (h) — 0 quand h — 0 donc

ln(l—x):—x—§—§+x3€(x)aveca(x)—>0quandx—>0
Donc
In(1 — ) 1 N
= —E<—x—?—§+x5(aj)
2
r
= 1+§+§+1‘251($)

b) La fonction f est continue en 0 puisqu’elle est la fonction prolongée par continuité que
I’on avait trouvée.
On forme alors le taux d’accroissement de f en 0 : pour = # 0

fl@)—f0)  1+5+% +a% (x)—1
x—0 B x
1+.:1:+ (z) 1
= — — —_ —
2 T3 TR T
donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 3.
c¢) Pour tout z de | — 00, 0[U]0, 1], on a :
——L 2 —In(1-x)
fl(x> = —— 72

f- est déja C* sur |—oo, 0[ U0, 1| comme quotient de fonctions C! (avec z # 0)
Pour la continuité de f” en 0, on utilise le développement limité de la question précédente

) = [




Et comme f'(0) = %, f" est continue en 0.

Donc f est de classe C* sur | — oo, 1].

3. a) Pour étudier son signe, on étudie ses variations :
¢ est dérivable sur | — oo, 1] et

l-z+x -1 1-(1-z) =

(1—x) L (1-2z)  (1-2)?

¢ (x)

qui est donc du signe de .

T —00 0 1
¢ () - 0+
¢ () +N 0 4 |

Comme [ (z) = %f) pour x # 0, f est alors strictement croissante sur |—oo, 1]
b) Reste & étudier le comportement aux bornes :

In(l1 —2) = —o0

eenl:— — 400 et on a une asymptote verticale.
z—1
e en —00 : —% forme indéterminée. ON fait le changement de variable t =
—T — 400

flo) = _ln(l_:— t) _ ln(t(lz— 1/t))
— lnit)_{_ln(l—:l/t) cart >0et1+1/t>0

— 0 car In(t) < t

et on a donc une asymptote horizontale en —oo.

e A l'origine la tangente a une pente de 1/2
On réutilise le DL de f pour obtenir la position par rapport a la tangente d’équation

yzl—i-%x:
2
Ty = TyT e 14t
£ (2) (1+2) = 45+t -1+
2 1
= %+$2€1<:€)2x2(§+€1<$)>
— 0F

Donc au voisinage de 'origine, la courbe est au dessus de sa tangente.

T —00 0 1
() + 53 +
f@)| 0 /1 )/ +o0

4. Soit x un réel de l'intervalle |0, 1].

a) h(t) = —In(1 —t) . h est de classe C* sur |—o0, 1] et :
-1 1 1 2




b) Comme h est de classe C"2 on a alors d’aprés la formule de Taylor reste intégrale & 1’ordre
n+1:

n+l . T 1 il 5 (nt2
h(z) = kEOjk'hU(O)Jr/O (n+1)( — )" R (1) gt
n+l T ni1 (n 1!
- h(0)+§:y<k—1)'+/0 e A

c) Pourx >0ette[0,zlonal<t<zetdonc0<zx—tetpourzr<lonalO<t<let

—1
0<1—t.DoncO<:_f r
-t —t—xz(1—-t t(x—1 —t
Pour la seconde inégalité : r/rt_ T = v z( ) = (@ ) < 0 donc 7 <z
1—t 1—t 1—t 1—t
x—t
Et finalment, pour tout réel ¢ de l'intervalle [0, z], on a : 0 < - <z
Il reste & mettre bout & bout les résultats précédents :
n+1 k1 T (:B _ t)n+1
On a d’abord - —
* vd /() K x/o (1— )2
n+1 k 1 xk
O dexe 1 =
e On réindexe asommez 2 1

k=1 k=0

n k 1 T ¢ n+1
e la différence est donc :f(z) — o2 / (ZE—+2

e Dans ¥ on va majore M our conserver —— en se primitivant donnera
DS [z O Va MAjOrer (f—parr POUT CONServer ;—; en se primitivan nner

In (1 — z) pour le f (z) recherché :

x—t x —t)"!
Sur [0,z] on a T < z donc # < 2™ car la fonctionpyuissance est
croissnte sur R* et que tous les termes sont positifs.
T —t n+1
Donc 0 < Q nt+l

Q-2 =" 1-¢
e Enfin, comme 0 < z (ordre des bornes)

0< /x Mcbt < /m:c”“Ldt = 2" [—In(1—1)]/_, car 1 —¢ >0
S =t =TT
< —2"n(1 - 2)
et donc en divisant par z :

SN 1 —In(1—1¢)

<) =Y o < TRETD )
k=0
d) Quand n tend vers 400, " — 0 car |z| < 1 donc par encadrement f(z)— 1 0
o ° T
et donc la série Z 7 converge et vaut >0 nfl = f(x)

n>0




Partie B : Etude d'une variable aléatoire a densité

1. Dans cette question f est la fonction définie a la question 2 de la partie A.

Int .
a) Soit f; la fonction définie sur |0, 1] par : h(t) = 1 t#1
A1) =1
e f1 est continue pour t —1 # 0 et t > 0 (sur ]0,1]) comme quotient de fonctions

continues.
e En 17 : on effectue le changement de variable h =t —1 — 0 et

f(t):M—>1:f(1)Carln(1+h)~hquandh—>0.

e Donc f; est continue sur |0, 1]
1

On a / ftydt = [ -0t et A)dt= [ Itg
0

-z
Dans la premiére intégrale, on effectue le changement de variable 1 =1 —-t<=t=1—171

t=0<=r71=1:t=x<=7=1—xetdt=—dr (t > 1—test de classe C" sur [0, 7]
et f est continue sur U'intervalle image de [0, z| par cette fonction)

/Oxf(t) dt = /1136—(11“_(77)) —dr = /: fi(r)dr

b) On prouve en intégrant par parties :

Donc

1
dans / t"Intdt on pose alors v/ (t) = t" :u(t) =t""/(n+1) et v (t) =In(t) : V' (t) =

1/t avec u et v de classe C* sur [a, 1] .

1 g+l 1 1 yntl |
t"Intdt = In (¢ — —dt
/a . [n—i—l n()L / ntlt

a"lna [ 1 n+1] !
ntl L+l |,
a"Hlna 1

= — — 1—
n+1 (n+1)2< ¢

n+1)

Et quand @ — 0" on a a""'Ina =In(a) / (54+) — 0 car In(a) < =4+ et a™™ — 0 car

n+ 1 > 0donc .
1
/ t"Intdt - ———=
a (TL+1)

1 1
1
Donc l'intégrale / t"Int dt converge et / t"Intdt = —
0 0

(n+ 1)
c¢) Soit a un réel de Uintervalle 0, 1[ et n un entier naturel. On a

1 nool 1 n
Int
k _ k
/a fi(t)dt + ’;—0/& t"Intdt = /a <t — + ,;_Ot ) Int dt prolongeable en 1

1 tn+1 -1

1
N / <t 1+ r—1 >lntdt pour ¢ # 1 prolongeable.




a) (1) = ttlri (t)

EnOonatln(t) - 0etenlonavuqueln(t)/(t—1) — 1. Donc Cette fonctionest bien
prolongeable par continuité en 0 et en 1 donc prolongeable en une fonction h; continue
sur [0, 1].

On rassemble les questions précédentes :

. / AW dt = [ e — S [ Intdr

donc la fonction ¢ — ¢ f1(¢) est continue sur |0, 1]

quand a — 0

1
° Avec/a tklntdt—>—(k pwyE

1 1 1
o ct / "L (L) dt = / t" tfi(t) dt = / t"hy (t) dt — / t" hy(t) dt (la fonction hy
a a a 0

est continue, donc l'intégrale est une intégrale propre)

1
e Finalment / fi(t)dt — fol t"hy(t)dt — ZZ:O _m

1
Finalment l'intégrale / f1(t) dt converge et
0

/ofl(t)dt:kz_o(leer/o " hy (t) dt

e) Comme la fonction h; est continue (et positive) sur le segment [0, 1] elle y admet donc un
maximum M

Donc pour tout ¢t € [0,1] : 0 < hy (t) < M et (t" > 0) 0 < t"hy (t) < M t"
En intégrant I'inégalité (0 < 1) on obtient 0 < fol thi(t)dt < [ Mt dt = A

D’ou :
1 M
dt— <
/ hi) (k—i—l) n+1

f) La série de terme general — est une série de Rieman avec 2 > 1 donc elle est convergente.
n?

Comme % — 0 alors, par encaderment fo f)ydt—>0 Tl)? — 0 quand n — +00

Donc > 7, k+1 — — fo f1(t) dt (constante) quand n — +oo
Finalement fo f1 =3, >

D’autre part Iy f( fll Lfi(t)dt — fo f1(t)dt quand z — 1
Donc fo t) dt impropre en 1 est convergente et fo f)ydt =", %

2. On donne: E — = % et on désigne par g la fonction définie sur R par:
n
n=1

{ o) = S (1) si 10
g(t)=0 sinon

a) On se rapelle que f > 0 et continue sur R donc sur |—oo, 1] et que fol fl)ydt ==
Donc g est positive sur R, continue sur R— {0, 1} et
f_t;o g est impropre en 00 et en 1.

J° 9= [°_0=0et de méme [;*g=0




Enfin comme fo t) dt converge et vaut “— alors fo 5 f(t) dt converge et vaut 1.

Donc f_oo g converge et vaut 1.
Donc ¢ est bien une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire ayant pour densité g.
T 1
Par le méme changement de variable { = 1 — 7 on trouve / In(1—t)dt = / In7dr.
0 1—x

L’espérance de X est (si elle converge) I +O°o° tg (t) dt.
Orff tg(t)y dt=0et [["tg(t)dt =0
Reste a étudier

—1 (1— !
/tg ) dt = / 2 n t)d :/ —%ln(l—t) dt
o T 0 ™

Comme on a vu précédemment que fol t"Int dt = ——— pour tout entier naturel n donc

(+1)
12 = 1doncf0 In(1—t¢t)dt = fl InTdr —

—1quand z — 1 et fo In(1—t¢)dt Converge et vaut —1

pour n =0 on a fo In 7 d7 converge et vaut —

Donc fo tg (t) dt converge et vaut —

6
Finalement X a bien une espérance et £ (X) = ——
T

c¢) Par le méme changement de variable on trouve pour 0 < z < lque

T 1
/ (t—1)In(l—t)dt = / —7lnTdr
0 1-x

! —1
— —/ tintdr = ——
92

0

1

1

Donc l'intégrale / (t — 1) In(1 — t) dt converge et est égale a 1
0

On a alors
1 1 1
6 ,—In(l—1 6
/t2g(t) dit = —QtQLdt:/ ——tIn(1—1) dt
0 o T t 0 T
6
= ——(t—-1+1)In(1—1¢)dt
| -me-1epma-
6 [ 6 [
= =/ (t—1)In(1—1) dt—ﬁ In(1—1¢)dt
_ 61,6 _ 9
w24 w2 272
9
Donc X? a une espérance qui est £ (XQ) =53
T
et enfin X a une variance qui est V (X) = F (X?) —E(X)2 — 2%2_ %

Partie C : Encadrement d’une fonction de deux variables

Dans cette partie, on désigne par V' I’ensemble ouvert défini par:

1 1 1 1
V= R —— <2<, ——<y<-
{(@y) eRY —5 <z <5 -5 <y<g}




1
1. Soit u la fonction de V dans R :  (x,y) — u(x,y) = zy® + 22 + 9% + 1

a) u est de classe C? sur 'ouvert V et

or Jy
Oulz,y) _ ,
“or 222 =0
ou(r,y) {:){ 20y +2y =0 (1)
——==0
ox
z=0

e Siy=0alors (1) < { et (0,0) est un point critique.

0=0

y =2
T+1=0<=2=-1
de tels points critiques dans V.

e Siy#0alors (1) < et comme v2 ¢ | -1 1[iln’y a pas

Donc le seul point ot F' peut avoir un extremum local est (0,0) .

On y calcule les dérivées secondes :

L Qulry) o Oulzy) 2y ot 0%u (z,y)
0x? 0xy 0%y

Donc en (0,0) onar =2, s=0ett=2doncrt—s*=4>0 et on a un extremum local

en ce point.

=2y+2

De plus r = 2 > 0 et c’est donc un minimum local.

Est-il minimum global 7

Onau(0,0)=7%etu(z,y) =ay?+2?+y°+1=@+1)y*+a2+3>1 (carx+1>0
sur V)

Donc la fonction v admet (0, 0) comme minimum global sur V' et n’admet pas de maximum.

2

b) Comme |z < § et [y| < % alors |2y?| < $:2? < Jet y? < 1

1
Doncxy2+a:2+y2+i§\xy2|+x2+y2+zl<%—l—i—ki—i—}l:%surl’ouvert V.

3
In (Z —zy? — 22 —y2)

1
Z+xy2+x2+y2

2. Soit F' la fonction :  (z,y) — F(x,y) =

1 _
a) Avect =u(x,y) = i zy? + 2? + y? on reconnait que F (z,y) = M = —f(u(z,y))
Reste a voir si u (z,y) € ]0,1]

Or u est miminum en (0, 0) ou elle vaut ; donc pour tout (z,y) de V on a :

Donc F est bien défine sur 'ouvert V.

Comme f est strictement croissante sur 0, 1], —f sera strictment décroissante et donc
—f(u(x,y)) sera maximum quand u (x,y) sera minimum.

Donc sur 'ouvert V, F' a comme unique maximum le point (0, 0)

et F(0,0) = 41n (2)




b) On a donc une majoration de F' 41n (z)

Pourle minorant : on sait que u (z,y) < T sur V et comme — f est décroissante,

—f(u(z,y)) > —f (%) donc : i

~f (g) < F(z,y) <4ln (Z)

pour tout (z,y) de V.




