EXERCICE 1

Calcul approché deIngpourac[1,2].

La notation f'7’ désigne ia fonction dérivée d’ordre p de la fonction numérique /.

‘o . 1
I“a)Soit u 2 x > —ety ;. x > ~— .
I+x T—x

Déterminer, pour tout p € N, les fonctions # (et v (77

1—
hySoit f:x = In -
1+x

Déterminer I'ensemble de définition Dy de f. Montrer qu’il existe deux réels A et W & préciser
tels que :

vx € Dy FiAxy=hu(x)+pvix).

En déduire £7) (x)pourpe N etx e Dy

c) Pour toul k € N, caleuler f(ﬂ') (0t f(E'H 1) (0).

- ! {28433 _ 32n =3
Mortrer que : Vx e O’? ‘f. () g(2n+2)!---;_—]
3 nE

Y

d) Onpose 5,(x) = z ';H]
k=0

Montrer, en viilisant 'inégalité de Taylor-Lagrange, que :

Vxe%h%] Fr+25,00 | € —— ' .
| 4" (2n+3)
o . . . _ : a—1
2° a) Soit g un réel de U'intervallc | 1,21, Onpose x = 1
o
Montrer, en uiilisant 1°, que: | lna—-25,(x)} | < ]

a4t oy



b) Déterminer la plus petite valeur de I"entier r pour laquelle

1

4" 2r+3)

¢) On choisit ¢ = % calculer x .

2h+
Pour k< {0, 1, 2,3} donner la valeur exacte de i"-——_ .

2+ 1
Caleuler 285 (x) (on écrira, avec toutes ses décimales, la valewr approchée de 284 (x)
affichée pai la calculatrice).

Comparer avec In [ % ] (on donnera I’ ordre de grandeur dc In [ % } - 2853(x)).



EXERCICE 2

1 +oo
Démonstration de I’égalité : [1] J‘ £ tdy = Z i
0 =1

1° Soitg:]0,1] —- IR
x> —xIlnx
Etablir !¢ tableun de variations de g,

2°  Al’aide dela formule de Taylor-reste iniégral, montrer que :

i

if N . s
Yre N, Vue R ¢ = 77 T Rq (), 00 R, esi continue et vérifie :
E=0
2+ 1
. o ]
vu 20 0<R,(u)ys——¢&".
(n+1)!

3" Pourne N, ondéfinit J, = J. e "uldu .
v

a) Justifier Iexistence de Jy, .

b) Calculer J, ; & I'aide d’unc intégration par parties, trouver une relation entre Ji + 1 et Ji , pour
k€ N . en déduire la valeur de J;,

¢} Soitke ™ etee]0,1].

1
Effectuer sur ]’intégra]ej. K {lnx )k dy  le changement de variable v = —(k+1)Inx.

£

I
d) En déduire 'existence ct [a valeur de 7, = j F(Inx ) dr.

4]

4° a) Pour tout n € N, montrer que :

1 . i (_- l )k eVe
J. x_ldxzzl = I+ r,, avec 0 <7, <
0

£ *
k=0 (n+1)te T

&) En déduire "égalité [ 1] .

o



It
N 1
Pourne N, onpose:s, = » ——————
_ NE
k=0 lktl)
Mentrer que 57, que 1on calculera avec toutes ley décimales fournies par la calculatrice, est une

1
valeur approchée a 107" prés de j x M.
0

4

<



PROBLEME

Probabilité de trouver un mot donné dans un texte aléatoire,

Dans toul le probi&me, p désigne un enticr supérieur ou égal & 2 et toutes les suites sont définics
ES
pourae N |

— Dans une grande école de commierce, un ludiant a programmé son (micro-)ordinateur de la
facon suivante :

I’ordinateur fait imprimer un nombre, avssi grand que 1'on veul, de caractéres (des letires), les
uns aprés les autres, de maniere aléatoire ; pour chaque caractére imprimé, la probabilité que ce
soit une lettre donnée est constante.

— FL’étudiant cherche la probabilité pour qu’un mot précis de p lettres apparaisse an
moins une fois dans le "'texte’ produit par "ordinateur (on ne tient pas compte des passages
4 la ligne).

— Soit X; (/€ Ny la variable aléatoire égale av j—igme caractére produit par la machine
(voir note en bas de page).

— Onnote xqx;...x,_1 lascquence de lettres qui forme le mot en question.

X,
—  Le mot voulu est écrit & partir du (—féme caractére si I'événement

. A= (X =) N Xy =x )N N Xy =xp-1)

est réalisé.

« Pour ne ™, on 8’intéresse donc au calcul de v, = P| U A; |, qui représente la probabilité

pour que le mot voulu apparaissc au moins une {ois dans la suite des 7 + p — 1 premiers caracte-
res imprimeés.

» On fail les deux hypothéses suivantes :
1)Les v.aa. X; suivent toutes la méme loi de probabilité.

2)Les v.a. X; sont mutuellement indépendantes.

Les deux parties du probléme sont largement indépendantes : seuls les résultats des guestions
I° e1 8° de lu premiére partie sont utiles pour la deyxiéme partie.

Note : pour avoir des variables aléatoires & valeurs dans W, il suffirait, par exemple, de reriplacer les
lettres par Ieurs rangs dans 1'alphabet. Mais ceci n’a pas d’importance pour Ia suite du probléme.



PREMIF.RE PARTIE : relation de récurrence satisfaite par (vn ) .

1°  Montrer que Ja suite { vy ) est croissante.

2°  Montrer que :

vie X' P(A;) =P(A))

Dans la suite du probléme, on note a cette constante (qu’on suppose non nulle}.

3°  Ondit quune séquence de lettres  xg Xy ... X, ¢ est superposable en partie (en abrégé : s.c.p.)
si el seulement s1:

Jie|[l,p—17 Vielll.p-111(j2i= %= ?’Cj—i)-
Regarder si les séquences suivantes sont s.e.p. (et donner une valcur de { le cas échéant)
a) ENTENDENT
b} ECRICOME
¢} FINI

Dans la sulte du probléme, on suppose que :

la séquence x; x) ... X, _  nest pass.e.p..

4°>  Soit g et r deux entiers strictement positifs.
Montrer que, si 1 < r < p— 1. alors A, et Ay 4, SO0t incompatibles.

)
EF—p+l
57 Soitk > p. Montrer que vy 41 = vg+a =P ‘U1 A N Ags IW
= I
. /
o k—p+1
6" Quelles sont les variables X; qui interviennent dans U A
' i=1

Etdans A, .y 7Endéduireque i vy = vpta—avi_pqt-
7°  Calewlervgpowr ke [[1.p]l
Pour toutn € N, onpose s, = 1 —v,

8°  Vérifier que { uy ) est une suite décroissante de réels.de [0, 1] telle que

[wre‘[[l 7w = 1—ka

1‘63{ =z p Wpp1 = Hp— Qg pi




DEUXIEME PARTIE : étude de la suite { us )} 3 exemples .

: 1% Justifier la convergence de la suite  u, ) . _
Quelle est sa limite ? En revenant 4 ( v, }, quelle interprétation peut-on donner de ce résultar 7

2°  Majoration de i, .

Montrerque: ¥rn 2 p u, < {(1—-a)Y 77 (1-pa).

Retrouver ainsi la limite de ( #,).

3° Etudedu cas particulier: p = 2eta = % :

@} Calculer 1, en fonction de 7.

b) On supposc que, pour chague caracterc imprimé, la probabilité pour que ce soit la letre A

. . 40 , 3
{respectivement §) est 75 {respectivement 0 ).
Quelle est la probabilité d avoir au moins une fois le mot "AS" dans un texte de 51 caractéres 7

{on &crira toutes les décimales fournies par la calculatrice).

4°  On suppose dans cette question que p = 3eta < 2—2 :
{ A
i by +2
| ‘a) Pour tout 11 € \/ onpose U, =] 4
ty

L

Montrer que. pour k = 3,onpeutéerire : Uy _ | = AU, _,,avecAe . Z3( R ).
Déterminer |'cxpression de U, en fonction de , A, et U|.

b} Montrer que les valeurs propres de la matrice A sont les nombres A solutions de 1’équation :

7\-3‘—7\.2"'@ =1{

i ¢} Etudier les variatiens sur K de la fonclion x - +a ;
' En déduire que A admet trois valeurs propres réelles A , A, , Az vérifiant

—]{7'\,1<0<7\.2<%{7\.3{]

d) Montrer qu’il cxiste une matrice diagonale D e . 45 ( R ), ¢t une matrice @ € GLy ( R.), telles

quc :

| vhe NT A"l =opt ol

{on ne demande pas d’expliciter @)

9



50

e} Fn déduire qu’il existe trois réels o, P, 7, gu’on e demande pas de caleuler, tels que

Wne N° o, = or] T EBA T eyah !

Dans celte derniére question : p = 4.

a) On supposc, dans ce a), que, pour chaque caractére, la probabilité du F {resp. du 1, du N) est
0.02 (resp. 0.1, 0.03).
(i) Ecrire un algorithme qui, pour # donné, calcule u,, et atfiche la probabilité d’avoir au moins

une [ois le mot "FINT" dans un texte de 71+ 3 caractéres.

{ii} Donner les valeurs numériques obtenues (arrondies a 1074 prés) pour n € {50, 100, 300}.

5) On cherche, comme au 4° précédent, a Ciablir une expression de u, en fonction de . On
23

suppose que g < ? .

(i) Soit le polyndme R = xX-x+a.
Mantrer que R a deux racines réelles 1y et [, . Vérifier qu’clles appartiennent & Pintervalle
101 .

{ii}) Soit & une racine complexe (non réelle) de R.
Justifier son existence. Montrer que 6 est aussi racine de K.
(iii} Comment se factorise alors R dans _ | X |7

o

ik

« 9. . . a2
En considérant le produit des racines de R, montrer que 1 1917 =

On démontre alors (et on admettra) que 181 < 1, et qu'il existe un unique quadruplet
(00,09, 0q,04) € Y tel que

e X' u = o0 T o pt T o 8T ey 87

Mentrer que oy et 0y sont réels, et que ¢ty = O3 .



