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Le but du probléme est I'étude du nombre moyen de retours a l'origine lors
d'une promenade aléatoire sur une droite, dans un plan, ou dans l'espace, ce
qui fait 'objet de la partie II. La partie I permet d'obtenir quelques résultats
préliminaires d'Analyse.

La qualité de la rédaction et de l'expression, la rigueur des raisonnements et
le soin apporté aux calculs numériques (qui nécessitent I'emploi d'une
calculatrice programmable) interviennent dans le baréme.

PARTIE [
Le but de cette partie est ['étude de 1a suxle (Czn 7 4"} a I'aide de la suite {(un)
définie pour n ) | par: Un=AC2 /4"

1°) ETUDE DE LA SUITE (ua).

a) Calculer u: et un+1 / un.

b} Prouver par récurrence que:
un ¢ \/n/(2n+1)

c) Btudier [e sens de variation de fa suite (ua), et montrer qu'eile converge
vers un nombre réet L tel que: 1/2 $ L § 1/\/2.

2°) RAPIDITE DE CONVERGENCE DE (un).
a) En appliquant ['inégalité des accroissements finis 2 la fonction t ~ \/- 1 sur
un intervalle convenable, prouver ia double inégalité suivante pour tout réel x
strictement positif:

1 5 x+l/2)- Ay § 1

8(x+1/2) 8\/9(1 +1)



b) En déduire que:

Uk - Uk £ Uk+1 - Uk £ u - Uk
8(k+1/2) 8(k+3/2) 8k 8(k+1)

c) Par _sommation de ces inégalités, trouver un encadrement de up - un pour
P > n, puis établir la double inégalité suivante:
(1) un/8(n+1/2) § L-ua § L/8n

d) En déduire que:
(2) |L-(1+1/8n)ua| § L/16n

3") CALCUL APPROCHEDE L.

a) Comment suffit-il de choisir n pour que Un soit une valeur approchée de L a
10-5 prés?

b) Comment suffit-il de choisir n pour que (1 + 1/8n).un soit une valeur
approchée de L a 10-5 prés?

Ecrire un algorithme permettant le calcul de cette valeur approchée et donner
la valeur numérique obtenue avec toutes les décimales fournies par la
calculatrice ( Oz pewt montrer, o que /on ne demande pas, que - L - 1//13’7.

PARTIE 11,

~ (A) PROMENADE ALEATOIRE SUR UNE DROITE.

Une droite est rapporiée 4 un repére orthonormé (0, 1). Un individu se trouve

a l'origine O a Vinstant 0, et son abscisse 2 ['instant n (n € IN) est une variable

aléatoire Xn.

Pour tout entier n 2 1, on pose: An=Xn - Xo-1. Ainsi: Xo = A1+ A2 + ..+ An.

On suppose que les variables aléatoires An sont indépendantes et que {'on a

pour tout entiern 21 : :
PlAn=11=1/2 et P([An=-1}} =172

Enfin, pour n 2 1, Un est la variable aléatoire indiquant fe nombre des passages
“a Porigine de 'individu entre les instants | et 2n compris.

1 ' _ : A
a) Quelle est 1a probabmté pour que lindividu se trouve de nouveau 2
l'origine 3 l'instant 2n? Peut-il etre 2 l'origine 2 un instant impair?
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b) Pour k 2 1, soit Ox la variable aléatoire égale A | si I'individu est A l'origine
0 4 l'instant k et 0 sinon. Calculer les espérances E(O2¢) et E(O2k+1).

¢} Exprimer Ua a l'aide des variables aléatoires Ok (1 £ k £ 2n) et calculer
F'espérance E(Un).

2°) ETUDE ASYMPTOT IQUE DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.
n n
a) Etablir par récurrence que l'on a: E(Ua}=(2n+ 1)C2a/ 4 - 1.

b) Exprimer E(Us) 2 I'aide de un; en déduire [a limite de la suite (E(Un) / \A)
et, a 'aide de l'inégalité (1), fa limite de la suite (E(Un) - 2L\/).

PROMENADE ALEATOIRE DANS LE PLAN.

Un plan est rapporté a un repére orthonormeé (0,1, j). Un individu se trouve a
l'origine O 2 linstani 0, et ses coordonnées 2 linstant n (n € IN) sont des
variables aléatoires Xn et Yn.
Pour tout entier n 2 1, on pose: An=Xn - Xn-1, Bn=Yn- Yn-1.
On suppose:
1. que les variables aléatoires An (resp. Ba) sont indépendantes et que l'on a
pour tout entiern 21 :
P{An=1D=1/2 el PllAn=-1D=1/2
P([Ba=1D=1/2 et P([Ba=-1)=1/2
2. que les variables Xn et Yo sont indépendantes pour tout entier n 2 1.

Enfin, pour n 2 1, Vo est la variable aléatoire indiquant le nombre des
passages a ['origine de l'individu entre les instanis 1 et 2n compris.

1) M&D.LLNQMBRE.MQIEN.DES.REIQURS.ALQRI&[NB.
a) Quelle est la probabilité pour que lindividu se trouve de nouveau 2
l'origine a l'instant 2n? Peut-il €tre 4 l'origine 2 un instant impair?

b) En raisonnant comme en (&), calculer L'espérance E(Va).

-2°) ETUDE A MOYEN DES R
On rappelie les deux résuliats classiques suivants:
-lim {1+ 172+ 173+ ... +1/n) / In(n)] = 1.
- lim {1+ 1/4+1/9+ .. +1/8] existe dans R.
~ Déduire de l'inégalité (1) I'encadrement suivant:
0 ¢ L/n - (Con/ 4)° ¢ L¥/4n®
En déduire la limite de la suite (E(Vn) / In{n)} quand n tend vers I'infini.

¥
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@PROMENADE ALEATOIRE DANS L'ESPACE.

L'espace est rapporté 2 un repére orthonormé (0_1'? E). Un individu se trouve
a l'origine O a l'instant 0, et ses coordonnées 2 I'instant n (n € IN) sont des
variables aléatoires Xa, Yn, Zn

Pour tout entier n 2 l on pose An=Xn-Xo-1, Ba=Yo - Yo-{, Co =Zn - Zn-1.

On suppose:

1. que les variables aleaton'es An (resp. Ba, resp. Cn)) sont indépendantes et
que l'on a pour tout entier n 2 1.

P(lAn = 1)) = 172 et P(Aa=-11)-1/2
P([Ba - 1]) = 1/2 et P(1Ba = -11) = 1/2
P(ICa = 11} = 172 et P((Ca = -1]) = 172

2. que les variables Xn, Yn et Zn sont indépendantes pour tout entiern 2 L.

Enfin, pour n 2 1, Wa est la variable aléatoire indiguant le nombre des
passages a l'origine de 'individu entre [es instants [ et 2n compris.

1°) CALCUL DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE

a) Quelle est la probabilité pour que lindividu se trouve de nouveau i
l'origine 2 ['instant 2n? Peut-il etre & l'origine 4 un instant impair?

b) En raisonnant comme en (), calculer I'espérance E(Wa).

~ Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul et fon convient de
poser (sous réserve d'existence): |

+ 00 n 400

K " x 3
s-Z(Czk/4K)3 sn=2 (Cox/ 4 )3 tn=2 (C2k/4)
'C) £-1 k=n+1

a) Résultats préliminaires. ' :
A l'aide de I'inégalité des accroissements finis, établir pour n 2 I les inégalités
suivantes:

(i) ] ¢ 2 __2 < 1 .
(ne1)\/a+1 va  ael nvh
(ii) $ 2 . _ 2 % 1

(n+1)g.\£+l " Bnvh 3(nsl)hRed 2’ b

et en déduire des encadrements des sommes suivanies (dont on justifiera
l'existence): +o0

Tk et Z kK

k-n+1 k-n+i
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b) Existence de lim(E(Wn)).
Déduire de I'inégalité (l) la double megahte suivante:
0 ¢ L/nﬁ— (Cz:a/‘l) ¢ 3L /80 A
Donner une majoration de (Cza 7 4" ) el prouver l'existence de s, donc de

lim(E(Wa)). A l'aide d'une majoration de rn, indiquer comment il suffit de
choisir n pour que sn 50it une valeur approchée de s a 10-3 prés.

¢) Accélération de convergence et calcul approché de s.
A l'aide des résultats établis ci- dessus montrer que: .

0 {sa+2L/\A-3 S50 /43\5
Comment suffit-il alors de choisit n pour que sn + 2w /\Al- soit une valeur
approchée de s 4 10-3 prés? Ecrire un algorithme permettant le calcu! de cette
valeur approchée sa + 213/ \A'l_ et donner la valeur numérique obtenue.

(D) CONCLUSION

A l'aide des résultats obtenus dans le probléme, comparer le nombre moyen
des retours a l'origine pour les promenades aléatoires sur une droite, dans un
plan et dans l'espace.




Note d'information concernant 1'épreuve de maths II.

I1 est rappelé aux candidats qui ne seraient pas habitués au traitement de texte

I. rd a - (] #, * ) a a
utilisé pour la rédaction du probléme que la notatiom afb désigne le quotient 5

Exemples :
o . Un L
Question 1.2%.c : 1'indégalité (1) se 1lit ; ———— £ L - Un 5 — .
8(n + l) : 8n
2
(20 + 1).c]
Question II.2°.a : E(Un) se lit : E(Un) = ————=" - 1

Enfin, dans les calculs numériques, une valeur approchée a 10-5 prés désigne bien

x . -5 A
entendu une valeur approchée a 10 pres.



