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ESSEC 1981 MII

PRELIMINAIRE

Montrer que, si X est une variable aléatoire a valeurs dans N*, on a, pour tout élément n de N*:

n n—1
Y kP(X=k)=)» P(X>k) -nP(X>n).
k=1 k=0
PARTIE I

p et s sont deux éléments de N*.
Trouver le cardinal de l'ensemble Dy = {(d1,d2,...,dp) € NP | 1 < dy < dy < -+ < d, < s} des suites strictement
croissantes de p éléments de [1, s].
p et q sont deux éléments de N*.
Cq={(c1,ca,...,¢p) e NP |1 <y < <--- < ¢p < g} est Pensemble des suites croissantes de p éléments de [1, g].

Pour tout élément (c1,ca,...,cp) de Cy on pose:

@((01702,...,%)) =(c1,e0+1,e34+2,...,¢cp+p—1).

Montrer que 1'on définit ainsi une application ® de C, dans Dp14—1.

p+q—1>

Montrer, trés proprement, que ® est bijective. En déduire que C, a pour cardinal (
p

PARTIE II

N est un élément de [3,+o00[. On considére une urne contenant N jetons numérotés de 1 & N.

On tire au hasard, successivement et ’ SANS REMISE ‘ tous les jetons de l'urne et I'on note (u1,us,...,uyn) la suite

des numeéros obtenus.

X est la variable aléatoire égale au plus petit entier non nul r, s’il existe, tel que u, > u,11 et & N si un tel r n’existe
pas.

Montrer que si n est un élément de [0, N — 1] : P(Xy > n) = m
n !

Calculer P(Xx > n) pour tout élément n de [N, +o0[.

“vérification”).

Déduire, avec soin, de ce qui précede la loi de Xy (il est conseillé de faire une
Mo
Montrer que: E(Xy) = ; o

Déterminer lim FE(Xy).

N —+o00
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Montrer qu’il existe une variable aléatoire X, a valeurs dans N*, telle que pour tout k£ dans N* :

P(X =k)= lm P(Xy=k)

Montrer que X possede une espérance, et la comparer a Nlim E(Xy).
—+o0

Ecrire, en TP4, une fonction calculant E(Xy).

PARTIE III

N est un élément de [3,+o0o[. On considére toujours une urne contenant N jetons numérotés de 1 a N.

On tire au hasard et ’ AVEC REMISE ‘ remise des jetons de cette urne et 'on note (uy,us,...,un,,...) la suite des

numéros obtenus.

a est un réel et ¢ est un réel tel que |¢| < 1. Montrer que la série de terme général n® ¢" est absolument
convergente (cette question n’est pas dans la correction).

Calculer, pour tout élément n de [2, +oo[, v, = P(u1 < uz < -+ < uyp). Dans la suite on pose v; = 1.

,n‘Nfl

N -1
Montrer que les suites (( tn >) et <'> sont équivalentes.
n n>1 (N - 1) n>=1

+oo
Montrer que les séries de terme généraux v,,, nv, et w, = v, —v,41 convergent. Donner la valeur de Z w, et donner
n=1
une interprétation probabiliste de ce résultat.
En déduire ’existence d’une variable aléatoire Zy, a valeurs dans N*| telle que Zy = r si et seulement si r est
le plus petit entier tel que u, > u,41 (faire trés simple).

—+o0
Montrer que Zx admet une espérance et que E(Zy) = > v, (on pourra utiliser le préliminaire).
n=1

1

a) Montrer que f:z — m est de classe C*° sur son domaine de définition et calculer (™ pour tout
x

élément n de N.

b) En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange & f sur [—1/N, 0] montrer que :

1 “ v
VYmeN*, | —— —1— vp|  —— AL
(1_%)]\[ ; L (1_%)N+77L+1

En déduire E(Zy) et lim E(Zy).

N—+400

Montrer qu’il existe une variable aléatoire Z, a valeurs dans N*, telle que:

VkeN', P(Z=k)= lim P(Zy=k)
—+o00

Comparer Z et X.

Ecrire une fonction qui simule cette expérience et donne la valeur de 7.
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PARTIE IV

On reprend ici les conditions de la partie III.
n est un élément de N*.
Si k est élément de [1, N], trouver la probabilité de I’événement Vi € [1,n], k < w41

En déduire la probabilité de I'événement A,, défini par:Vi € [1,n], u1 < wijy1.

+oo
On pose g = 1 et Vn € N*| x,, = P(A,). Montrer que la série de terme général z,, converge et calculer > x,.

n=0

Prouver 'existence d’une variable aléatoire Ty, a valeurs dans N*, telle que Ty = r si et seulement si r est le

plus petit entier strictement positif tel que w,+1 < Inf(uy,us,. .., u,.).

Montrer que Tn admet une espérance mathématique que I'on calculera. Déterminer Nlir_rs_l E(Tyn).
— 100

Montrer qu’il existe une variable aléatoire T', a valeurs dans N*, telle que :

VkeN', P(T=k) = lim P(Ty=k).
—+00

Montrer que T' n’a pas d’espérance.




