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PRELIMINAIRE

a)e FC E!!

eVa e F, <a,Opn >=0; alors Og» appartient & F+. F1 n’est pas vide.

e Soient z et y deux éléments de F'* et A un réel.
Va€eF, <a,x >=<a,y>=0.VaeF, <a,dz+y>=A<a,x>+<a,y>=0.
Ainsi Az + y est un élément de F*.

VA ER, Y(z,y) € (FY)2, Az +y € Ft. Ceci acheve de montrer que :

’ F* est un sous-espace vectoriel de R™

b) Remarque Il est clair que le résultat F'+ = Vect(ep+1,ept2, ..., en) et presque toutes les démonstrations
proposées dans la suite supposent 0 < p < n. dim F+ = dim F—dim F et (Fl) = I sont bien évidemment

encore vrai(e)s pour p =0 et p = n.

Soit z un élément de R™ et (x1,xa,...,2,) la famille de ses coordonnées dans la base (e1,ea,...,en).
x appartient & FL si et seulement si 2 est orthogonal aux éléments de la base (ey, e, .. ., ep) de F.
P P
Remarquons que Vi € [1,p], < x,e; >=< Z Tk €k, € >= Z T < eg,e; > = x; car (ey,ea,...,€,) est
k=1 k=1

une base orthonormale.

Ainsi:z € Fr <= Vie[l,p], <z, >=0<=Vie [l,p], 2 =0z € Vect(ept1, €pt2s .-, €n).
Par conséquent : F- = Vect(ep i1, €pt2, .- -,€n).
(€pt1s€pt2,---,€n) est alors une famille orthonormale et génératrice de F- donc une base orthonormale de

F* (toute famille orthonormale est libre). F'* est de dimension n — p.

Alors | F+ = Vect(ept1,€p+2,---,en) et la dimension de F* est dim E — dim F.

c) (ept1,€pt2,-..,€n) est une base orthonormale de F+ et (Ep+1,€pt2s---,€n,€1,...,€p) est une base or-

thonormale de E. Le résultat de b) (appliqué & F'*) nous permet alors de dire que:

0\t 1+
(F) = Vect(ey, e2,...,€p) | €t (F) =F.
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PARTIE I

1) Exemple d’une telle matrice

a) Soit x = (71,72, x3) un élément de R3.

1 1 1 I 1+ T + 23
t2Cox = (z1 @2 z3) |1 2 2 xo | = (w1 x2 x3) | 21+ 222 + 223
1 2 3 T3 1 + 222 + 323
txCox = m1 (21 + 22 +23) +T2(21 + 222+ 223) + 23(21 + 222 + 373) = 23 + 223 + 323 + 22122 + 27123 + 47273,

’ Vo = (w1, 72,23) € R3, '2Cox = 2% + 223 + 323 + 22129 + 23123 + 42073.

b) Soit x = (21,72, 73) un élément de R3.

txCox — (21 + 22 + 23)% = 2% + 223 + 32% + 23129 + 27123 + dwo73 — 23 — 25 — 25 — 23179 — 27173 — 27273,
txCoz — (21 + 22 +23)% = 23+ 223 + 22073 = (w2 +13)2 +23. Alors '2Cox = (z1+x2+23)° + (22 +23)% + 3.
tzCyz est donc un réel positif ou nul. Supposons que ce réel soit nul.

Alors (71 + xa +23)2 = (za +23)2 =23 = 0. Ainsi vy + 22+ 23 =22+ 23 =23 =0 et 1 = 23 = 73 = 0.

Tr = O]RB.

Par conséquent ‘zCyz = 0 donne 2 = Og». Donc zCyz est strictement positif si x n’est pas nul.

Pour tout vecteur x non nul de R”, tzCoz > 0.

c) Soit 2 un élément de R? tel que Coz = Ogs. Alors ‘aCoz = tz0gs = 0 et nécessairement x est nul.

Par conséquent : Vo € R?, Coz = Ogs = x = Ogs.

’ Cy est inversible. ‘

T1+ T2+ 23 =Y
Soit © = (21, xa, x3). Posons y = (y1,y2,y3) = Cox. Alors: {xl + 215 + 223 = 1o
1+ 2x2 + 323 = Y3
T1=2Y1 — Y2
Les opérations Ly < 2L — Lo et L3 < Ls — Lo conduisent a: ¢ 1 + 222 + 223 = y2.
T3 =Y3 — Y2

T1=2Y1 — Y2

On obtient alors sans difficulté : { To = —y1 + 2y2 — y3. Ainsi:
T3 = —Y2 + U3

2 -1 0

Cit=[-1 2 -1

0 -1 1

d) Soit z = (x1, 22, z3) un élément de R3.
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2 -1 0 T 2.%‘1 — X2
txco_laf =(z1 @2 x3)| -1 2 -1 vy | = (21 x2 x3) | —21 + 220 — 23
0 -1 1 T3 —T2 + X3

txCoz = 21(221 — x2) + Xa(—21 + 222 — 23) + x3(—22 + 23) = 227 + 223 + 23 — 23172 — 270273.

’ Vo = (21,72, 23) € R3, 'xCox = 202 + 223 + 23 — 22129 — 27073. ‘

e) Soit x = (71,72, x3) un élément de R3.

20y e = 2274203 +af 221 20— 20013 = (2] 22170 +23) + (23 —2zax3+aF) +at = (w1 —w2)* (w2 —w3)* +at.
Alors 'xCy'a > 0. Supposons que ‘xCy'e = 0. (1 — 29)? + (22 — 23)% + 22 = 0.

Ce qui donne (71 — 22)? = (22 —x3)? =27 =0, puis 21 — ¥9 = x5 — 23 = ¥1 = 0 et enfin 71 = 23 = 23 = 0.

trCylae > 0 et t2Cy 'e = 0 donne 2 = Ogs.

Pour tout réel « non nul, *zCy 'z > 0 |

2) Inversibilité de la matrice C
a) Solent x et y deux éléments de R”™.

tzCy qui est égal & < z,Cy > est sans aucun doute un nombre réel.

tpCy =< z,Cy >=< Cy,z >=(Cy)xr = y'Cx = tyCX car C est symétrique.

’ Pour tout couple (z,y) de vecteur de R™, t2Cy est un nombre réel et ‘zCy = tyCux |.

b) Soit x un élément de R™ tel que Cx = Ogn. Alors 'zCx = *20g» = 0 et nécessairement x est nul d’apres

Phypothese faite sur C' (ou sur Q).

Par conséquent : Vo € R", Cx = Ogr = = = Ogn.

’ C' est inversible.

¢) CC—1 = C-1C = I,. Ainsi H(CC~1) = H(C~1C) = I, = I,.
Ceci donne encore: *C~1tC =tCtC~! = I,.

Comme C' est symétrique, 1C~1 C = C*C~! = I,,. Alors ‘{C~! est I'inverse de C.

tC-1 = (-1 C~1 est symétrique.

d) Soit z un élément non nul de R". Posons y = C~z.

x = C'y. Comme x n’est pas nul y ne ’est pas davantage.
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Alors 0 < 'yCy = {(C~'z)CC e = 2! (C~ 1)z = '2C~ .

’Vsc ER", x # Opn = '2C~ ' > 0.

Soient u et v deux éléments de R™ linéairement indépendants.

VAER, Hu+Av)C7Hu+Av) =<u+Av,C 7 Hu+ Av) >=<u+Av,Clu+ AC v >,

VAER, Hu+Av)C7Hu+ Av) =< u,C7lu> 4\ <u,Clo >+ <0,Clu>+2% <v,C 1o >,
VAER, Yu+Av)C (u+ Av) = uClu+ A uC o + NoC7lu + N2 oC~ 1.

La matrice C~! est symétrique donc *vC~'u = 'uC~1v (méme démonstration que pour a)). Il vient alors :

’ VAER, Hu+Av)C Hu+ Av) = tuC~lu + 22 tuC 1o + N2 tvC~ 1o, ‘

Posons VA € R, P(\) = “(u+ Av)C 7 (u + A\v).

Notons VA € R, P(A\) = (*0C7 o) A2 4+ 2 (fuC o) A + tuC 1w,

(u,v) est libre donc v # Ogn et YA € R,u+ Av # Ogn.

Ceci montre que P est un trinome du second degré (*vC~tv > 0) et que pour tout réel \:

PN =t u+ Av)C7Hu+ Av) > 0.

P n’a donc aucune racine dans R et son discriminant réduit est alors nécessairement strictement négatif.

Ainsi (2tu0_1v)2 —4 (tuC_lu) (tvC'_lv) < 0. Donc (tuC_lv)Q — (tuC_lu) (tvC_lv) < 0.

Si u et v sont deux éléments linéairement indépendants de R™, (tvC’*lu)2 < (fuC~tu) (foC~ o)

Exercice de controle Montrer que ¢ : (x,y) — 'xC~'y est un produit scalaire sur R" et retouver alors le

résultat précédent. <«

3) Condition pour que Q(z) < Q(z + h) lorsque < u,h >=0.

a) Soit (x,h) un couple d’éléments de R™ et soit A un réel.

Qx4+ Ah) =tz +Ah)C(x+Ah)=<x+Ah,C(z+Ah) >=< x4+ Ah,Cz+ XCh >.
Q(x+Ah) =< 2,Cx >+ <x,Ch >4\ < h,Cx >+ < h,Ch >.

Comme C est symétrique : < z,Ch >=< Cx,h >=< h,Cx >. Ainsi:

] Qz + \h) = Q(z) + 2\ < h,Ca > +22Q(h). \
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b) On suppose donc dans cette question que, pour tout élément h de R™ orthogonal & u: Q(x) < Q(z + h).
e Soit A un élément de R™ tel que < u, h >= 0. Notons que: VA € R, <u,\h >=0.
Alors, par hypothese: VA € R, Q(z) < Q(z + Ah).

Ceci permet d’écrire: VA € R, 0 < Q(xz + Ah) — Q(x) = 2\ < h,Cz > +A2Q(h). Finalement :

Si h est un élément de R" tel que < u,h >=0on a:VYA € R, 2\ < h,Cz >+ 2Q(h) > 0. ‘

e Reprenons un élément h de R™ orthogonal a u.

VA ER, 2X < h,Cz > +A2Q(h) > 0 donc VA €]0,+oc[, 2 < h,Cz > +AQ(h) = 0.

En faisant tendre A vers 0 par valeurs supérieures on obtient:2 < h,Cx >> 0 ou < h,Cx >> 0.
VAER, 2)\ < h,Cz > +A2Q(h) > 0 donc VA €] — 00,0[, 2 < h,Cz > +AQ(h) < 0.

En faisant tendre A vers 0 par valeurs inférieures on obtient:2 < h,Cx >< 0 ou < h,Cxz >< 0.

Ce qui précede donne alors: < h,Cx >= 0.

’ Si h est un élément de R™ tel que < u,h >=0on a: < h,Cx >=0.

Vh €R", <u,h>=0=<h,Cx >=0 donc Vh € (Vect(u))", < h,Cx >=0.
L
Ainsi Cz appartient a ((Vect(u)) ) .
L
Le préliminaire donne ((Vect(u))l) = Vect(u). Donc Cx appartient & Vect(u) et Cx est colinéaire & wu.

Il existe un réel « tel que Cx = au. Alors x = a C~!u et x est colinéaire & C~'u.

Si pour tout élément h de R™, orthogonal & u, Q(x) < Q(z + h) alors Cz est colinéaire & u ou x est

colinéaire & C~tu.

¢) Réciproquement supposons que Cz est colinéaire & u. Il existe un réel « tel que Cx = a u.
Soit h un élément de R™ orthogonal & u. Q(z+ h) = Q(z) +2 < h,Cxz > +Q(h) (d’apres a)).
Qx+h)=Q(x)+2 <hyau>+Q(h) =Qx)+2a < h,u>+Q(h) = Q(z) + Q(h).

Par conséquent Q(z + h) = Q(z) + Q(h). Or Q(h) =thCh > 0, donc Q(z + h) > Q(x).

’ Si Cz est colinéaire & u, pour tout élément h de R™ orthogonal & u: Q(z) < Q(z + h). ‘

d) Ici z est un élément de R™ tel que Cx est colinéaire & u. Plus précisément Cz = avu avec « dans R.
e Cz=caudonc z=aC tu Alors < u,z >=< u,aC lu >=a <u,C 'u>=atuC u.

Comme u n’est pas le vecteur nul, ‘uC ~lu est strictement positif.
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Ceci permet d’écrire que: o = < u,z >. Alors
p q )

tyC—1y

1

a=a <u,r>avec g = ————-
’ tuC—1y

e Oz =caudonc Q(z) =taCr=alru=a <x,u>=a < u,x>< U, T >.

Q(x):a(<u,x>)2.

4) Condition pour que Q(z) < Q(z + h) lorsque < u,h >=<v,h >=0

a) On suppose donc ici que Q(z) < Q(z + h) pour tout élément h de R™ orthogonal & u et & v.
Reprenons les arguments de 3).

Soit h un élément de R™ orthogonal & u et & v. Pour tout réel A\, A h est également orthogonal & u et a v.
Ainsi VA € R,Q(z + Ah) — Q(x) = 0 ou VA € R, 2\ < h,Cx > +22Q(h) > 0.

VAER, 2\ < h,Cz > +A?Q(h) > 0 donc VA €]0, +c[, 2 < h,Cz > +AQ(h) > 0.

En faisant tendre A vers 0 par valeurs supérieures on obtient:2 < h,Cz >> 0 ou < h,Cx >> 0.

VAER, 2\ < h,Cz > +A2Q(h) = 0 donc VA €] — 00,0[, 2 < h,Cx > +XQ(h) < 0.

En faisant tendre A vers 0 par valeurs inférieures on obtient : 2 < h,Cx >< 0 ou < h,Cz >< 0.

Ce qui précede donne alors: < h,Cx >= 0.

’ Si h est un élément de R™ tel que < u,h >=<v,h >=0on a:< h,Cz >=0.

Vh € R" <u,h>=<v,h>=0=<h,Cz >=0donc Vh € (Vect(u,v))L, < h,Cx >=0.
Rt
Ainsi Cx appartient a ((Vect(u,v)) ) .
1
Le préliminaire donne ((Vect(u, v))l) = Vect(u,v). Alors Cx appartient a Vect(u,v).

11 existe deux réels a et 3 tels que Cx = au + Bv. Ce qui donne encore x = a C~'u+ B3C 1.

Si pour tout élément h de R™, orthogonal & u et & v, Q(z) < Q(x + h) alors Cz appartient & Vect(u,v)

ou z appartient a Vect (C’*lu, C’lfu).

b) Réciproquement supposons que Cx appartient & Vect(u,v).
Soit h un élément de R™ orthogonal a u et & v. h est alors orthogonal a C'x donc < h,Cx >= 0.

Qz+h)=Q)+2 <h,Cx>+Q(h) = Q(z) + Q(h). Or Q(h) = thCh >0, donc Q(z + h) > Q(x).

’ Si Cx appartient a Vect(u,v), pour tout élément h de R™ orthogonal & u et & v: Q(x) < Q(z + h). ‘
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» Remarque Retrouvons ce résultat a I'aide de ”de la caractérisation de la projection orthogonale par min-

imisation de la norme.”.
u et v sont toujours deux vecteurs linéairement indépendants de R™.
Posons ¥(z,y) € (R”)Q, P(z,y) = txCy. 1l est aisé de montrer que 1 est un produit scalaire sur R™.

Notons N la norme associée. Vx € R", N(x) = VtzCx = \/Q(x).

Dés lors ’ raisonnons dans Pespace vectoriel euclidien (R™, ) ‘

Soit h un élément de R™. < u,h >=< h,u >= ‘hu = *hC(C~u) = ¢(h, C~tu).

De méme < v, h >=(h,C~ ).

Alors < u,h >=< v,h >= 0 si et seulement si 1)(h, C~1v) = ¢ (h,C~1v) = 0.

< u,h >=< v,h >= 0 si et seulement si h € (Vect(C_lu,C_lu))L (dans (R™,4) et nous ne le redirons
plus...)

Posons F = (Vect(C™'u, Cilu))l' Soit © un élément de R™.

Q(z) < Q(x + h) pour tout élément h de R™ tel que < u,h >=< v, h >= 0 équivaut alors a:

Q(w) = Min Q(z +h) = Min Q(x — h)0

Qz) = 1}\L/£1II?1Q(33 —h) = (N(a:))2 = l}\L/gIQ (N(z— h))2 < N(x —Ogn) = l}\L/[eiIE‘lN(x —h).

Alors notre cours nous permet de dire que Q(x) = 1}\1/11]1} Q(x — h) si et seulement si Og» est la projection
€

orthogonale de x sur F ; autrement dit si et seulement si x appartient & F+ = Vect(C~tu, C~tu).

Nous retrouvons alors: Q(z) < Q(x + h) pour tout élément h de R™ tel que < u,h >=< v,h >= 0 si et

seulement si x appartient & Vect(C~lu, C~1u). <
c)e Cx=au+fvdoncz=aC lut+pC to.

Alors < u,z >=tur = atuC u+ fuC v et < v,z >=tver = atvC  u+ SlvC .

{atuC_lu +BuC v =<u,z >

atvC lu+ BvC~ v =< v,z >

o Pour simplifier les écritures, posons r = 'uC'u, s = tuC~ v = tvC lu et t = tvC~tw.

Comme u et v sont non nuls: r = ‘uC~tu > 0 et t = 'wC v > 0.

Remarquons que I 2) d) donne: s? — 1t = (tuC_lv)2 — (*uC~'u) (*'vC~'v) < 0. Donc 7t — 5% > 0.
% (Ku,xz>—sp)

(< u, T > —sﬂ) +t68=<wv,z >.

atuC tu+ BtuC v =<u,z > ra+sf=<u,x >
<
sa+tf=<wv,z>

a
s
atvClu+ BtvC~lv =< v,z > 2
r



o =

{atuC_lu + BuC v =< u,x >

atvClu+ BtvC~ v =< v,z >

8=

1
r

2
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(<u,x> —sﬂ)

s
)B:<U,x>—r <u,r >

S
(-
r

—s <u,r>—+r <v,x >

rt — 2

atuClu+ ftuC v =< u,z >
—

atvClu+ BtvC~ v =< v,z >

1
a:(<u,a:>—s
r

rt — 2

—s <u, T > +r <v,:c>)'

—s <u,r>+r <v,xr >

atuC lu+ pftuC v =<u,z > p= rt — g2
=
atvClu+ BtvC~lv =< v,z > a_t<u,ac>—s <wv, x>
B rt — s2
t tyC~ o S 'uC v
Posons a = 5 = 5, b= 5 = 2
rt—s (tucqu) (tchv) _ (tucqv) Tt — S (tuc—lu) (%C*lv) — (tqulv)
r tvC~ 1y

et c= =

rt—s? (tqulu) (tqulu) — (tuC*lv)2.

a et b sont deux réels strictement positifs et (a < u,z > —b < v,z >,—b <wu,x > +c¢ < v,z >) est 'unique

_ . atuC u+ ftuC v =< u,z >
solution du systeme .
atvClu+ BtvC~ v =< v,z >

. atuCtu+ ptuC v =< u,z >
Le systeme
atvClu+ plvC v =< v,z >

tvC~ Ly
avec a = 5
(tqulu) (tvalv) - (tqulv)
tuC 1y

C =

(tuC—lu) (tvC—lv) - (tuC—lv)Q.

admet une solution et une seule:

(@ <u,z>-b <v,z>),(-b <u,xz>+c <v,z>))

b:

tuC~ o
et

(tuC—1u) (tvC~1v) — (fuC~1v)”

Q(x) =20z =tz(au+Bv)=a <u,z>+8 <v,x >.

Q(z) =(a <u,z>-b <v,x>) <u,x>+(=b <u,x>+c <v,z>) <0, >.

Qr) =a(<u,x>)?—2b <u,x ><v,z>+c(< v,z >)%

’Q(m) =a(<u,z>)?—-2b <u,z><v,x>+c(<v,x >)2.‘

Remarque
Dans cette remarque a, b et ¢ sont les réels définis plus haut.
atuC tu+pluClv=4§

Soit § et v deux réels. Il convient d’observer que le systeme
atvC~tu+ BloC~ o =1

et une seule: (o, 8) = (ad — by, —bd + c7).

admet une solution
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Notons encore que si I'on pose £ = aC 'u 4+ BC 1 v, alors < u,z >= atuClu + BtuC v = 6 et

<v,z>=avC u+ BvC v =1.

On est maintenant en mesure de dire que si § et v sont deux réels, il existe un élément z de Vect(C~tu, C~1v)

et un seul tel que < u,x >=9 et < v,z >= 1.
zestégal a aClu+BC lvavec:a=ad —byet f=—bd+cy.

Notons pour finir que, dans ces conditions Q(z) = a 6% — 2b5~ + c~?

PARTIE II

5) Covariance des variables aléatoires X et YV

a) Soit A un réel. VIAX +Y) = VAX) 4+ V(Y) +2cov(AX,Y) = A2V (X) + V(Y) + 2\ cov(X, Y).

[VAER, VOAX +Y) = M V(X) +2Xcov(X,Y) + V(Y). |

b) Posons VA € R, HA) =V(AX +Y) = A2V (X) + 2 cov(X,Y) + V(Y).

H est un polynéme du second degré (V(X) > 0) et VA € R, H(\) > 0 (une variance est un réel positif ou

nul).

Ainsi H ne peut avoir deux racines distinctes (dans le cas contraire H change de signe deux fois). Le

discriminant réduit de H est donc négatif ou nul.

Par conséquent (cov(X, Y))2 —V(X)V(Y) <0. Finalement :

(cov(X,Y))* < V(X) V().

- Supposons que (cov(X, Y))2 =V(X)V(Y). Alors le discriminant réduit de H est nul. Ainsi H possede

une racine réelle et une seule.

Par conséquent il existe un réel A tel que H(A) = 0. Alors V(A X +Y) = 0. Donc il existe un réel u tel que
Pon ait A X +Y = u avec la probabilité 1.

- Réciproquement supposons qu’il existe deux réels A et u tels que 'on ait A X +Y = u avec la probabilité

1.

Alors H(A\) = V(AX +Y) = 0. H admet au moins un zéro dans R ; son discriminant réduit ( cov(X, Y))2 -
V(X)V(Y) est alors positif ou nul. Or nous avons vu plus haut que (cov(X, Y))2 -V(X)V(Y)<o.

Alors (cov(X,Y))? = V(X)V(Y) = 0. Ainsi (cov(X,Y))” = V(X) V(Y).
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(cov(X, Y))2 =V(X)V(Y) si et seulement 8'il existe deux nombres réels X et p tels que AX +Y = p

avec une probabilité égale a 1.

¢) On suppose sans doute ici que V(Y) > 0.

(cov(X,Y))? < V(X)V(Y) donc —/V(X)V(Y) < cov(X,Y) < /V(X) V(Y).
Alors flgpzw <
V(X)V(Y)

-1<p<L

(cov(X, Y))2

Ty - L (v V) =VX)V(Y).

p=lou —1l<=p’=1<=

p =1 ou —1si et seulement s’il existe deux nombres réels A et u tels que A X +Y = p avec une probabilité

égale a 1.

On peut encore écrire :

p = 1lou —1 siet seulement 8’il existe deux nombres réels X et p tels que Y = M X + p avec une

probabilité égale a 1.

p =1 ou —1 siet seulement s’il existe deux nombres réels v et § tels que X = vY 4§ avec une probabilité

égale a 1.

p=1ou —1sietseulement X (resp. Y) est une fonction quasi-affine de Y (resp. X)!

6) Etude des portefeuilles dans le cas n =2

a) R=x Ry + (1 — z) Ry. La linéarité de l'espérance donne F(R) = x E(R;) + (1 — z) E(Rz). Ainsi

’E(R) :zm1+(17:17)m2.‘

V(R) =V (zR)+V((1—x) Ry)+2cov(z Ry, (1—2) Ry) = 22 V(Ry)+(1—2)? V(R2)+2x(1—2) cov(Ry, Rs).

Comme V(R;) = 0, V(R2) = 03 et cov(R1, Ry) = poy 02 on obtient :

’ V(R)=2%0? 4+ (1 —2)%03 + 22(1 — x) poy 0a. ‘

b) Ici my et mq sont distincts. m = E(R) = zmy + (1 — ) mo.
m m — Mmes m; —m

m —msa
Alorsz = —etl—-—a2=1-— = .
mip —ma mi —ma my — 1y

2 2
V:V(R):<m—m2> O;+(w> p2yg M amm
2

mip —ma mip —ma
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1
V:W (m%+m2—2mms) o3+ (m2+m?—2mym) o2 +2(—m>+mmy+mmo—mimsy) poy oz
1— M2
v 02 +02—2poy 0y m2_2m20%+mlo§fp(mlerQ)chrg m%of+mfa%f2pm1m20102.
(m1 —m2)? (m1 —mo2)? (m1 —m2)?

2 2 2 2 2 2
ms o1 +myo; —2pmqmo 0102 Mg 07 + My 05 —p(m1—|—m2)0102

V =a—2bm + cm? avec a = , b=

(m1 — mg)? (m1 — mg)?

2 2
o1 +0272p0102.

et c =

(m1 —ma)?

Notons que a, b et ¢ sont des réels indépendants de x. Ne reste plus qu’a vérifier que a et ¢ sont strictement

positifs.

Pour cela il suffit de vérifier que @’ = m3 o3 + m3os — 2pmimaoy 02 et ¢ = 0 + 02 — 2poy og sont

strictement positifs.

Cest assez clair pour ¢’ car ¢ = (01 —02)? +2(1 —p) 0102 et 01, 02, 1 — p sont des réels strictement positifs.
2

Montrons que a’ est strictement positif. Si m; = 0, ' = m3 o} est strictement positif car my # m; = 0.

Méme chose si mo = 0. Supposons maintenant m mo # 0.
2pmymg oy oo = —2|p||m1]| |ma| o1 02 —2|my||ma| o1 o9 (car —|p| > —1 et |my||ma| o1 02 > 0).
Alors a' = m3 a3 +m3 03 — 2pmima oy agmg o2 +m32 o3 — 2lm1||ma| o1 02 = (Jma| o1 — |m1| 02)? = 0.

Finalement a’ et ¢’ sont strictement positifs.

2 2 2 2 2 2
ms oy +mi o5 — 2pmq Mo 01 02 oy +05—2poy 02 3 . .
a=—2-1 172 p 5 et ¢ = — 2 p 5 sont des réels strictement positifs
(my —ms) (my —ms)

7) Matrice de variances-covariances des variables aléatoires Ry, ..., R,

a) Soit z un élément de R™ de composantes z1, g, ..., Z, dans la base canonique de R".

n
Posons, pour simplifier les écritures: V(¢,5) € [1,71]]2, cij =cov(R;, R;) et R= Z x; R;.
i=1
n

V(R) = cov(R, R) = cov (Z xR, Y xj R]). Par bilinéarité de la covariance il vient :
=1

i=1 Fi

M=

V(R)= Y

=1 j

z;x; cov(R;, R;) =

n n
=1 i=1j

n n n
— _t
TiTjCiy = Z (I’l Z Cij Ij) =‘'xCx.
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n
txCx est nul si et seulement si V (Z T; Ri) = 0; autrement dit si et seulement si il existe une constante
i=1

n
w telle que > x; R; = p avec une probabilité égale a 1.
i=1

Vo € R?, txCx > 0. tzCx est strictement positif pour tout élément = non nul de R si et seulement si il

n’existe pas de combinaison linéaire de (R, Ra, ..., R,) qui soit constante avec une probabilité 1 autre

que la combinaison linéaire dont tous les coefficients sont nuls.

8) Etude des portefeuilles efficaces dans le cas général
a) X1, T3, ..., T, sont les proportions des n actifs Ay, As, ..., A, du portefeuille. Ainsi 1 +xz2+-- -+, = 1.
m = E(R) = E(l‘l Ri+ xR+ -+, Rn) = E(Rl) + X2 E(RQ) + -4z, E(Rn)

m=x1miy+Tomeo+ -+ Ty My.

’x1+x2—|—~~-+xn:1etm1x1+m2x2—|—~~+mno:n:m.

b) Posons S = {y = (y1,92,---,Yn) ER*" |y1 +y2o+ - +yn=1let miyr + moya + -+ + mp y, = m}.

Le portefeuille considéré ici est efficace si et seulement si :

Vy: (ylvaa"'7yn) 685 v (Z l]Ri) < v (Z ysz> .
i=1

i=1
Autrement dit si et seulement si Vy € S, 'zCx < 'yCy ou Vy € S, Q(z) < Q(y).
Soit y = (y1,Y2, .- .,Yn) un élément de R™. Posons h = (hy, ho,...,h,) =y —z. y=x + h.
yeS e (r+h)+(ra+ha)+-- -+ (xp+h,) =1et my(z1+hy) +ma (2 +h2) +- - +my (T + hy) =m.
Orzi1+axo+--+ax,=let maxi +moxo+---+my,x, =m.
Par conséquent y € S<—=hy +ho+---+h, =0et my hy + maohas +---+myh, =0.

AinsiS:{x—l—h\h:(hl,hg,...,hn)ER’L,h1+h2+--~+hn:0etm1h1+m2h2+---+mnhn:0}.

Le portefeuille considéré ici est efficace si et seulement si on a Q(z) < Q(z + h) pour tout vecteur h de

R"™ de composantes hy, hs, ..., h, telles que:

hi+ho+---+h,=0et mihy + mohg+---+my, h, =0.

¢) Considérons les éléments v = (1,1,...,1) et v = (m1,ma,...,m,) de R™. wu et v sont linéairement

indépendants car, par hypothese, les espérances mi, ms, ..., m, ne sont pas toutes égales.
Notons que: S = {y e R" [< u,y >=1et <wv,y >=m}.

OuS={z+h|h=(h1,ha,...,h,) ER" <u,h >=<wv,h >=0}.



JF.C. p. 13

Ainsi le portefeuille considéré ici est efficace si et seulement si on a Q(z) < Q(z + h) pour tout vecteur h de

R™ tel que < u,h >=< v, h >= 0. Nous nous retrouvons alors dans la situation de I 4).
I 4) indique alors que le portefeuille considéré est efficace si et seulement si z appartient a Vect(C'~tu, C~1v).
N’oublions pas que < u,x >=1et < v,z >=m.

La derniére remarque de I 4) nous permet de dire qu’il existe un unique élément de Vect(C~1u, C~1v) dont

le produit scalaire avec u est 1 et le produit scalaire avec v est m.

Alors il existe un unique portefeuille efficace.
tvC~ 1ty tuC 1o
Posons a = 5, b= 5 et
(tuC’—lu) (tvC—lv) - (tuC—lv) (tuC—lu) (tvC—lv) — (tuC—lv)
tuC~lu

(tuC’*lu) (tvC’*lv) — (tuC’*lv)Q.

Rappelons que a et ¢ sont des réels strictemen positifs.

I 4) nous permet encore de dire que pour ce portefeuille efficace: 2 = a C~1u + 3C v avec a = a — bm et

B8=—-b+cm.

De plus V = Q(z) = a — 2bm + cm?.

Il existe un portefeuille efficace et un seul.

Pour ce portefeuille il existe trois réels a, b et ¢, avec a > 0 et ¢ > 0 tels que V = V(R) = a—2bm+cm?.

d) La courbe représentative de la fonction f:m — a — 2bm + c¢m? est une parabole.

Notons que cette fonction est continue et strictement décroissante (resp. croissante) sur | — oo, b/c] (resp.

[b/c, +o0[). Notons également que : 1_i>r£1 flim) = l_lg_l f(m) = 4o0.
Alors f définie une bijection de | — 0o, b/¢] (resp. [b/c, +o0]) sur [f (b/c), +o0l.

Tout élément V de [f (b/c), 400 possede par f deux antécédents; 'un m; dans | — oo, b/c] et Pautre mqy
dans [b/c, +00]).
On veut donc bien croire que l'investisseur soucieux du rendement maximum sera plus intéressé par ms que

par m; pour un risque identique.

Seuls les portefeuilles dont ’espérance m et la variance V' appartiennent a la portion de la courbe représen-

tative de f telle que m > b/c sont intéressants pour les investisseurs.




