ECG2 Approfondies

CORRECTION HEC/ESSEC
Année 2022/2023

ﬁ Probléme :
| Densités, intégrales impropres, séries, bilinéaire, suites, fonctions & plusieurs variables, python

1) a) Notons f une densité de X et considérons n un entier naturel. Comme ¢ — t"f(t) est
continue sur Uintervalle X (2) = [0, 1], on sait que E(X™) existe. On a alors :

1 1 gt 1 1
F(X™) :/O t”f(t)dt:/o (i — -
0

n—+1

Le moment d’ordre n de X est .
n—+1

b) Soit g une densité de X et n un entier naturel, on sait que X admet un moment d’ordre n
si et seulement si,

+o00
/ t"g(t)dt converge absolument.

J =00

+oo
Comme g est nulle sur R_ * et positive sur R, il suffit de prouver que / t" e Mdt
converge. 0

Soit A > 0, considérons le changement de variable affine v = At, on a alors :

A AA n A
ny ,—At _ ﬁ —udu _ 1 / n_—u
/0 t" e dt—/\/o (/\) e N ow A ue "du.

AA 400
De plus, on sait que lim ue " du = / u"e “du =T(n+ 1) =n!. On en déduit
0

A—+o00 Jo
+oo n!
alors que / t"g(t)dt converge et vaut -
0
n!
X admet un moment d’ordre n pour tout entier naturel n qui vaut e

2) Remarquons que les deux matrices H,, et G, sont symétrique.

Up Ul U2 Uy U2 U3
Hz = U1 U U3 et G = Ug U3 Ug
U2 U3 Ug uz U4 Us

3) ‘W H,W est la forme quadratique associée & la matrice H, en W, donc on sait que :

n n
WH,W =>"Y " aioj(Hp)ij
i=1j=1
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Or, d’apres I'énoncé on a : (Hy)i; = uitj—2 pour tout (,j) € [1,n]. On obtient bien :

n o n
tWHnW = Z Z QO UG5 —2-
i=1j=1

Comme X est une solution du probleme de Stieltjes, d’apres ’énoncé on sait que X admet des
moments de tout ordre et que E(X"™) = u, pour tout entier naturel n. Des lors, le résultat
précédent nous permet d’écrire :

aiaj[E(X”j_Q)

I
NE

s
Il
—
<.
Il
—_

‘WH,W

too
tHI=2 £ (t)dt

s
Il

—
<
Il

-

I
NE

2

L
S~

it I f(t)dt (par linéarité des intégrales convergentes)

M=
.M:

|
c\
&

1

s
Il
-

<
Il

n
aiti_1> Zajtj_l f&)dt (cari et j ne dépendent pas l'un de l'autre)
1 j=1

<.
Il

M=

Il |
c\ c\
+ +
8 8
M- I I-
3

2
a,;ti_1> f(t)dt

1

<.
Il

On obtient bien :

W H, W — /O T P2 f ()t

4) Comme H, est une matrice symétrique on sait que son spectre est non vide, considérons alors
A une valeur propre quelconque de H, et notons W un vecteur propre associé a cette valeur
propre.

TWH,W = TWAW = X 'WW = \|W|?. Cette égalité combinée avec celle de la question
précédente, nous permet d’écrire (car W # 0 et en utilisant le fait qu’une norme est définie
positive) :

A= |W1H JAE e

Comme f est une densité, c’est une fonction positive sur R, ainsi, z — (P(z))%f(x) est a valeurs
dans RT. Comme les bornes de 'intégrale sont dans le sens croissant et que I'intégrale converge,
on sait par positivité de l'intégrale que :

+o0
| P@)s@d = 0

Comme ||[W|? > 0, on obtient : A > 0.

Ceci étant vrai pour toutes les valeurs propres de H,, :

Les valeurs propres de H,, sont positives.
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5) Il suffit de reprendre le méme raisonnement que celui de la question 3. en considérant la fonction
(qui n’est pas un polyndme cette fois ) définie par :

Ve e Ry, Q(z) =Y aa' 3
i=1
+oo
et on obtient : ‘WG, W = / (Q(x))2f(x)dz.
0

Le raisonnement de la question 4 est alors valable en partant de cette égalité et on a bien :

’Les valeurs propres de G,, sont positives.

< Remarque
La convergence de l'intégrale avec () n’est pas un probléme car X admet des moments de
tout ordre et nous ne faisons que réécrire la fonction a l'intérieur de I'intégrale en partant
d’une intégrale convergente par linéarité des intégrales convergentes.

U U
6) Considérons la matrice Gy = . On sait que A est une valeur propre de Go si et
Uz U3

seulement si det(G2 — Al2) = 0. On obtient alors :

1 1
(ul—)\)(U3—)\)—uQ2:O<:><2—)\) (w3~ 2~ 5 =0
1 U 1
R % - _
<~ A (2+u3))\+2 9 0.

D’apres la question 5 on sait que les valeurs propres de G2 sont toutes positives donc le dis-
criminant du trindme précédent (noté A) est positif. S’il vaut zéro alors Gy posséde une unique
valeur propre mais comme c’est une matrice symétrique elle est diagonalisable et donc semblable
a une matrice scalaire de la forme Als, ce qui est impossible car sinon G serait la matrice Als.
On en déduit que A > 0.

us

1 2 1
A= ( +u3) —4x < — 9) . Ainsi, on sait que :

2 2
%—i—u;g—\/g

1
5 >0:>§+u3>\/Z

En appliquant la fonction z — /Z qui est croissante sur R™, on obtient :
ug 1
0>—-A4——-=
(3-3)

us 1
>
2 9

Nécessairement on a :
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< Remarque

| Nous avons fait mieux que le résultat demandé, en effet on pouvait se contenter de justifier
que A > 0 pour répondre a la question.

7) a) Posons h(t) = t"e™* pour t € RT. La fonction h est dérivable sur Rt par somme et produit
de fonctions dérivables sur R™ et on a pour t € R™ :

K(t) = e (nt" ! — 0t~ 1) = ¢ Let (n — 017).

On remarque alors que h/(t) est positive si et seulement si, n — 8% > 0 si et seulement si,

1/6 1/6 n/0
t < (Z) . La fonction h est donc majorée par h ((Z) ) = (Z) e/,

n/6
Vt € RT, tne—t’ < <Z> e /0.

: « , —0/n —0 oo n -
b) Soit n € N*, u, /" = E(X™)~0/" = / t" f(t)dt :
0

D’aprés la question précédente on a pour tout t € RT :

8 0 0
> ZelCm,
n

+o00
ouC = / f(t)e?dt car Pénoncé nous donne la convergence de cette intégrale.
0

Pour justifier (x) il suffit simplement de remarquer que les deux intégrales sont convergentes
(la premiére car X admet un moment d’ordre n et la deuxiéme comme combinaison linéaire
de celle de I’énoncé) puis d’appliquer la croissance de 'intégrale avec les bornes dans le sens

croissant.
0

_e 0, e 1 - .y
Comme C™n ~ 1, ona: —e!C™n ~ = xfe', et comme la série de terme général
+00 n +oo N
=~ x fe! diverge par combinaison linéaire d’une série de Riemann divergente, on en déduit
n . N 92 . 7 . N . . . . \ .
par critere d’équivalence des séries & termes positifs, puis par critere de comparaison des
séries a termes positifs :

_8
Z un ™ diverge.

8) Voici le programme :
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1| import numpy as np

2| import numpy.linalg as al

3| def teststieltjes (U)

4 N = len(U) - 1

5 m=1+N// 2

6 H = np.zeros((m,m))

7 for n in range(1,m+1)

8 for i in range(O,m)

9 H[i,n-1] = U[i+n-1]
10 H[n-1,i] = H[i+n-1]
11 valp = al.eigvalsh(H)

12 for k in range(0,len(valp))
13 if valp[k] < 0 :

14 return 0

15 return 1

9) Comme t — t"e !sin(t) est continue sur [0, +o0| il y a une impropreté en +oo. Soit alors ¢ > 0,

0 0 < [the~tsin(t)| < t"e ! et [t"e "t cos(t)| < t"e! car les fonctions sinus et cosinus sont bornées
par —1 et 1.

—+o00
o / t"e'dt converge et vaut n! (c’est la fonction Gamma)
0

Donc par critere de comparaison des intégrales a fonctions positives, on en déduit en utilisant le
fait que la convergence absolue implique la convergence :

+o0o +oo
/ t"e 'sin(t)dt et / t"e " cos(t)dt existent.
0 0

) u(t) =sin(t) o' (t) = cos(t)
Soit A . Posons
10) tA>0. P {U/(t) _ ot o(t) = —e~t

Comme u et v sont de classe C'! sur [0, A], une intégration par parties donne :

A
/ e sm( )dt = [— sin(t) e_t —i—/ cos = —sin(A +/ cos
0

Une seconde intégration par parties (en respectant le méme ordre que celui de la premiere) donne
alors :

A

/A e~"sin(t)dt = —sin(A)e™ + {— cos(t)e_t}
0 0

A
— / sin(t)e'dt
0
A
— 1 — (sin(A) + cos(A))e A — /0 sin(t)e"dt.

Un théoréme d’encadrement permet de montrer directement que AlirJrrl (cos(A)+sin(A))e™4 =0,
—+00

puis en utilisant la question précédente on sait que Sy existe, donc en faisant tendre A vers +oo
dans 1’égalité que nous venons d’établir, on a :

So=1- 5.

1
5025.
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&Attention !

Le "On admet que Ty = Sp" arrive apres avoir calculé la valeur de Sy on ne pouvait

donc pas s’en servir! Si tel était le cas, le sujet aurait plutot dit "On pourra utiliser sans
démonstration Sg = Tp".

11) Réécrivons S,4+1 & l'aide d’une intégration par parties en considérant A > 0 et en posant :

{u(t) =t"et W/ (t) = (n+ Dtmet — et
V'(t) =sin(t) v(t) = — cos(t)

Comme u et v sont de classe C* sur [0, A], on obtient :

A A
/ t" et sin(t)dt = {—t”“e*t cos(t)}o + / (n+ Dt"e " — " le™) cos(t)dt
0 0

A A
= —A"e A cos(A) + (n+1) / t"e~t cos(t)dt — / t" et cos(t)dt.
0 0

Pour les mémes raisons que celles évoquées a la question précédente, en faisant tendre A vers
400, on obtient :

Spn+1 =0+ (n+ 1T, — Tyyq.

‘ SnJrl + Tn+1 == (TL + 1)Tn ‘

Un argument identique en partant de 7,41 donne :

‘Sn+1 = Tn+1 = (n aF I)Sn ‘

12) Soit n € N,

1 1 1 S 1 Sn+ T,
(TL+1)MVn:n+ y n :n+ n n
2 {11 Ty 2

—Sp + 1,

D’apres les deux égalités de la question précédentes on remarque en faisant (3)+ (4) et (3) — (4),

{2sn+1 = (n+1)(Sp +Tp)
2Tp1 = (n+1)(T, — Sy)

1[2S
On aalors: (n+1)MV,, = = ntl

2Tn+1

¥n €N, Vo1 = (n+1)MV,.|

13) Récurrence immédiate.
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14) Apres calculs on obtient :

1
M? = et M* = —11

1

4\ 1
_1\"

D’aprés la question précédente et comme M43 = (M4)" M3 = (4) M3, on a:

(dn+3)(-1)" (-1 1 1/2 (4n +3)(=1)" [ O
Vin4s = g - gt
-1 -1/ \1/2 -1

De plus, par définition : Syp+3 = (Vants)1, donce :

‘Vn €N, S4n+3 = 0.‘

15) La fonction ¢ ~ t* est strictement croissante et de classe C! sur R* & valeurs dans R*, donc le
changement de variable z = t* est licite. Posons A > 0, on obtient alors :

A Al/4 Al/4
/ x"g(z)dr = / ting(thatddt = 4/ A3~ sin(t)dt.
0 0 0

+oo
Comme / 43¢t sin(t)dt converge et vaut 0 (c’est Syni3), on en déduit en faisant tendre
0

A vers +o0o que :

+o00
/ 2" g(z)dx converge et vaut 0.
0

16) (difficile) Déterminons deux fonctions g; et go positives, continues et distinctes sur RT tel que :
Vo € RT, g(z) = g1(z) — g2().

Remarquons alors que sin(z/4) > 0 si et seulement si 2'/4 € [2k, (2k+1)7] pour k € N. Notons

alors I = |J [(2km)*, ((2k + 1)7)*] et posons les deux fonctions :
keN

sin+($):{Sin(x) sizel _{O sixel'

) et sin”(z) = _ _
0 sinon. —sin(z)  sinon.

On a alors : Vo € R", g(z) = et/ (sin+(x1/4) — sin_(m1/4)).

zt/

On pose alors : Vo € R, g1(z) = e~/ sint (z1/4) et go(x) = e*"" sin(x1/4). Vérifions que

ces deux fonctions répondent bien a la question :
e Par construction on a bien pour tout x de R", g(x) = g1(z) — g2(x) avec g1 # go.
e Toujours par construction g; et go sont deux fonctions positives sur RT.

e La continuité des deux fonctions est évidente sur R sauf en (km)* pour k € N. Or, g1 (k7) =
e *sin(kr) = 0 = lirzl gi1(x). En faisant le méme raisonnement pour gz, on a bien deux
T—KT

fonctions continues sur R+.

x! 21/t _
+oo
o(1/z?%), donc par critéres de comparaisons des intégrales & fonctions positives, on peut conclure
que :

_pl/a . , . _
e Enfin, pour x > 0, z"¢g1(z) < a"e et par croissance comparée on sait que z"e

+o0
/ 2" g1 (z)dx converge.
0
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+o0
I en est de méme pour / x"go(z)dx.
0

Les deux fonctions g1 et go vérifient bien les hypotheses de la question, de plus, en utilisant la
question précédente, on a :

0= [ s ar(o) — goas = [

convergentes. Finalement, on obtient :

+o0o +oo
x"g1(z)dx — / x"go(z)dx par linéarité des intégrales
0

+oo +00
/ x"g1 (z)dx = / 2" go(x)dx avec g1, go positives, continues et distinctes sur R*.
0 0

+oo “+o0o
17) Notons C), la valeur commune des deux intégrales / x"g1(x)dx et / x"go(x)dx. Posons
0 0

alors pour tout x € R :

1 . 1 .
filz) = {Cogl(l‘) siz>0 et folz) = {Cogg(x) siz>0

0 sinon. 0 sinon.

Il est immédiat de vérifier que ces deux fonctions définissent des densités de probabilité, et par
la question précédente on sait que les variables aléatoires correspondantes notées respectivement
X1 et Xo admettent des moments de tout ordre. De plus, on a :

E(X}) = E(X5) = Ch.

’Le probléme M*(J) n’admet pas toujours une unique solution.

1
18) Soit n € N, u, = / t"f(t)dt. On sait que f est une densité donc elle est positive, ainsi :
0
vVt € [0,1], t"f(t) > 0. Comme t > t" f(t) est continue sur [0, 1] avec 0 < 1, par positivité de
Iintégrale : u, > 0.

Si u, = 0, alors la strict positivité de I'intégrale nous dit que : V¢t € [0,1], t"f(t) = 0. On en
déduit que pour t €]0, 1], f(t) = 0. Ce qui est absurde puisque X (2) = [0, 1]. Finalement:

‘VnED\l,un>0.‘

19) Soit (i,7) € N2,

j , j .
[ Iy D
= /1 (z]:(—l)k <j>tk) tf(t)dt (par linéarité)
0 \x=0 K
= /1(1 — )Yt f(t)dt.
0

De plus, comme : V¢ €]0,1[, (1 — )7t f(t) > 0 et t — (1 — t)7t' f(t) est continue sur [0, 1], par
strict positivité de 'intégrale on a :

/01(1 — )7t f(t)dt > 0.
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zj:(—l)k (i) Uirk > 0.

20) e Considérons i = 1 et j = 2 dans l'inégalité précédente, on obtient :

1
u1—2uz+U3>0<:>u3>6.

e En considérant ¢ = 2 et 5 = 1, on montre de méme que uz < 3

I

| =

Ll =
| — |

U3€}

1 1
21) Soit @ >0, n > 1, % = — [ "f(t)dt.
ne n% Jo
De plus, f est continue sur le segment [0,1], il existe M > 0 tel que : V¢t € [0,1], f(t) < M.
Donc, par positivité de 'intégrale :

Mo
n+l1~ n’

1 1
/ " F(6)dt < M/ e <
0 0

On obtient alors : 0 < — < est une combinaison

ne — na—f—l : na—}—l
linéaire d’une série de Riemann convergente (car o + 1 > 1), on peut conclure par critere de
comparaison des séries a termes positifs :

Comme la série de terme général

2.4 2. 2 Un,
La série de terme général — converge.
n

De méme comme ¢ — f(t) est continue sur le segment [0, 1] il existe une constante positive m
telle que : Vt € [0,1], t" f(t) > mt™. La positivité de I'intégrale nous permet alors d’obtenir :
m m m m . f m. ..
Uy > , comme ~ — avec — > 0, et que la série de terme général — diverge
n+1 n+1 n n n
(combinaison linéaire de la série harmonique), on peut conclure par critéres que la série de terme

général u, diverge.

‘Le résultat n’est plus valable pour o = 0.

° k(0 o, (0
22) Ano=> (-1) ;s Unsr = (—1)7 x o] X un

k=0

23) Soit n € N et j € [0,n],

j . j .
J J
Apj—Apgry = Z(—l)k <k> Un+k—j — Z(_l)k (k:) Un+k+1—j

k=0 k=0
i . i1 .
— ’ (_1)k J u L ]Z:(_l)l—l J u )
- k 77/+k;_.7 l o 1 n+l_]
k=0 =1
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Jj+1 j +_1
—’2: Un+k—j

[Anti41 = Ang = Bt |

24) Voici le programme :

1| import numpy as np

2| def testhausdorff (U)

3 N = len(U) -1

4 Delta = np.zeros ((N+1,N+1))
5 info = -1

6 for k in range (0,N+1)

7 Deltal[k,0] = U[k]

8

if ((Deltal[k,0] <= 0) and (info == -1))
9 info = k
10 for j in range(1l,k+1)
11 Deltalk,j] = Deltalk-1,j-1] - Deltalk,j-1]
12 if ((Deltalk,j] <= 0) and (info == -1))
13 info = k
14 return (info , Delta)

25) La fonction test3(), applique testhausdorff (U) avec U un vecteur qui admet comme coordon-
nées les moments de la loi uniforme sur [0, 1]. Or, on sait que la loi uniforme admet des solutions
au probleme de Hausdorff, donc on aura V[0]=-1.

En remplacant alors le 4éme coefficient de la colonne 1 de V' on obtient une matrice pour W de
la forme :

(f1,o0,...,01,11/2,1/2,0,...,01,[1/3,1/6,1/3,0,...,0]1,[0.16,0.173,-0.06,...],

’Les valeurs de V[0] et W[0] sont respectivement —1 et 3. ‘

26) h est de classe C'! sur [0, 1] comme somme de deux fonctions C! (en effet, f et fo sont supposées
de classe C! sur [0, 1]). Ainsi, |1/| est continue sur le segment [0, 1] (comme composition de telles
fonctions) elle admet donc un majorant noté K qui est dans RT. L’inégalité des accroissements
finis (*) nous permet alors de conclure directement au résultat.

V(@,y) € [0,1]% |h(z) — h(y)| < K|z —y|.

(¥) Comme h est de classe C! sur [0,1] elle est en particulier continue sur [0, 1] et dérivable sur
10, 1].
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27) a) (difficile mais classique de parisienne) Remarquons d’abord que Z,,(€2) = {; | 7 € o, n]]} C

[0,1]. Comme Z,, prend un nombre fini de valeurs, toutes les espérances de cette question
existent.

De plus, comme z est fixé dans [0,1], on sait que h(x) n’est pas aléatoire donc h(z) =
E(h(x)). On peut alors écrire par linéarité de 'espérance :

() = E(h(Zn))| = [E(h(z) — h(Zn))]-

Notons maintenant ¢, (z) = h(z) — h(z) avec z € [0,1], on remarque par le théoréme de
transfert :

E(h(z) — h(Zn)) = Elpa(Zn)) = D, (W(x) — h(y)P(Zy = y).
YEZn ()

Ainsi, en utilisant 'inégalité triangulaire, on a :

[E(h(z) = M(Z ) < Y h(@) = h(y)|P(Zn = y).

YEZn(2)

Mais comme pour tout y € Z,(Q), y € [0,1], en sommant dans I'inégalité de la question
précédente, on obtient :

ST @) - h@)IP(Zn=y) <K > |z —ylP(Z, =)

YEZn () yEZn(Q)

En utilisant la transitivité dans les inégalités précédentes et par le théoreme de transfert
nous avons alors :

[h(x) = E(h(Zn))| < KE(|2 — Znl).

La parité de la fonction valeur absolue, nous permet de conclure :

|1h(z) — E(h(Z0))| < KE(|Z, — ). |

b) Onsait queE(|Z,—zl)= Y ly—alP(Za=y)= > |y—al\/P(Zu=1)\/P(Z.=y).
YEZn () yEZn(
Donc, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

S ly-alPZ=yPZi=p)< | S ly-alPPZi=y) | Y PZ.=vy)
Q)

yeZn( ?JEZn(Q) yGZn(Q)

Z ly — z|?P(Z, = y) \/[E Zy — ) par le théoréme de transfert
YEZn ()

Z P(Z,=y) = Vi=1 car la somme des probabilités sur le support vaut 1
YE€EZn(82)
En regroupant alors tous les résultats de cette question et en utilisant I'inégalité de la
question précédente, on obtient bien :

|h(z) — E(h(Zn))| < KVE((Zn — 2)%).
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-\@'-Rappel
Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soient (21, ...,2y,) et (y1,...yn) dans (RT)™ alors :

n n n
Z Y < J Z%Q\I Z yi2.
i=1 i=1 i=1

28) Soient x € [0,1] et n € N*. Considérons pour cette question Y;, qui suit une loi binomiale de
parametre n et . On a bien que Y, est une variable aléatoire discrete qui prend ses valeurs dans
[0,7n]. On peut donc lui appliquer I'inégalité de la question 27. Or, on a :

E(h(Zy)) = E (h (?)) _ k}ijoh (fL[P(Yn _ k:)) = hn(2).

Donc 'inégalité de la question 27. nous donne :
|h(x) = hn(@)] < K\JE((Zn — 7)?).

1
De plus, E((Z, —z)?) = —E((Yn — nz)?). Or, par linéarité de I’espérance on sait que la variable

aléatoire Y,, — nx est centrée (car E(Y},) = nz) donc par la formule de Koenig-Huygens :
E((Y, — nz)?) = V(Y, — nz) = V(Y,) = nz(l — )

z(1—x)

On en déduit alors : E((Z, — 2)?) = -

. Finalement,

(e z(1— )
|h(2) = ha( )lSKi\/ﬁ :

1
Il est facile de remarquer : Vz € [0, 1], z(1 —2) < — (identité remarquable ou étude de fonction).

Donc, on peut améliorer 'inégalité précédente pour obtenir :

K

(@) — hn(2)] < o/

29) Comme le précise 1’énoncé on sait que h,, est une fonction polynoémiale, on peut alors écrire :
n
7 k
hp(x) = Z agz”.
k=0

Par continuité sur [0,1] de la fonction  — hy, (2)h(z), on peut considérer son intégrale et obtenir
par linéarité :
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i (ECxt) — E(xX)

Comme X et X5 sont deux solutions du méme probléeme des moments, on sait que pour tout
k€ N, E(XF) = E(X%). Finalement, on obtient bien :

30)

1 N 1,
= / (h(z) = hyp(x))h(z)dx + / hn(z)h(x)dx (par linéarité)
0 0

= / (h(x) — hp(2))h(z)da (par la question précédente)

Or, par positivité de I'intégrale et ce que nous venons d’établir :
1 1

/ h%(z)dx = / h%(z)dx| =
0 0

Donc, par 'inégalité triangulaire et le résultat de la question 28. on obtient :

/h2 dx</ Ih(2) — o (2)|| (2 \dx</ 2f|h 2)|da

On peut alors conclure :
/ h2(z dx<—/ Vi)
31) Comme : Vx € [0,1], h%(z) > 0, la positivité de l'intégrale et la question précédente nous

permettent de dire que :
0</ h2(x dx<—/ \h(2)|d.

En faisant tendre n vers +oo, un théoreme d’encadrement nous donne alors :

/01 h%(z)dz = 0.

Par stricte positivité de I'intégrale, on sait alors que la fonction h? est nulle sur [0, 1], puis h est
nulle sur [0, 1]. Comme h = fy — fi, on obtient :

A

(@) = (o)

f1=fo.

Comme f] et f2 sont deux densités de deux solutions du probléme des moments avec J = [0, 1],
on peut conclure :

Il y a unicité de la solution au probléme de Hausdorff pour les densités de classe C! sur [0, 1].
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32) La fonction exponentielle est convexe sur R, sa courbe représentative est donc au dessus de sa
tangente au point d’abscisse 0 qui admet pour équation y = 1 x (z —0)+1 = x+ 1, on en déduit

que

:Vx €R, 1+x < e€*, puis :

Vee[-1,1,0<e* —1—x.
| |

On sait alors que Va € [—1,1], e — 1 —x = |e* — 1 —z|. De plus, comme la fonction exponentielle
est de classe C? sur l'intervalle I d’extrémités 0 et z, avec exp” =exp, on sait que :

vt €1, |exp”(t)] < el

La formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 1 donne alors :

—0)2
le? —e¥ —eO(z —0)| < (562')61.

1

e
On pose alors C' = 5 et on obtient bien :

33) a)

Vz e [-1,1], e -1 -z < Cz

Soit (a1,as) € R2, pour montrer que R; admet une dérivée partielle par rapport a sa
premiere variable en (a1, a2) qui vaut Rgy1(a1,az), il suffit de montrer que :

- Ri(a1 + h,a2) — Ry(a1,az)

}111%() Y = Rpt1(ar, az).
R h — R
Notons Rpa,.a, h — ‘ k(a1 + ,@2 klar,a2) Risr(ar,as)|.

1
Rk,al,aQ,h = ’flL </ tke(a1+h)t+a2t2 _ tkea1t+a2t2dt - htk+lea1t+a2t2dt>’
0
Lok atrant? (e
|h|/ ’t etttz (e -1- th) ’ dt  (inégalité triangulaire)
0

1 1k: t t2 | th
|h|/tea1+a2 ’e —1—th‘dt
0

IN

1 1
|h|/ themttat® o2 p2 gy (par 32.)
0

< |n|C.

1
Y A 2
ou C :/ tht2emttast® gy
0

Comme une valeur absolue est toujours positive et que %ir% \h|é’ = 0, on sait par théoreme
ﬁ

)—0

On en déduit alors (car toutes les intégrales existent par continuité des fonctions intégrées
sur [0,1]) que la limite quand h tend vers 0 du taux d’accroissement est finie et vaut
Ry11(aq,az2). Ainsi, Ry admet une dérivée partielle par rapport a sa lére variable et :

d’encadrement que :

lim (‘ Ri(a1 + h,a2) — Ry(a1,a2)

B0 h ~ Bierilar, oz)

’ O1Rk(a1,a2) = Rk+1(a1,a2)-‘

C.Leriche
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b) Comme Ry est strictement positive par stricte positivité de U'intégrale, on en déduit que
F;. admet une dérivée partielle par rapport a sa premiere et sa deuxiéme variable comme
quotient bien défini de fonction a deux variables qui ont des dérivées partielles d’ordre 1.

Soit alors (a1, as) € R?,

O1Ry(a1,a2) x Ro(ay,a2) — Ri(ai,a2) x 01Ro(a1, as)
(Ro(a1,az2))?

_ Rpyqi(a1,a2)Ro(ar, a2) — Ry(a, az)Ri(a1, az)

a (Ro(a1,a2))?

_ Riti(ar,a2)  Ra(ar,a2)  Rg(ar,az)

"~ Ro(a1,a2) Ro(ai,a2)  Ro(ar,az)

= Fk+1(a1,a2) — Fl(al,ag) X Fk(al,ag)

01 Fy(a1,a2) =

On obtient bien :

|01F), = Fr1 — FiF1. |

De méme, par rapport a la deuxiéme variable en utilisant le résultat admis a la question
précédente on obtient :

82Rk(a1, a2) X Ro(al,GQ) —3 Rk(al, ag) X 82R0(a1,a2)
(Ro(a1,a2))?

_ Rpyo(a1,a2)Ro(ar, a2) — Ry (a1, az)Ra (a1, az)

a (Ro(a1,a2))?

_ Reya(ar,az)  Ro(ar,a2)  Ri(ar,a2)

"~ Ro(a1,a2) Ro(ai,a2)  Ro(ay,az)

= Fk+2(a1,ag) = Fg(al, ag) X Fk(al, ag)

02 Fy(a1,a2) =

|02F), = Fryo — FiFb.|

c) Pour alléger les notations nous noterons dans cette question 7' = eamrttaxt® of nous écrirons
F; a la place de Fj(a1,a2) (cette quantité de dépend pas de t!).
Comme la fonction t + (t! — F;)(t* — Fy)e® est continue sur [0, 1], son intégrale sur [0, 1]
est bien définie et on a :

1 sl 1 /. ‘R R; R; R
/W—EWVJ@Jﬁ:/nG%J—ﬂkJ—ﬁJ+%ﬁw
0 0 Ry Ry Ry

Ro Ry Ry
1 Ry, R; R; Ry, )
= (Rppi— R, — YR, 4 kg
Ry < T Ry Ry k+R0R0 0

R ReR BB BB

Ry RyRy RoRy RoRp
— Fpi — FuF

Donc, d’apres le résultat de la question précédente on obtient bien :

0;Fi(a1,a2) =

1 1,
Ro(al@)/o (t" = Fi(al,az))(tk — Fi(a1, az))ea1t+a2t2dt.
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34) a) Comme Ry est strictement positive sur R?, par composition bien définie d'une fonction &
deux variables qui admet des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 et de la fonction In, puis par
somme : G admet des dérivées partielles d’ordres 1 et 2. Soit (a1,as) € R?,

01G(a1,a2) = m —uy = Fi(a1,a2) — uy.
02G(a1,az) = m —ug = Fy(ay,a2) — us.
971G (a1, a2) = 01 Fi(a1, az).
93 ,G(a1, a2) = 01 Fa(ay, az).
951G(a1,a2) = BaFy(a1,az).
9% 5G (a1, a2) = 01 Fa(a1, az).

La question 33.(b) nous permet de remarquer que 8%7261 = 82271G. On obtient alors :

O1Fi(ar,az2) 01F>(a1,az)
O1Fy(ar,az) 02F5(ar,az)

VQG(al, CLQ) =

b) Reprenons les notations de la question 33.c et ajoutons les suivantes :
a=t—Fetb=t>—F

On sait que 'vV2G (a1, a2)v = 01 F1v? + 02 F2 + 2010201 F» (on peut le vérifier & la main ou
simplement observer que c’est une forme quadratique).
La question 33.(c) nous donne alors (a I’aide de la linéarité des intégrales définies) :

1 /1L 1 /1
V3G (ay, az)v = —/ el (v%a2 + 0362 + 2vlv2ab) dt = —/ eT(av1 + bv2)2dt.
Ry Jo Ry Jo

La fonction a l'intérieur de l'intégrale étant positive et non nulle car v # 0 (sauf éventuelle-
ment en un nombre fini de points ), la stricte positivité de 'intégrale nous permet de dire
que :

twV2G (a1, a2)v > 0.

c) Comme V2G(a1,az) est une matrice symétrique & coefficients réels, elle admet des valeurs
propres. Notons alors A une valeur propre de cette matrice et v un vecteur propre qui lui
est, associé.

twV2G (a1, a2)v = 'wdv = Al|v||?. En utilisant le résultat de la question précédente on a :

Alv]|? > 0.

Mais comme v # 0, ||v||? > 0, ainsi A > 0. Ceci étant vrai pour toutes les valeurs propres :

Les valeurs propres de V2G (a1, az) sont strictement positives.

d) Comme R? est un ouvert (z,y) est un point critique de G ssi VG(x,y) = (0,0).

VG(z,y) = (0,0) = {§i§i§§ - Z; o
— {Fl(way) =u
Fy(x,y) = uz

C.Leriche 16 www.mathsecg.fr



ECG2 Approfondies

Comme X est solution du probléeme des moments sur [0,1], on sait que u; = E(X) et
U9 = [E(X2).

. 1 - 1 1 ; 2d
Or, pour i € [1,2], E(X") = / t'f(t)dt = 7/ tremttazt™dt — (a1 ay).

0 Ry(a1,a2).Jo

Donc, uy = Fi(a1,a2) et ug = Fa(aq,a2).
Ainsi, il est clair que (a1, a2) est un point critique de G. De plus, par la question 34.(c)
on sait que les valeurs propres de la matrice hessienne de G en (a1, ag) sont strictements
positives. On peut donc conclure que :

‘G admet un minimum local en (ai, az). ‘

&Attention !

| Dans cette question a; et as sont fixés et la fonction f dépend de ces deux réels!
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