ECS2 - Lycée La Bruyére, Versailles
version du dimanche 29 juillet 2018 18:17

ESSEC 2018

Eléments de correction

Remarque. On s’éloignera parfois un peu des notations de I’énoncé, qui ne sont pas toujours les plus
cohérentes pour permettre d’exposer clairement son raisonnement.

Premiere partie

1. Soient x € [—r, r] etk € N.Pourtoutn € IN,0 < n*|a,||x|" < n*|a,| r", ce qui entraine la convergence
de la série Y n*|a,||x|" par comparaison a la série Y, n*|a,| r", convergente puisque (a,), € A(r)
par hypothese.

En particulier, pour 0 < x = r’ < r, le résultat établi ci-dessus montre que (a,), € A(r), et le
raisonnement dans son ensemble justifie 'inclusion A(r) C A(r).

2. Soient deux réels r et 1’ tels que 0 < r’ < r. Etant donnée une suite (a,),, 'inégalité de la question 1.
écrite pour k = 0 et x = r’ € [—r, r] met en évidence que la convergence de (a,r"), vers 0 entraine par
encadrement celle de (a,r'"), vers 0, ce qui justifie la premiére inclusion B(r) C B(r').

Enfin, puisque la convergence de la série > n* |a,| r" pour k = 0 entraine la convergence de son terme
général vers 0, on a 'inclusion A(r) C B(r).

3. Soit r > 0. La suite nulle appartient bien stir & A(r). Etant données deux suites (a,),, (b,), € A(r) et
un réel A, onapour k € IN:

Vne N, 0<n"|\a,+ byl r" < |\ nf|a,| r* + n* b, r",

de sorte que lasérie > n* |\a, + by| r" converge par comparaison aux séries convergentes y_, n*|a,| r"
et > |by| r":la suite A(a,), + (b,), appartient donc & A(r). Ainsi A(r) est-il un sous-espace vectoriel
de RN,

Remarque. On peut également remarquer, pour la suite, que 'ensemble B(r) (qui est aussi un sous-
espace vectoriel de RIN) est stable par I'opérateur de décalage (a,), — (@ni1)n : si (a,r"), converge

anp1r"

+1
vers 0, alors a,. 1" = tend vers 0 lorsque n — oc.

4. a. Pour ke N,ona:

Vne NN,

— 0<1,
n+1 nooo

S ()

n

si bien qu’il existe un rang n, (dépendant de k) tel que pour tout n > ny, “JTIIE;C) < 1 puis, par
récurrence immédiate :
uﬂo(k)
\V/n > n, 0 < un(k) < on—ny ’

d’oti 'on déduit par encadrement que u,(k) = n?nfa,r" tend vers 0 lorsque n — oo. Il en ressort que

0 < nfla,| r* = o(;) lorsque n — oo, et donc que la série ), n* |a,| r" converge par comparaison

a la série de Riemann convergente ), . La suite v appartient donc a A(r).

b. Etant donnés deux réels \, r > 0, la suite 3(\) appartient a B(r) si, et seulement si, la suite géomé-
trique (A\"r"), converge vers 0 c’est-a-dire si, et seulement si, |A\r| < 1 ou encore 0 < r < .
Lorsque 0 < r < 1, la suite (n***A"r"),, converge vers 0 pour tout k € IN par croissances comparées,
et 'on en déduit comme en a. que la série Y, n*A\"r" converge : la suite 3(\) appartient alors a A(r).
Pour r > { en revanche, la série ) A\"r" est grossierement divergente et la suite 3(\) n’appartient

pas a A(r). En conclusion, la suite 3(\) appartient & A(r) si, et seulement si, 0 < r < 1.

5. Soit r € ]0, o[. Pour k € IN,
0 < n*la,| r" = |a,| 0" nk(z)n = o(nk(1>n>, n— oo
0 0
car le facteur |a,| 0" tend vers 0 lorsque n — oo, d’ott 'on déduit la convergence de la séxia ¥ n*|a,| r"
par comparaison a la série ) nk(é)n, convergente d’apres 4.b. puisque 0 < r <" : la suite (a,),
appartient donc a A(r).
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Deuxieme partie

6. La série ) a,x" est clairement convergente pour x = 0. Pour x € |—R,R[\ {0}, elle est absolument
convergente d’aprés la question 5. appliquée a r = |x| < R sachant que (a,) € B(R) par hypothése.

7. a. Par application sur [x, x+ h] C [—r, r] de 'inégalité des accroissements finis a la fonction ¢, : t —
t", de classe € sur [—r, r] telle que |’ (t)| = n|t|""' < nr"~! pour tout t € [—r, r], on obtient

|(Ge 4+ B)" = x"| = [n(x + h) — @u(x)| < nr" " [A].
b. D’apres a., pour x € [—r,r| et htelque x + h € [—r, 1],

[e.e]

i+ B) = fil)] = |2 @G+ B = 2) | < 3 lal [0+ 1) = 2
s n—1 o M e n
< 2 lan| " B = == " nlay| 1",
n=0 r n=o0

toutes séries convergentes d’apres 5..

c. De I'inégalité établie en b., on déduit par encadrement que f,(x + h) — f,(x) lorsque h — 0 sous la
contrainte x + h € [—r, r|. Ainsi la restriction a [—r, r] de f; est-elle continue .
Etant donné un réel x € |—R, R], il existe alors r € |0, R| tel que x € |—r, r[. Comme la continuité
est une notion locale, la continuité de la restriction f;|[_,, au point intérieur x donne celle de la
fonction f, au méme point, et I'on justifie ainsi que f; est continue sur |—R, R].

8. a. Sachant que (a,) € B(R) et que 0 < p < R, la question 5. assure que (a,) € A(p). Il en résulte en
particulier que la série ) | n|a,| 0" converge et par conséquent que la suite (n|a,| ") converge vers
0 : la suite (na,), appartient donc a B(p). D’apres la remarque suivant la question 3., on peut alors
appliquer les questions 6. et 7. a la suite ((n + 1)an+1)n, qui garantissent que la fonction

oo [e.e]
x> (n+1)a, 1 x" = na,x"" = gu(x)
n=0 n=1

est bien définie et continue sur |—p, o[. Puisque le réel g est un élément quelconque de I'intervalle
[r,R][, il en ressort par un raisonnement analogue a celui mené en 7.c. que g, est bien définie et
continue sur |—R, R[.

b. C’est une application immédiate du théoréme fondamental a la fonction S,, polynomiale donc de
classe € sur R : pour n € IN*,

Sa(x) = S,(0) + /Ox S/(t)dt = ay + /Ox S/ (¢) dt.

c. Pourne N* et x € [0, 1|,
/ (ga(t) — Si,(1)) dt’ = / ( > kaktk_1> dt‘ < / S kapt*!
0 0 “k=n+1 0 'k=n+1

< /0x<k§1k|ak| tk—1> dt < /Ox<k§;rlk|ak|rk—1> dt

o oo
=x > kla| < Y klart

k=n+1 k=n+1

dt

Pour x € [—r, 0], on procéde de méme aprés avoir pris soin de réordonner les bornes d’intégration
par ordre croissant (derriere les valeurs absolues), afin de pouvoir utiliser 'inégalité triangulajrelet
la croissance de I'intégrale :

)/Ox(g“(t) — S;(t)) dt‘ < /:( i k|ay| rk*1> dt = x| i klay rt < i a7,

k=n+1 k=n+1 k=n+1

d. D’apreés la question c.,

Vn e N,

| - [ siaf< 5 klal sk
0 0

k=n+1

1. C’est le sens donné a la continuité de f, sur [—r, r|, mais attention : cela ne donne que la continuité a gauche de f;, en r.
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ou le membre de droite converge vers 0 lorsque n — oo comme reste d’'une série convergente. Par
encadrement, on en déduit que :

/ g.(t)dt = lim S'(t)dt = lim kaktk Ydt = lim Zakx = fu(x) — ay,
0

n—oo 0 n—oo k=1.Jo n—oo k=1

d’ou le résultat.

e. Puisque la fonction g, est continue sur |—R, R[ d’aprés a., la fonction x — [ o 8(t)dt en est par
théoréme une primitive . Vu la formule établie en d., la fonction f, est donc de classe € sur
|—R,R], de dérivée g,.

9. a. Pour k € N,

Vn >k, (”) n(n—1)---(n—k+1) n*

k)~ Kl ~k T

si bien que :
0 < nf|ay| r" ~ kIrk- (Z) la,| r" %, n— oco.

Par suite, les séries >, n¥|a,|r" et 3 (}) [aa| ¥ sont de méme nature. Dans ces conditions, la
suite (a,), appartient a A(r) si, et seulement si, la série >, (}) |as| r"~* converge pour tout k € IN.

b. On montre par récurrence sur k > 0 que pour toute suite (a,), € B(R), la fonction f, est de classe
€* sur |—R,R[ avec :

Vx € ]-R,R[, f¥(x) =k i <Z> a,x"*,
n=k

Le résultat a été établi au rang k = 0 dans la question 7.. S’il est acquis & un rang k > 0 et si (a,),
est une suite de B(R) alors, d’aprés ’hypothése de récurrence appliquée (cf. remarque suivant la
question 3.) a la suite ((n + 1)an+1) » la fonction

oo o
gaix— > nax"' =3 (n+1)a,x"
n=1 n=0

est de classe €% sur |—R, R[, avec :

Vx € ]-R.R[, g¥(x)= kvz ( )( ) ap X" F = (k+ )|§<”+1)amxnk
= (k+1)! i ( " )anx"—<’<+1>,

n=k+1 k+1
d’oti le résultat d’apres 8.e. : f, est de classe €' sur |—R, R[ avec (k1) — g((,k).
c. En évaluant en x = 0 la formule établie en b., on obtient :
(k)
a 0
Vke N, a = f ( )
k!
10. a. On a classiquement : oo o
VxeR, fulx)=> —=¢€
n=0 n!
etﬁ.gk)(l) = e pour tout k € IN.
b.Ona:
Vx e | f(x)—i)\""— !
AL P Tt T
Il apparait que la fonction f3 est de classe € sur } -3, [ avec, par récurrence immédiate :
111 " KINK
VkeN, Vxe ——,—[, B () = 2
Al B = g5

En appliquant, pour 0 < ¢ < %, la question 9.b. a la suite 3 € B(p), on obtient done:
(k)
X (n _ fg (X) 1
Vx €]—o, 0], Ax)" k= =
x€l-ed 2 <k)( 2 KN (1 — )k

avec convergence de la série, puis le résultat s’étend a tout x € } -3, [ puisque o est quelconque
dans }0, % [
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Troisiéme partie

11. a. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral entre 1 et 0 a la fonction f,, de classe € sur

12.

13.

|—R,R[ avec R > 1 d’aprés 9.b., il vient pour N € IN :

N k) 0/ ;N N 1 ,N
a0 = S I s [ EEo@ = S v [ Lsemar

. Toujours d’apres 9.b., on a :

a

VkeN, Vxe[o,R, fPx) =k (Z) a,x"* > 0.
n=k

Par suite, les dérivées successives de f, sont positives et croissantes sur [0, R[. Dés lors,

i (N+1) e (N+1) f(NH)(l) N+1
VWeN, o< [ — ndt< | — Ndt=22—~ = <
< [ @rmars [ G ma= sl < e < v
ou le membre de droite converge vers 0 lorsque N — oo par hypothese. Par conséquent,
1

. N
lim ﬁf;N“)(t) dt =0.

N—oo 0

. D’aprés les questions a. et b., la série >, (—1)*b; converge avec :

S (= 1)y = £,(0) = @

k=0

. Il s’agit 1a encore d’une application directe de la formule de Taylor avec reste intégral, comme en

11.a., cette fois-ci a la fonction fa(s).

. Comme en 11.b., la positivité et la croissance de fa(N“H) sur [0, R[ aménent :
1N f(N+s+1)(1) (N+s+1)! 1
UVNEN, 0< [ —fMstidrgde 0 = po o NPt .
0 N ) (N+1)! el (N+ 1) oNFs+

. Au second membre de I'inégalité établie en b., by ;10" 1! tend vers 0 lorsque N — oo par hypo-

these, ainsi que

(N+s+D! 1 (Nts+D-(N+2) N
(N+ 1)l Nt NSt ~ NS — 00

car ¢ > 1. Il en ressort par encadrement que
1

. ™ s
lim ﬁfa<N++1>(t)01t:o.

N—oo 0

. Des questions a. et c., on déduit la convergence de la série de terme général

k+s
s

k a(k+s) i (k+s)! k
o = o R, — s

avec, d’apres 9.c. :

MRS TR M S0 (b= S (7

s! s! k=0 =0 n=s

)bk+37 k 2 0

. Dans les conditions de I’énoncé, la fonction f, est polynomiale de degré inférieur ou égal a d.
. D’aprésa.,ona fa(") = 0 etdonc b, = 0 pour tout n > d+ 1, si bien que la condition (H) est réalisée”:

la suite (b,0"), converge vers 0 pour tout réel p > 1.

. La formule de la question 12.d. s’applique donc et devient :

Vse [0,d], as= i(—1)”—5(2) b,.
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Quatriéeme partie
14. a. Lasérie ), a, = > P(X = n) étant convergente, son terme général converge vers 0 : la suite (a,),
appartient a B(1).
b. Dans ces conditions, la fonction Gy = f; est de classe € sur |—1, 1] d’aprés la question 9.b..
15. a.Ona:

o0 n
x x—1

Vx€eR, Gx(x)=e! =e

—o n!

Il apparait que la fonction Gy est de classe € sur R avec, pour tout s € IN, G)(f) (x) = e ! pour

tout x € R et en particulier G§§) (1) =1.

b. Dans les conditions de I’énoncé, on a b, = - pour tout n € N si bien que (b,0"), converge vers 0
pour tout ¢ > 1 comme terme général d’une série exponentielle convergente : ’hypothése (H) est
donc satisfaite. Par suite, la formule de la question 12.d. s’applique et donne :

o (MR (D) 1R (D) e
Vs e NN, P(X—s)—as—n;s(—l) (S)a_n;sm_gk_o 0=

La variable X suit donc la loi de Poisson P(1).
16. a. llvient a, = P(X = n) = P(X+ 1= n+ 1) = pq" pour tout n € N puis :

11 o0 p
‘v’xe}——,—[, Gx(x) = "x" = )
ggl G=Pnd =10
Il apparait que Gy est de classe 6" sur | —%1, }1 [ avec
11 s pq’s!
VseN, V e]——,—[, ¥ (x) =
’ el WSty
En particulier, Ggf) (1) =s! (%)s pour tout s € IN.
b. La fonction p — % = - — 1 est décroissante sur ]0, 1[ si bien que pour p > 7, ona ;% < 1;/12/2 =1

Sous les conditions de I'énoncé, on a b, = (3) " pour tout n € IN, si bien que (b,0"), converge vers 0
pour tout ptel que 1 < p < ’—; : 'hypothese (H) est donc vérifiée. La question 12.d. s’applique alors

et donne :
VseN, P(X=s)=a,— ,i(‘l)"_SC) (g) - (g)i (’S’) (_g)”‘s
- (%)5(1 +lg)s+1 = pq
P

d’apres 10.b. sachant |—g’ < 1.1l en ressort comme en a. que X + 1 suit la loi géométrique G(p).

Remarque. Sur les exemples examinés dans les deux questions précédentes (et plus généralement des que
la condition (H) est réalisée), il apparait que réels Gg(s)(l), s € N, caractérisent la loi de X lorsque R > 1:
c’est en fait un résultat général. En utilisant le théoreme de transfert, on peut montrer que la donnée de la
suite (GQ) (1)), équivaut a celle de la suite (E(X®));, ce que I'énoncé formalise dans la question suivante
pour les variables finies.

17. On note P, le sous-espace vectoriel de R® constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou

égalad.

a. Les polynomes Hy, Hy, ..., H,; sont non nuls et de degrés deux-a-deux distincts : ils forment donc

une famille libre de P,, formée de d + 1 = dim P, vecteurs, c’est-a-dire une base de P,.
b. C’est immédiat : A est clairement linéaire sur P, et a valeurs dans P,.
c. On a bien stir A(Hy) = 0 et, pour s € [1,d],
D~ (x — 2 1) (x— 1
VxeR, A(H)(x) = S '(x s+2) _ xlx—1) '(x s+1)
s! s!
x(x—1)---(x—s+2)
= v (x4+1) = (x—s+ 1))

x(x—1)--(x—s+2)
-2 (s—1)! = Hoa (%)

ainsi que H(0) = 0.
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d. On commence par vérifier la formule pour un polynéme P = Hy, k € [0, d]. Or, en itérant le résultat
obtenu en c., il vient :

Hi_, sis<k
\ 0,d A’(Hy) = :
se 0.4, (Fe) {O sis>k
si bien que
1 sis=k
0,d A°(Hy)(0) =
welod. a0 -{; 5

d’ou finalement ,

> [A*(He)(0)]H, = Hy.

s=0
Puisque les applications P — P et P — st:o [A*(P)(0)]H; sont linéaires sur P, et coincident
comme on vient de le voir sur les vecteurs de la base (Hy, Hy, . .., Hy), elles sont donc égales :

VPeP;, P= zd; [A°(P)(0)]Hs,.

s=0

e. Il suffit d’appliquer la formule de la question d. au polynoéme P = ¢ :

Vke[o,d], VneN, n*=e(n)= SZi%[AS(ek)(O)}HS(n).
f. Pour k € [0, d], il vient par transfert et d’aprés e. :
E(X) = fonkan _ io zd% [A%(ex) (0)]Hy(n)a, = io [A%(e6)(0)] (io Hy(n)a,)

ou:

Vs e [o,d], né)Hs(n)an =

n=0 s!
ce qui conduit au résultat :
d
E(X*) = ; [A(ex) (0)] b
g. En calculant les valeurs de A*(e;)(0), 0 < k, s < 2, on explicite les relations de la question f. pour
k € {0,1,2}, qui permettent d’accéder aux valeurs de by, by, b, :

bOZE(XO):l b():l
by =EX)=1 = by=1.
b +2b, = B(X?) = 2 b, =1

Vu 13.b., on peut alors appliquer la formule obtenue en 13.c. pour obtenir :

1 1 1
a=by—by+b,=-, a=b —2b,=—- et ay,=b,=—,
0 0 1+ 02 1 1 1 2 =5 2 2=

ce qui met en évidence que X suit la loi binomiale B(2, ;).



