Partie I

Groupe Réussite

Corrigé de I'épreuve ESSEC 2016 Maths 1

1. Soit z € R\ Z. Pour tout n € N, n?> — 22 # 0 et on a

2z ., 2|z|
up(z) ~ — don \un(x)\n_?;oo?

La série de terme général — est une série de Riemann convergente. Donc la série de tg — est convergente.
n

Par théoréme de comparaison pour les séries a terme positif, la série de tg |u,(x)| converge. La série de
terme général u,(z) est alors absolument convergente donc convergente.

+00
2. (a) Pour tout x € D, —z € D. De plus, pour tout n € N*, u,(—z) = —un(x). On en déduit > u,(—x) =
n=1

—;Ziun(x) Or, ¢(x) = é — :zojun(x) D'ou p(—z) = —é + :ijun(x) = —p(z).

La fonction ¢ est alors impaire.

Soit x € D et n € N*,
1 1 n+r—n+zx 2z

n—z n+z (n—2z)(n+x) T n? g2

Soit x € D et N € N*. D’apres I'égalité de la question 2.b,
N N 1 1 N 1 1
> tnfa 1) = X | |-t A= s

n—1—-x n+l+4+zx

On fait le changement d’indice K = n — 1 dans la premiére somme et k = n + 1 dans la seconde. On
obtient

% Nil 1 N+1 1

up(x+1) = —

n=1 n( ) kzok—m' k:2k+x

N 1 1 1 1 1 1
D’ou 1) = —— — — —
Ou’n§1un($+) :c+nzl<n—:c n+x>+x+1 N+z N+1+z
N 1 1 1 1
Ainsi 1) = —— — .
insi, Zlun(x—}—) x+m+1+z n(x) — N1z Niita

On fait tendre N vers +oco car tout converge dans cette égalité. Il vient

+00 1
>un(z+1) = ——+?+ Zun( )
1 +0o0 1 +00
On a finalement plex+l)=——— > u(z+1)=—— > uy(z) = ¢(x)
z+1 n=1 T n=1
_ . 2z 1 1 ,
Soit x € DU {0,1}. Pour tout n > 2, n® — 2% # 0 et — 5 = — d’aprés la question 2.b
ne—x n— n—i—ﬂ{ 1 5
T

qui reste encore valable pour z = 0 (de fagon immeédiate) et pour = 1 car — = .
l—2 142 1-—22

De méme qu’a la question 1, la série de terme général u,(z) (pour n > 2) est absolument convergente
+0o0

x
donc convergente. On en déduit I'existence de g(r) = )  ———— et on a
n=2M" — %
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o) = 8= B (i)

n—2oN* —x n—a \nNn—r N+

(b) Soit x € D.
1 2z 1 1 1

)= -1z @)= -t 9@
1 1 2
car comme déja vérifié précédemment, T~ 112 =1 _xe.
) 11
(c) Soit h € ~3i5 et z € [0;1]. Pour tout n > 2,
1 1 h ¢ 1 1 h
. — e — =
n—x mn—x—h (n—z)(n—x —h) n+x n+zx+h (n+z)(nt+x+h)

D’ou,

1 1 1 1 1 1
_ — — =h
<n—x—h n—i—x—i—h) (n—m n—i—x) <(n—x)(n—m—h)+(n+x)(n+x+h)>
Pour tout N > 2, on a donc

N N

unz ) = (@) <5 fun( + 1) — un(a)
n=2 n=2 n=2
< Y ! ¥ 1 |
- n=e|(n—z)n—x—h) (n+z)n+x+h)

11
Or,pourtoutnZQ,commexE[O;l]ethe}—5;5[,
3
n+r>n—xz>n—1>0 et n+x+h2n—x—h2n—§>0

1 n 1 < 2 "
(n—x)n—xz—h) nm+z)(n+x+h)

(n—1)(n—3)
N N N 2
> un(@ 4+ h) = 3 un(x)| < [h[ 3
n=2 n=2 n=2 )

Des lors, 0 <

][9]

—o(n—1)(n —

2 2 2
———— ~ —. La série de tg — est le multiple du tg d’une série de Riemann convergente.
(n—1)(n — 3) nroo 2 n?

Par TCPSTP, on en déduit que la série de tg converge. On peut alors faire tendre N

(n—1)(n - 3)
vers +0o dans 'inégalité précédente car toutes les quantités convergent. On obtient

N 2
lg(z + h) — g(z)| < |A] sz
n= 2

On a donc bien

N 2
Ve e [0;1] |g(z+h)—g(x)] < Clh| avec C =

iz2(n—1)(n - 3)
4

Clh| —— 0. Par théoréme d’encadrement, g(zg + h) — g(xo) d’ou g(z) —— g(zo). La fonction g
h—0 h—0 T—T0

[\ [GN]
~—

N |

(d) Soit zg € [0;1]. D’aprés la question précédente, pour tout h € ] —

lg(zo + h) — g(wo)| < C1hl

est donc continue en xy. Cette propriété est vraie pour tout zg de [0;1].

La fonction g est donc continue sur [0;1].
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D’aprés la question 3.b, pour tout = € |0;1],

1 1 1

(P(x)zg_l—x—i_l—l—x_g(x)

1
Les fonctions x — —, x +— et  +— 1 sont continues sur |0;1[ ainsi que la fonction g. Par

T - —x
somme, on en déduit que

La fonction ¢ est continue sur ] 0;1].
Or, la fonction ¢ est périodique de période 1. Par suite,
La fonction ¢ est continue sur D.

1 1 1
D’aprés la question 3.b, pour tout z € D, p(x) = — — +
zr l—2z 14z

x
4+ —— — zg(x). D’apres la question 3.d, xg(x) —— 0g(0) donc zg(z) —— O.
= T 1o, %9 Dap q g(z) ——= 0g(0) g@) —

x
De plus, 0 et 0. Par théoréme d’opérations,
l1—x z—0 1+x z—0

— g(x). Donc pour tout z € D,
T

rp(x) =1-

rzo(r) —— 1
()0()90—>04r

De plus, pour tout = € | —1;0[, xp(x) = —zp(—x) car ¢ est impaire (d’aprés la question 1.2.a). Or,

d’apres le calcul précédent, —zp(—x) —— 1. D’on
z—0~

zp(r) —— 1

x—0~
On en déduit xp(xr) — 1 puis
z—0
1
1 1 1 L. L o
Pour tout « € D, p(x) — — = — 1 + Tz g(x). On en déduit par théoréme d’opération et par
x —x x

continuité de g sur [0;1]

(1) — 2 —— 141 g(0)
x —_— — — —
¥ r x—0*t g

o, g(0) = 5 =220 et —141=0. Do
r g _— = et — = U. ou
y g n:2n2_02
1
- 0
(,O(.%') T x—0*

Pour tout x € ]0;1[, on a

@) - 1 = - (pl-a) - =)

X —XT

1 1
Orsiz <0, —x >0 donc ¢(—x) — — —— 0. D’ott p(z) — — —— 0. On a donc
—X z—0~ T z—0~

fi (vto) = 1) =0

Pour tout = € D, p(z) = p(x—1). Or, z—1 — 0. Donc d’aprés les résultats de la question précédente,
z—
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1 1
On a également d’aprés ce qui précéde, pour z € D, p(z) — —— = p(z — 1) —

. 1
il—%ll(@(x)_x—l>_0

Partie 11

1
5. Soit f € E. Pour tout =z € [0;1], g € [0;1] et % € [0;1]. Par composition, la fonction z

1
f <§> +f (CC;_ > est encore continue sur [0;1] et & valeurs réelles. Donc T'(f) € E.

Soit (f,g) € E? et A € R. Pour tout = € [0;1],

TS +ale) = Of+9) (5)+ 0040 (57 ) =a (1 (5) + £ (557) ) va (5) +a (S5 = Nz

On a donc T'(A\f + g) = AXT'(f) +T(g) et

T est un endomorphisme de E.

6. (a) Soit k € [0;n]. Pour tout z € [0;1],

,Ik X
Te)e) = 2+ ST ;Gk+z()>

1 k=1 1
On adonc T'(ex) = 2’“ z < ) SR=TCh € F,,. Par linéarité de 'endomorphisme T, la famille (e )o<k<n

étant une base de Fn7 on en déduit

(VfeF, T(f) € F]

(b) On reprend les calculs de la question précédente :

Vkc[0;n] T(ex)= j;ﬁi ( ) 2;],k

La matrice de T}, dans B,, est donc triangulaire supérieure et

2 1/2 ... 1/28 ... 1/2n
0 1 - k/2F ... n/2"
Matp, (T,,) = | . : : k-1 . n n
- C1/2 A /2
0 -+ .- 0 1/2n—1

(c) Lamatrice de T,, dans la base B,, est triangulaire supérieure. On en déduit directement les valeurs propres

de T}, qui sont les éléments diagonaux. Les valeurs propres de T;, sont donc les | {1/ k-l o<k < n}l.

T, est un endomorphisme de F}, qui est de dimension n+ 1. De plus, T}, a n+ 1 valeurs propres distinctes
deux & deux. On en déduit que

T, est diagonalisable.
7. (a) D’apres la question 6, on a T'(eg) = 2eg donc (T' — 2id g)(ep) = Og. Par conséquent,

Ker (T — 2id g) n’est pas réduit a {Og}.
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Comme f est dans Ker (T' — 2id ), pour tout z € [0;1],

1(5)+(5) =@ o

En appliquant cette égalité a x(, on obtient

1) s (2 e aw () =an-s (25

Or m étant le minimum de f sur [0;1], on a f <x

() <

Orm< f (%) On en déduit | f <%> =m

Montrons par récurrence que pour tout n € N, f (%) =m
[’égalité est immédiate par définition pour n = 0.
Soit n € N. Supposons f (g—g) = m. On applique alors le résultat de la question 7.b a % qui vérifie
bien I'égalité demandée. On obtient ainsi
T

on | . To \ _
f S =m douf(2n+1>—m

Par conséquent, |Vn € N f <;C—2> =m

x
La fonction f est continue sur [0;1] et = 50.En passant & la limite dans 1’égalité démontrée a

2" n—+oo
la question 7.c, on obtient |m = f(0) |.

On applique ici I'égalité (x) a 1. On obtient

f<%>+f<x12+1> —oM dou f<%> :2M—f<x1;1>

r1+1

Or M étant le maximum de f sur [0;1], on a f(

j(5)2

) < M d’ou

Or M>f (%) On en déduit | f (%) - M

Par une récurrence du méme type que celle réalisée & la question 7.c, on montre alors que pour tout

neN,f (%) = M. Par continuité de f en passant a la limite dans cette égalité, on obtient | f(0) = M |.

On a démontrée aux questions 7.d et 7.e que m = M = f(0). Or m = H{l(i)nu flz)et M = H[lg}i} f(z).
€| 03 ze(0;
On en déduit

‘La fonction f est constante sur [0;1]. ‘

On note Dot I'ensemble de définition de la fonction cot. On a pour = € R,

€ Dy < sin(mz) #0 & Vhke€Z, ne#nk & Vke€Z, v #k & xz€D

La fonction cot est donc définie sur D. Elle y est continue comme quotient de fonctions continues dont
le dénominateur ne s’annule pas.
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Pour tout x € D, —x € D et

cot(—x) = WC?S( z) = —WCOS(MU) = —cot(x)
sin(—mx) sin(mx)
La fonction cot est donc impaire.
Pour tout r € D, x+1€ D et
cot(+ 1) = C?S(W.%' + ) _ —c?s(wx) _ cot(z)
sin(mz + ) — sin(mz)

La fonction cot est donc périodique de période 1.

(b) cos(mx) —— 1 donc cos(mz) ~ 1. Comme mx — 0, alors sin(wz) ~ mwz. D’ou, cot(x) ~ T puis
z—0 z—0 z—0 z—0 z—0 X
1
t(z) ~ —
cot(z) z—0 T
1 a7 cos(m)x — sin(mx) ) 9
De plus, pour tout = # 0, cot(z) — — = : . On a zsin(rz) ~ 7wz, De plus, au
x xsin(mx) z—0
202 U .
voisinage de 0, cos(mz) =1 — 5 + o(2?) et sin(rz) = 7w — o +o(z?). Do,
3.3 3.3 3.3
a7 cos(m)x — sin(mx) = T - (%) ~ e
6 z—0 3
1 2z
Ainsi, |cot(z) — = ~ ———|.
insi, | cot(x) — 3

(c) cot(x) = cot(z — 1) S eara - 1 —7 0.

On a également, cot(x) —

z—1z->1 3

1
(d) Soit z € D. Si x/2 ¢ D, alors © = 2p avec p € Z d’ou ¢ D et c’est absurde. De méme si Tt ¢ D,
z+1

x
alors il existe p’ € Z tel que x = 2p’ — 1 et ¢ D, ce qui est absurde. Dés lors, 5 €D et — € D. Et,

pour tout z € D

T2 T\ 2
cos (7?—) — sin (71'—)
T 2

2
(75 eon (3)
in(m— —
S T3 CoSs T3

Ainsi, COt( )+C t<x—2i_1> =

1 S
D’o, cot (f) + cot i 2716,05(7“6) = 2cot(x)
2 2 sin(7x)
a l'aide des formules de duplication.
9. (a) Soit z € D. Soit N > 2. On calcule
N 1 1 N 1 1
Iy = X - + 2 -
n=2 n—£ n—|—£ n=2 n_1'+1 n r+1
2 2 2 2
N N 1 N 1 N 1
= 2 - — - -
nz_:22n—x nZQQn—l—x nz::QQn%—x nz::22n+1—i—x>

(>
(3

1 2N+1 1 >
=3k —x

4k+ﬂf
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en regroupant les termes d’indices pair et impair dans les sommes. Alors,

7 2N 1 2N 1 2 2
=2 - -
N <kz::3k—x k§3k+x>+3—|—x 2N +1+uw

En faisant tendre N vers +oco dans cette expression, il vient

(x)+ 4+ 1 2()+ 2 2 n 2
— — € i
I\3) 79I\ 3 g 31z 2—-z 24z

De plus,
11 1 2 2 2
roq_Z 1+f_3: 2—x 2+«x
2 2 2
o RS S 2, 2
o+l z+1 +CU+1_:U+1 -z 34w

2 2

Avec la formule de la question 3.b., on trouve alors

T z+1 2 2 2
z = —2g(z) =2
90(2)“”( 2 > P g S AR 480

La fonction ¢ — cot est continue sur | 0;1[ et périodique.

T z—0

1 1 1
Pour z € D, p(z)—cot(z) = p(x)— = — <cot(x) - —). Or, d’aprés la question 8.b, cot(z) — — —— O et
T x

o(x) — — — 0 d’aprés la question 4.a. On en déduit que p(x) — cot(x) —5 0 et on prolonge ¢ — cot
T z— T—>

par continuité en 0 en posant (¢ — cot)(0) =0

Pour z € D, p(z) — cot(z) = p(x) — ﬁ - (Cot(x) -

1

z—1
on prolonge ¢ — cot par continuité en 1 en posant (¢ — cot)(1) = 0. On conclut

1
1>. Or, d’apreés la question 8.b, cot(x) —

1
—— 0 et p(x) — —— —— 0 d’apreés la question 4.a. On en déduit que p(z) — cot(z) —— 0 et
z—1 r—1 z2—1 z—1

La fonction ¢ — cot se prolonge par continuité sur [0;1].

La fonction ¢ — cot est donc continue sur [0;1]. De plus, d’apreés les question 8.d et 9.a, T'(¢p — cot) =
2(¢ — cot) donc ¢ — cot € Ker (T' —id g). D’aprés la question 7.f, la fonction ¢ — cot est alors constante
sur [0;1]. Comme elle vaut 0 en 0, on a pour tout € ]0;1[, p(z) = cot(x). La deux fonctions étant
périodiques de période 1, on conclut :

Vee D ¢(x) = cot(x)

Pour tout x € D,

z—0 2$2
Soit x € ]0;1[.
2 +00 +00 2
T 1 1 1 x
6(x) — = -1 _
() 1— 22 n§2n2 x2 n§2n2 + 1—22 1—22
1 2 —1+22+1—2? =
Or7—1+1_x2—1_x2: 1_1-2 :0d0u

https://groupe-reussite.fr/ 7
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5($)_1f2x2:+§<;_ 1>=+fnz(nfiz_x2)

n2 — 12  n2

n=2 n=2
z? z?
Pour tout € ]0;1[ et pour tout n > 2, n? —x? >n? —1> 0 donc 0 < 55 = < 5 . On
n?(n? —x?) — n?(n?-1)
en déduit
2 +00 2 +00
T T 1
o(x) — =Y — <22y
' ( ) 1 —a? n§2n2(n2 - $2) N n:2n2(n2 - 1)
+0o0
(c) Lafonction z — } ———— étant paire, il suffit de calculer la limite pour z — 0". On utilise I'inégalité
—_1n°—x

établie a la questiarl 10.b.

+
2 1

x
n=on?(n? —1) z—o+

m2

B TO. Or, pour z € ]0;1],
- T—r

z? x?

_1—x2+1—x2

Par théoréme d’encadrement, on a ainsi §(x)

6(z) = 6(x)

2

x
Et, ———5 ——— 0. D’ot;, par théoréme d’opérations, §(z) —— 0. On en déduit
1— 2% z—o0t z—0t

+00 1 +00 1 +00 1

lim » ——— =lim ) — = >

o0t 2 — 22 z—=0,=n?—22  [Zin?

(d) Pour z € D,

oo 1 1 /1 1—zp(zx)
= (L) = D
N —x 20 \ = 2x
o 1 1- t
Or, ¢(x) = cot(x) dott ) ——— = ;CCCZ) (:C) D’aprés la formule établie & la question 10.a, on en
n=in? —x x
déduit
oo 1 . 1—uzcot(x) =?
hm 3 5 = hm — 3 —_
z—0,1N° — z—0 2z 6
Par unicité de la limite
too ] 2

Partie III : Développement eulérien de la fonction sinus

2

x
11. Soit @ € [0;1]. 22/n? ——— 0. Alors |y, (z)] ~ — . Par comparaison avec le tg positif 2?2 /n? d’une
n—-+0oo n—+oo 1

série convergente, on en déduit que la série Y v, (x) est absolument convergente, donc convergente.

12. (a) Soit N € N*. Par linéarité de I'intégrale,

T (N ot Nofe o
—— | dt = ——dt
/0 <n§1 n? — t2> ngl/o n? —t2

https://groupe-reussite.fr/ 8
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Donc, /Ox (JZV; i) dt = By(x)|.

1
b) La fonction t — (t) — = est continue sur |0;1] d’aprés la partie I, d’aprés le théoréme d’opérations.
t

1
De plus, d’aprés la question 1.4.a, la fonction ¢ — () — n est prolongeable par continuité en 0. On en
r 1
déduit que pour x € |0;1[, intégrale / (gp(t) — ;) dt converge.
0

(c) Soit z €]0;1].

z 1 TN -2t
o e [(E2V -
~/0 ( () t 0 n:1n2_t2
Toe
< > ———=dt
/OnN+1n2—t2
Or, pour tout ¢ € [0;z], 0 < 2 < 22 < 1 donc pour tout n > N +1,0 < n? —1 < n? —+2 d'ou

1 1
0< < . D’ou,

n2—t2 " n2-1
. . s /N Ao M /Qtdt
t) —— | dt — —— | dt| < 20
/0 <SO() t) /0 <n§1n2_t2> ‘_n:%Jrl n? —1

X
Or,0< / 2t dt = 22 < 1. On en déduit
0

g 1 TN o o1
t) — - | dt — —— | dt| < —_
/0 <SO( ) t> /0 <nzln2 - t2> ‘ T oneNpan? =1

(d) Soit x € ]0;1[. D’apreés les questions précédentes, on en déduit pour tout N > 1,

[ (e =3) de-xte)

+00 1

étant convergente, — 0. De plus, r) —
n? — & n:%_HnQ —1 N—+oco p fn(@) N—+00

B(x). On en déduit d’aprés le théoréme d’encadrement et 'unicité de la limite

o) = [ (w0 7)

(e) Soit x €]0;1][. D’apres la question I1.9, on a pour tout y € |0;x |,

/yx <g0(t) - %) dt = /ymnjz((:gdt—/j %dt

= [In(sin(nt))], — [In(7t)]

sin(7 sin(m
Or, (y) —— 1 d’ou In < ( y)> —— 0. En passant a la limite dans ’expression précédente, on
Y y—0 Y y—0

en déduit
) = [ (o0~ 7 )ar = (*72)

https://groupe-reussite.fr/ 9
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Soit # € [0;1]. Pour tout n > 1 et pour tout k > 1, 1 — 22/k* > 0 donc P,(z) > 0, d’ott In(P,(z)) =

n 2

In(rz) + > In <1 — %) = In(nz) + By (). La suite (8, (x)) convergeant, on en déduit par somme que
k=1

la suite (In(P,(z))) converge. On en déduit que la suite (P, (z)),>1 est convergente.

Soit € ]0;1]. La fonction In étant continue sur ] 0; +oo [, en passant a la limite dans ’égalité précédente,

il vient

In(P(x)) = In(rz) + B(a)

Do,

‘P(az) = mxexp(B(x)) = sin(nx) ‘

2 2
Soit z € R. Il existe ng € N tel que pour tout & > ng, 0 < 72 < 1 doul-— % > 0. De la
2
méme maniére qu’a la question 11, on montre que la série Y In <1 — %) converge. Dés lors la suite
k>ng

N 22

H (1 — ﬁ) converge. En la multipliant par un nombre fini de termes, il vient que la suite

k=ng N>no
(Pp(x))n>1 converge.
Soit n e N* et x € | —n;n].

(z+1)?

k=1
w4+ n+1)(-x) - B x_2
D kH(l k)
~ _(@+n+1) .
N (n—x) Ful

Soit x € R. D’apreés la question précédente, pour tout n > |z| + 1,

(r+n+1)

P (z+1)=— =)

P, (z)

(xr+n+1)

(n = ;c) n—+0o

1. En passant & la limite dans ’expression précédente, on obtient

|P(z+1)=—P(x)]

Pour tout = € R,
Plx+2)=—-P(z+1)=P(x)

La fonction P est alors 2-périodique sur R.

Soit #z € [—1;0[, alors z +1 € [0;1[. Donc P(z + 1) = sin(n(z + 1)) = —sin(nz) d’aprés la question
13.b. De plus, d’apres la question 13.f, P(x) = —P(z + 1) = sin(wz). On a donc montré que pour tout
x € [—1;1[, P(z) = sin(mz). La fonction P est 2-périodique sur R tout comme la fonction x +— sin(mz).
On en déduit alors

‘Pour tout = € R, P(x) = sin(nz). ‘
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Partie IV : Un autre développement du sinus

Soit z € DU{0}. Pour tout n > 1, n? —z% # 0 donc v, () existe. De plus, |v,(z)| ~ @ Par comparaison
n—+oo n,

avec le multiple d’une série de Riemann convergente, la série de tg v, (x) est absolument convergente, donc
convergente.

Soit n € N*. Soit x € D U {0}.

sin(nt)
n

Les fonctions ¢ — cos(zt) et ¢ — sont de classe C! sur [0;7]. Par intégration par parties, il vient

() = {cos(xt)smim)r + /0 "2 Gin(at) sin(nt)dt d /O " sin(wt) sin(nt)dt

0 n

cos(nt
(nt) sont de classe C! sur [0;]. Par intégration par parties, il vient

Les fonctions ¢ — sin(xt) et t — —

An(x) = % [— sin(xt)@]o + %/0 %cos(xt) cos(nt)dt = — sin(wx)(—l)"ﬁ + ﬁ)\n(:ﬂ)
Dés lors
sin(m)(—=1)""! )
An = = n
(x) 32 sin(mz)vy, ()
En utilisant la formule indiquée dans 1’énoncé, on pouvait procéder autrement.
1 (7 1 [7
() = 3/, cos((x +n t)dt+ 2 cos((x n)t)dt
_ 1 [sin((z +n)t) sin((z —n)t)]”
2 T + n 0 T—n 0
sin(xm) sm(mw)
= 1
(=1 2(z +n) + =" 2(z —n)
sin(7x)
(—1)"lzsin(rz)
- n2 _ 12
16. Soit t € R et n € N*.
12 1 L ‘ :
(a) Cp(t) = 3 z 5 S e ™t Pour t # 2pm avec p € Z, et #£ 1 et e £ 1, d’on
k=1 k=1
1 enit -1 1 ) e—nit -1
Col(t —ett— et ————
O = 3w t3
_ 1 Gi(nt1)/2 sin(nt/2) L1 1 1 ity sin(nt/2)
2¢ sin(t/2) = 2 sin(t/2)
B ] sm(nt/2)
= cos((n+1)t/2)——=" Sn(t/2)
De plus,
sin((2n + 1)t/2) —sin(t/2) = sin((n+ 1)t/2) cos(nt/2) + cos((n + 1)t/2) sin(nt/2)

— sin((n + 1)t/2) cos(nt/2) + sin(nt/2) cos((n + 1)t/2)
= 2cos((n+ 1)t/2)sin(nt/2)

On en déduit que

_ Isin((2n+1)t/2)) 1
G =52 2

(b) Sit=2pm avec p € Z, pour tout k € N*, cos(kt) =1 donc Cy(t) = n.
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(c) Par linéarité de l'intégrale,

17. Les fonctions F' et ¢t —

I, = kznjl/(;r cos(kt)dt = 3 [%K =0

k=1

cos((2n +1)t/2)
(2n+1)/2

étant de classe C! sur [0; 7], en intégrant par parties, on obtient

T . cos((2n + 1)t/2)1" 1 T,
/0F(t)s1n((2n+1)t/2)dt:—[F(t) ST ]0+n+1/2/0 F/(t) cos((2n + 1)t/2)d

La fonction F' étant de classe C!, elle est bornée sur [0;7] par un réel M > 0 de méme que sa dérivée I’
par M’ > 0 et que la fonction ¢ — cos((2n 4 1)t/2) qui est bornée par 1. On a donc

Or,

/ﬂ F() sin (2 + 1)t/2) dt' < M
0

2M + M’

. D’ou, d’aprés le théoréme d’encadremen
0. D’ou, d’ le th d’ d t,
n—-+oo

1
ni
2

/7r F(t)sin ((2n + 1)t/2)dt —— 0
0

n—+oo

18. (a) La fonction ®, est de classe C! sur |0;7] comme quotient de deux fonctions de classe C!' dont le

dénominateur ne s’annule pas.

Au voisinage de 07, comme xt — 0 et t/2 — 0, on a
t—0 t—0

— 22
y(t) ~ —2— ~ 2% —
x( )1t—>07L E t—0+ v t—0
2

On en déduit au voisinage de 07 ®,(t) = —2%t + o(t). Or, ®,(0) = 0, on en déduit que ®, est continue
en 0 et dérivable en 0 avec ®(0) = —a2.

Or, pour tout t € |0;7],

—xsin(t/2) sin(xt) — 1/2 cos(t/2)(cos(xt) — 1)

CI);(t) ¥ sin? (t/2)

On détermine un équivalent de cette expression en considérant des développements limités d’ordre 2 du
numérateur et du dénominateur. On obtient au voisinage de 07,

2t 2%t 242

—xsin(t/2) sin(xt) — 1/2cos(t/2)(cos(xt) — 1) = —5 + v +o(t?) = —xT + o(t?)
2212
Dou, () ~ —=— ~ —a? — —a? = &/(0). La fonction @/, est donc continue en 0 et on en déduit
t—0 t t—0 t—0
4

que

La fonction ®/, est de classe C! sur [0;7].

Soit t € |0;7]. D’aprés la question 16.a, on a directement

Cp(t)(cos(xt) — 1) = —%(cos(mt) -1)+ %Cbx(t) sin <(2n + 1)%)

De plus, d’aprés la question 16.b, C,,(0) = n donc Cy,(0)(cos(z x 0) — 1) = 0. De plus,
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_%(cos(w x0)—1)+ %Cbx(O) sin <(2n + 1)%) =0

On a donc le résultat voulu aussi pour ¢t = 0.

Soit n € N* et soit € D. Par linéarité de 'intégrale,

kzz:l)\k(x) :/0 cos(zt)Cy(t)dt

En utilisant la quantité I,,, on a encore avec la question 18.b

é)\k(x) = /O7r Cyp(t)(cos(xt) — 1)dt + I,

- _ —%/W(cos(xt) ~)dt + %/Oﬂ B, (£) sin <(2n + 1)%) dt + I,
sin(ma) 1

m T ) t
= o +§—i—§/0 (1) sin ((2n—|—1)§> dt + I,
Soit & € D. Partons de I'expression établie a la question 18.c. Pour tout n € N* [, = 0. De plus, la
fonction ®, étant de classe C! sur [0;7], on en déduit d’aprés la question 17 que

/07r B, (t) sin <(2n 4 1)%) it —0

n—-+0oo
De plus, d’aprés la question 15, pour tout n € N*,

n n
> Ak(x) = sin(max) Y v (x)
k=1 k=1
n
Or, > vi(x) — (x). Dés lors en passant a la limite dans I'expression établie & la question 18.c,
on obtient

sin(rx) 7w

Y(z)sin(nz) = — o 5

sin(mz)
2

Soit « € D. On a donc sin(7wz) # 0. En divisant ’expression de la question précédente par
obtient

, on

1 m
Nh(x) = — =
¥(z) x * sin(mx)
T +00 ( 1)n71
D’on =—42
o sin(mx) * wn; n2 — g2
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