ECG2 Approfondies

CORRECTION HEC/ESCP 2
Année 2022/2023

ﬁ Exercice 1 :

| Loi arcsinus, trigonométrie, densités, marche aléatoire, discrétes, suites, séries, python.

1) Soient x € R et n € N, par définition de la partie entiére, on sait que :

[na]

n

< <z

S|

nr—1<|nx| <nr=—z—

1 L .
Comme lim — =0, par théoreme d’encadrement, on obtient :
n—4+oo n

im 2y

n—+oco N

2) Soit n € N, toujours par définition de la partie entiére, on sait que :

Comme lim n— — = lim — = +o0. On peut conclure, par théoreme de comparaison :
n—+00 2 n—+oo 2
) n
lm (n—|=||=+oc.
n—+00 2

3) a) Soitx € [—1,1], on sait que x = sin(arcsin(z)). La relation fondamentale de la trigonométrie
nous permet alors d’écrire :

V1—z2 = \/1 — sin(arcsin(z))?

= | cos(arcsin(x))|

™

De plus, comme z € [—1, 1] on sait que arcsin(z) € {—2,

;T} et donc cos(arcsin(z)) >0 :

| cos(arcsin(x))| = cos(arcsin(z)).

Vz € [—1,1], cos(arcsin(z)) = V1 — 2.
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ECG2 Approfondies

b) La fonction arcsin est continue sur [—1,1] comme réciproque d’une fonction continue a
valeurs dans [—1,1].

Y ™
Soit x € {—2, 2} ,sin’(z) =cos(z) =0z =~ ouzx= - Ainsi, arcsin est dérivable

\]

sur [—1, 1] privé de sin (g) =1 et sin <_7T) =-1
Soit alors z €] — 1, 1],

1 1
s/ — - ’
arcsin’(z) = sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z))

La question 3.(a) nous permet alors de conclure :

1
V1—22

arcsin est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1[ avec arcsin’(x) =

4) a) G est bien définie sur [0, 1] comme composition de fonction bien définie car pour z € [0, 1]
x> 0et /x €[-1,1]. On en déduit aussi que G est une fonction continue sur [0, 1] par
composition bien définie de fonctions continues.

La fonction 2 + /z est dérivable sur ]0,1] mais comme /1 = 1 et que arcsin n’est pas
dérivable en 1, on en déduit par composition de fonctions dérivables que G est dérivable
sur ]0, 1[. Soit alors = €]0, 1[, on a en utilisant la question précédente :

1 |
2\/5\/1_(\/5)2  Vz(l—2)

g(z) =2 x

1
G est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1] avec g(z) = (1—)
z(l—x

b) Soit z €]0, 1[, comme x(1—x) > 0, on en déduit que g est dérivable sur ]0, 1| par composition.

(@)= 5 x (1=22) x @1l =) 2 = g x

1
g'(x) est donc du signe de 22 — 1. Comme 2z — 1 > 0 si et seulement si, z > 5 onen déduit
que g est décroissante sur ]0,1/2[, puis croissante sur [1/2,1].
Les données suivantes permettent de tracer son graphe sans le moindre probléme :

lim g(z) = +o00, g(1/2) =2 et lim g(x) = +oc.

z—07F T—1-
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Figure 1: Courbe représentative de g sur]0,1].
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5) a) D’apres la question précédente il est clair que f est une fonction continue et positive sur
10,1[. 11 en est de méme sur | — 0o, 0[U]1, 4+o00[ car f est la fonction nulle. Ainsi, f est
continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1 et f est positive sur R.

Considérons 0 < e < A < 1,
A 1
/ f(t)dt = —(G(A) — G(e)) par la question 4.(a).
I3 T
Comme lim G(£) = G(0) = 2arcsin(0) = 0 et lim G(A) = G(1) = 2arcsin(1) =2 x ~ =7
e—0 A—1 2
on en déduit que :
A
li li tydt=1].
sy 1y [ s 1)
1
La limite étant finie, on en déduit que / f(t)dt converge et vaut 1. De plus, en dehors de
0
“+o0o
[0,1] f est la fonction nulle, donc par la relation de Chasles on en déduit que / f(t)dt
—00
converge et vaut 1. Finalement,
‘ f est une densité de probabilité.
< Remarque
Les valeurs de arcsin ne sont pas au programme mais elles se trouvent facilement a
I’aide de la relation :
arcsin(sin(z)) = z.
1
b) X admet une espérance si et seulement si / xf(x)dx converge car f est nulle en dehors
0
de [0,1] et xf(z) > 0 pour x €]0,1].
Comme z +— zf(x) est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 par la valeur
1
0, on en déduit que / xf(x)dx est impropre en 1. Soit alors 0 < A < 1, et posons le
changement de variable affine u = 1 — x pour obtenir :
A 1-A 1
/ :cf(x)da?:—/ (l—u)f(l—u)du:/ (1 —w)f(u)du car f(1 —u)= f(u).
0 1 1-A
Donc, par linéarité de 'intégrale on obtient :
A 1 1
/ xf(z)dx + / uf(u)du = / f(u)du.
0 1-A 1-A
De plus, X (©2) = [0, 1], donc I'intégrale a droite de 1’égalité précédente tend vers 1 quand
A tend vers 1. On obtient alors en faisant tendre A vers 1 :
A
lim 2 dr = 1.
lim /0 xf(x)dz
La limite étant finie, on en déduit que :
; . 1
X admet une espérance qui vaut ok
C.Leriche 3 www.mathsecg.fr
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6) a)

b)

1
2
3
4
5
6

7) Soient n >4 et 1 <k <

< Remarque

Une intégration par parties faisait aussi D'affaire et serait peut-étre mieux niveau
rédaction...

Comme U(9) = [0,1], SU(%) = [0, /2] done sin? (gU> @) = [0,1].

Siz<0: Fy(x)=0
Siz>1: Fylz)=1.
Size[0,1]:

Fy(z)=P(V <z)=P (sin <72TU> < \/§> =P (U < iarcsin(ﬁ))

ou on utilise la croissance de la fonction arcsin sur [—1, 1] (qui découle de celle de sin sur
[—7/2,7/2]). De plus, comme U suit la loi uniforme on a :

2 2 1
P (U < arcsin(ﬁ)) = —arcsin(v/z) = —G(x).
s T s
0 sixz <0
1
Fy(z) =41 -G(z) si0<z<1.
T
1 siz>1

Comme Fy est continue sur R et de classe C'! sur R sauf éventuellement en 0 et 1 (& détailler
un minimum sur la copie) on sait alors que V est une variable aléatoire a densité, et une
densité de V' est donnée par FY, 1a ot elle est dérivable et en attribuant la valeur arbitraire

0 ailleurs (en O et 1) :
Loy siteo1]
fv(@)=qm :

0 sinon

On remarque alors que V et X ont des densités qui coincident sur R, comme la densité
caractérise la loi d’une variable aléatoire :

’ V suit la loi arcsinus.

Voici un programme qui convient :

import numpy as np

import numpy.random as rd

def arcsinus()
U = rd.random ()
V = np.sin((np.pi/2)*U) **2
return V

n

2

, femarquons :

G(k;tl) —G(i) —/:ng(t)dt.
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8)

De plus, par la question 4.(b) la fonction g est décroissante sur |0,1/2] et comme k < na

E+1 1 kE k+1
+ < o ainsi par décroissance de g sur l'intervalle [, + ] et par
n

n n
croissance de 'intégrale avec les bornes dans le sens croissant on a :

k
on en déduit que — <

k41 k+1

/Z" g(t)dt < /5 g (i) :

n k 1 1 1
Or, / g () = — = . On en déduit alors :

n [ i k(n —k)
\/ n (1 - a) v
k+1 k 1
n n k(n —k)
Un argument similaire convient pour prouver la deuxieme inégalité que demande 1’énoncé. Fi-

nalement,
(kn > G(k) = <G(nk> (k )
n k(n — k) n

.y ez . , . n . .
Les deux inégalités sont inversées si 5 +1 <k <n-—1 car dans ce cas on utilisera la croissance

de la fonction g.

an = |/n| convient.

Sommons dans la double inégalité de la question précédente :

- 1 k k—1
G - “\a) €
|nz|
k+1 BY _ g (lnel+1 o
> 6(50)- G<n>—G(n)‘G<n>
Or, par téléscopage : ’CL;J

Z6()-e () e (50 e (=)

On obtient alors la double inégalité suivante :

o () —a () < 3t co (i) o (=),

De plus, par le préliminaire et la continuité de G sur [0, 1], on a :

) =G(z)et lim G (VZ”J) = G(2).

n——+oo

lnx| +1

lim G(

Les propriétés de la suite (ay,), et la continuité de G sur [0, 1] nous donnent :

lim G(‘Z‘):G(O):Oet lim G(a”_l):G(O)zo.

n—-+oo n——+oo n

En mettant ensemble les résultats précédents, on en déduit par un théoréme d’encadrement :

[nz]
lim

n—>+oo Z \/T

= G(z).
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9) Soit i € N*, comme X;(2) = {—1,1} : Y;(Q) = {0,1}. Donc, Y; suit une loi de Bernoulli de
parametre P(Y; = 1) =P(X; =1) = 0.

Y; suit une loi de Bernoulli de parametre 6.

n

(S +n) (Z X+ > = Z Y;. De plus, X4, ..., X, étant indépendantes on en déduit par
i=1

le lemme des coalitions que Y7, ..., Y, sont indépendantes. La stabilité de la loi binomiale nous

permet alors d’en déduire :

1
5(8" + n) suit la loi binomiale de parameétre n et 6.

10)
P(S1=-1)N(S2=1)=P((X1=-1)N(X2=2)) =0 car Xo(Q) ={-1,1}
P(S1 = —1)P(S2 =1) # 0 car —1 et 1 sont dans le support de S; et Ss.

‘Les variables aléatoires S,, ne sont pas indépendantes mutuellement. ‘

11) Comme 6 €]0, 1[ une étude de fonction classique (ou une identité remarquable) montre que :

0(1—0) <

DN | =

Comme la suite de variable aléatoire (X;); est une suite de variables aléatoires iid qui ont un
moment d’ordre 2 non nul (elles prennent un nombre fini de valeurs), le théoréme central limite
nous donne :

=* L N . . , ’ .
S, — Z ou Z suit la loi normale centrée réduite.

On sait alors en revenant a la définition de la convergence en loi et en considérant n suffisamment
grand :
Ve eR, P(—z <S5, <z)=20(z)—

S, —E(Sn) S, —20+1

/V(S,,) - 2/0(1—0) v (*)

On en déduit alors pour x € R:

Or, 5, =

P (—m <G, < a:) =2P(z) —

2,/0(1 —0)
;(1—2\/9(1—9)\%+5)§ _2<1+2\/9Tf ))_2q>(a;)—1
:>|P(;(1—fﬁ+sn)§ ;<++S))>2<I>()—1 (k)
Or, pour z =t, on a 2®(x) — 1 = 1 — . L’inégalité précédente devient alors :

1 ta, — 1 ta, = —
Pl=(1——= << -1+ — >1-
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La définition d’un intervalle de confiance de niveau de confiance 1 — « nous permet alors de
conclure :

[1 (1 _ta —i—Sn> , = (1 + == —1—57,,)] est un ICA de 6 de niveau de confiance 1 — .
2 Vn 2

< Remarque

Pour détailler (%) : on utilise la linéarité de l'espérance et l'indépendance des variables
aléatoires X; pour calculer I'espérance et la variance de S,,. Une fois que 1’on fait apparaitre
X1 on peut encore gagner du temps en ’écrivant comme combinaison linéaire de Y7 dont
on connait la loi.

Pour détailler (xx) : On utilise le majorant de \/6(1 — ) ce qui nous permet de créer un
intervalle de longueur plus grande que celui qu’on avait avant 'inégalité, d’ou le ">" qui
apparait.

12) a) Partant de 0 il est impossible de revenir en 0 en 2k 4+ 1 déplacement de longueur 1 sur Z.

\[P(S%+1 =0) = 0.\

b) Soit k € N, procédons par dénombrement :
e Considérons I'éventualitée w = (X1 =1)N...N (X = 1)N(Xpp1 = —1)N...N(Xo = —1).
L’indépendance des X; et la loi des X; nous donnent :

P({w}) = 6%(1 - O)*.

De plus, pour compter le nombre d’éventualitées qui réalise (Sax = 0) il faut d’abord choisir

parmis les 2k déplacements (X1, ..., Xox) ceux qui valent 1, il y a donc (zkk) choix. Une fois
ce choix fait, il reste a choisir ceux qui valent —1, il reste donc (zkk_ k) = 1 choix a faire.
Finalement,

P(Sar = 0) = (3)6%(1 — )~
< Remarque

Un événement A se décrit a ’aide des éventualitées qui le réalise, donc :

P(4) =P ( U {w}> =Y P({w}) = card(A)P({w}).

w€eA wEA

13) Détaillons proprement 1’égalité d’événement (L,, = n) = (Sz, = 0) :

e Supposons que (L, = n) est réalisé, il existe alors w € Q tel que L,(w) = n. Par définition de
la variable aléatoire L, on a alors :

max{k € [0,n], Sor(w) =0} =n

Donc Sy, (w) = 0 et alors ’événement (Ss,, = 0) est réalisé.
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e Réciproquement, si ’on suppose que I’événement (Sz, = 0) est réalisé alors il existe w € € tel
que Sop(w) = 0. Comme k varie dans [0,n], on a donc : Ly (w) = n.

Ainsi, par double inclusion on a bien I’égalité d’événement. On en déduit alors :
P(L, =n) = P(S2, = 0) = (*")6"(1 — 6)" par la question précédente.

P(L, =n) = (*")0"(1 - )"

14) Soit k € [0,n — 1],

a)

b)

e Supposons que (L, = k) est réalisé, il existe alors w € Q tel que L, (w) = k. Par définition
de la variable aléatoire L,, on a alors :

max{i € [0,n], Soi(w) =0} =k

Donc le plus grand indice ¢ de [0,n] pour lequel So;(w) = 0 est k, ce qui implique néces-
sairement (car pour les indices impairs on sait que la variable aléatoire Sg; 41 est toujours
non nulle):

Sok(w) =0, S9k11(w) # 0, ..., Sop(w) #0
Et alors I’événement (So = 0) N (Saxr1 # 0)... N (Say, # 0) est réalisé.
e Réciproquement, si I'on suppose que I’événement (Saox = 0) N (S2x4+1 # 0)... N (S2, # 0)
est réalisé alors il existe w € Q tel que Sog(w) =0, Sopt1(w) # 0 ... Sop(w) # 0. Ainsi, le
dernier indice i de [0,n] pour lequel on a Sy;(w) = 0 est k, donc : L, (w) = k.

Ainsi, par double inclusion on a bien :

| (L = k) = (Sak = 0) N (Sak41 #0)... N (S2n #0). |

Supposons que I’événement (S, = 0) est réalisé c’est-a-dire qu’a l'instant 2k le marcheur
aléatoire est en 0.

On veut que I'événement (Sor41 # 0)... N (S2, # 0) se réalise, c’est-a-dire que le marcheur
ne revient pas en 0 pour les prochaines marches (la 2k + 1—eéme, ..., la 2n—eéme).

Comme on sait que le marcheur est en 0 a 'instant 2k on peut considérer que la marche est
réinitialisé a 'instant 2k, qui devient donc 'instant 0, ainsi 'instant 2k + 1 devient 'instant
2k +1 — 2k, ..., 'instant 2n devient l'instant 2n — 2k. On obtient bien :

P (55,=0)((S2k+1 # 0)... N (S2n # 0)) = P((S1 # 0)... N (So(n—r) # 0))-

< Remarque

Pour davantage de rigueur : Comme P(Sy; =0) # 0, on a :

P((Sgk = 0) N (52k+1 #+ 0) n...N (Sgn =+ 0))

P ($5,=0) ((S2k41 # 0) N ... N (S2n # 0)) = P(Sa = 0)

Or, pour tout ¢ € [1,n — 2k], Soky;i = Sok + Xog+1 + ... + Xokys. Donc en tenant
compte de So; = 0, on obtient en notant Py, = P(g,, —0)((S2k+1 # 0)N...N (Sa, # 0))

b _ P(S2%=0) 0 (Xoky1 #0) 0.0 (Ko + . + Xon # 0))
kn — [P(S2k — 0)

Mais Xog11, ..., Xog+1 + ... + Xop sont des variables aléatoires indépendantes de So

C.Leriche
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par le lemme des coalitions car Sy ne dépend que de X7y, ..., Xok, ainsi :

P P((Sor = 0))P((Xok+1 #0) Moo N (Xogg1 + ... + Xop #0))
kn = [P(Sgk = 0) '

Comme les X; suivent toutes la méme loi, on a :

(Xog+1 #0) = (S1 #0), ..., (Xogg1 + ... + Xop #0) = (SQ(n,k) #0)

et on retrouve bien le résultat.

15) e Sik=n: p,—, = po = 1 donc la question 13. nous donne le bon résultat directement.

e Si k € [0,n— 1] : Les questions 14.(a) et 12.(b) nous donnent (car P(Sg; = 0) # 0) :

2k

[P(Ln = k‘) = [P(Sgk = O)P(Sgkzo)((52k+1 75 O) n...N (Sgn #+ 0)) == </{7

) Hk(l - e)kpn—k~

2k

Vn € N*, Vk € [0,n — 1], P(L, = k) = (k

>9’€(1 — 0 p,_p.

16) a) Il est clair que S;(w), ..., Sy(w) sont tous des entiers. De plus, on sait que pour tout i €
llbracketl, r—1], Siy1(w) vaut S;(w)+1 ou S;(w)—1 on remarque donc que dans ’ensemble
{S1(w), ..., Sr(w)} chaque couple d’entiers (S;(w), Si+1(w)) est un couple d’entiers successifs.
En balayant alors ’ensemble de la gauche vers la droite on se rend compte qu’il n’y a que
des entiers qui se suivent par rapport a la relation <, finalement :

‘ {S1(w), ..., Sp(w)} est un intervalle d’entiers. ‘

b)
2n
-

k=1
2n

:P<ﬂ(5k>0)U(Sk<0)>
k:;n 2n

:IP( ﬂsk>0>u<ﬂsk<0>> (*)

k=1 k=1
=P(D}) +P(D;,) (par incompatibilité)
P(D,) = P(DI) + P(D7).
rQ/‘Remarque

Pour justifier proprement (x) : Si tous les Si sont strictement "positifs ou négatifs"
alors ils sont tous soit "strictement positifs" soit "strictement négatifs" car si ce n’était
pas le cas on aurait par exemple un S; > 0 et un S; < 0 mais comme les Si ne
prennent que des valeurs entieres alors il existerait S;, = 0 ce qui est absurde lorsque
I’on décrit D,,.
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l , Comme la réciproque est évidente, on a bien I'égalité (x). J

17) (Son, > 0) = (Sgn =1U G Son = 27“) = ( CJ Son = 2r) (car & un instant pair le marcheur ne
r=1 r=1

peut pas étre en position impaire). Notons cette relation (A). De plus,

2n—1
( ﬂ Sk > 0) N (San = 2r)>> (par incompatibilité)

k=1

|
(e (3-2)
.

S > 0) (par la relation (A))
1

n
P(Df) = any
r=1

18) a)  Considérons dans un premier temps r > 2 :
eSig=r—1:
[P(Anfl,v“fl)(An:r) = [P(Anfl,'rfl) (S2n72 >0NS9,-1>0NS8y, = 27“)
= [P(Anfl,rfl) (21‘ —2>0NS89%_1=2r—1n5Sy, = 27")
= [P(Anfl,'r'fl) (Q NXop1=1NXg, = 1) (CO,T r > 2)
(Xopn—1 =1)P(Xo, =1) (par indépendance des X;)

P
1
4

Comme P(A;—1,-1 N Ap;) =Pra y(Anr)an—1,—1. On en déduit que :

n—1,r—1

1
[P(An—l,r—l N Anm) = Zan—l,r—l-

e Si g =r+1: largument est exactement le méme que le précédent.
*Sir=1: A,_1,-1 est vide donc 'égalité pour les deux cas précédents reste vraie aussi.
eSig=r:
[P(AnfLr)(A"J‘) = [P(Anfl,r) (Sgn72 >0NS9,-1>0NSy, = 27“)
= [P(Anfl,r) (2’!“ >0N (Xgn_l = 1) N (Xgn = —1)) U (Xgn_l = —1) N (Xgn = 1)))
= [P(Anfl,rfl) (Q N (Xgn_l = 1) N (Xgn = —1)) U (Xgn_l = —1) N (Xgn = 1)))
=P(Xop—1 = 1)P(Xop = —1) + P(Xop—1 = —1)P(X2, = 1)

1
2
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1
On en déduit alors : P(A,—1,NA,,) = S 0n—Ly-

e Dans les autres cas la valeur que prend Sy,—o sera a une distance strictement supérieur a
deux par rapport a celle que prendra S5, mais il est impossible en faisant seulement deux
nouvelles marches de +1 ou —1 d’atteindre la valeur de S5,. Finalement,

1
—Op-149 Sig=r—loug=r+1

|P<An—1,q N An,r) = lean—l,q sig=r

2

0 sinon

b) Considérons le systeme complet d’événement (A,_14)1<q, par la formule des probabilités

totales on a alors :
—+oco

[P(An,r) - Z [P(An—l,r—l N An,r)-

q=1

Donc en utilisant le résultat de la question précédente, on obtient bien :

1
Qpr = zan—l,r—l + ian—l,r + Zan—l,r—l—l-

P(0) sir>1

19) e Pour n =1 : Soit r € N*, a1, = P(41,) =
) b ( 1’) {”D(Al,l) sir=1

Or, P(A11) =P((S1 >0)N(S2 =2)) =P((X1 =1)N (X2 =1)) = —. Donc :

0 sir>1
a1 = 1

1 ((2x1-1\ [2x1-1 0 sir>1
Deplus,ﬁ . 1) 14 =<1 1 1 . 1
r— r - — =
1y 5 sir
Donc, on obtient bien :
Vr > 1 1 2x1-1 2x1-1
Pes =\ e -1 1+r )

Soit e N* fixé. S e tout r > 1 = 71 n-l — n—1 et
® DOIt N Xe. dupposons qu our tou a
pp que p = L) Unyr i n 1 n

1 2(n+1)—1 2(n+1) -1
Vr >1 = - :

Par la question 18.(b) on a pour r > 2 :

montrons que :

1 1

An+1,r = Zan,r—l + ian,r + Zan,r—l—l
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20)

21)

2n

1 2n —1 2n —1 n 2n —1 2n —1 4o 2n —1 2271—1
4t \\n4r -2 n+r—1 n+r n+r+1 n+r—1 n+r
1 2n—1 + 2n—1 2n—1 2n—1
gt \\n4r—1 n+r—1 n+r n+r+1

-GGt - ()
e () - ()

ou les deux avant dernieres égalités se justifient a I’aide de la formule du triangle de Pascal.

Comme le cas r = 1 est évident, on obtient bien le résultat voulu. Le principe de récurrence
nous permet alors de conclure :

1 2n — 1 2n — 1
A% N*, V IN* = — — .
0 €N Y € N ans 4<(+_1) (+))

e Soit n € N*, d’apres les notations de 1’énoncé et la question 16.(b), on a :

pn="F (ﬁ& # 0) =P(Dn) =P(D;) + P(D,).

i=1

- "1 2n —1 2n —1 1 (2n—-1
Or, P(D}) =D any=» — (( ) — ( >> = ( ) par téléscopage.
= A \\n+r—1 n+r 4n n

1 (2n—-1
Par symétrie de la marche aléatoire (car on suppose désormais § = 1/2) : P(D,,) = Yo ( " > .
n

On en déduit alors :
_ 2 (2n-1 _i2x(2n—1)!_i(2n)!_i 2n
o=\ n 4n pl(n—1)!  4nonlnl 4n\n )’

1[(2x0
e Si n =0, par convention pg = 1 et ( ) = 1. On obtient bien :

40 0
1 (2n
a) Voici le programme :
1| import numpy.random as rd
2| def DernierPassage (n)
3 L =0
4 S =20
5 for i in range(l, 2*n+1)
6 S = S + 2*rd.binomial (1,1/2) -1
7 if S == 0 :
8 L =1i/2
9 return L

C.Leriche 12 www.mathsecg.fr



ECG2 Approfondies

b) La figure nous permet d’interpréter avec quelle fréquence apparait chacune des valeurs que

peut prendre la variable aléatoire Ligg lors de 10000 réalisations. On remarque la répartition
de ces valeurs est proche du graphe de la fonction g de la partie 1. on peut alors conjecturer

: . Lo : . :
La variable aléatoire 100 semble converger en loi vers une loi arcsinus.

< Remarque
Un point remarquable que nous donne la figure est le suivant :

Le dernier retour en 0 semble se produire plus souvent au début de la marche aléatoire
ou alors a la fin de la marche aléatoire. Contre-intuitif non?

22) a) Soit n € N*, C), # 0.

Ainsi, |up41 — up| ~ —

+1(2n+2 ﬂi
A+l \n+1 ) y/n (?7)
/ +l}(2n+1)(2n+2)
nd (n+1)(n+1)
([ Tl2@n )
nd n+1
T14n(1+ 1)
—In(/14+ - "2n)
o +n4 n(l—I—rlL))
1 1 1 1
:1n<1—|—>—|—ln(1—|—)—ln<1+>
2 n 2n n

_1(1 1+1>+1 1+1 1+1 1+(1>
+002\n  2n2  3n3 2n  4n?2  16n3 n @ 2n2  3nd © n3

Il
—
=
N T N N N N
—_

- L 5 .
5, comme la série de terme général — est convergente (combinaison
n n

linéaire d’une série de Riemann convergente), on peut conclure par critére d’équivalence
des séries a termes positifs que la série de terme général u, 1 — u, converge absolument.
Finalement,

‘La série de terme général u, 1 — u, converge. ‘

n—1

b) soit n > 2, par téléscopage : Z Uk4+1 — Ug = Up — U7, donc :

k=1

n—1

Up = Ul + Z Uk41 — Uk
k=1

C.Leriche

13 www.mathsecg.fr



ECG2 Approfondies

Par la question précédente on sait que la suite des sommes partielles de la série de terme
général u,4+1 — u, converge, notons ¢ sa limite. Ainsi, :

lim u, = ¢4 ug.
n—-+o0o

De plus, C), = e" et comme on vient de montrer que (u,) converge vers £+uj, la continuité

de 'exponentielle en £ + u; nous montre que hrf C,, = et"1 La limite étant finie, on
n——+0oo

peut conclure :

‘ (Cp)n converge. ‘

23) Soit z €]0, 1],

a)
IP<Ln” <:r:) =P (L, < nx)
=P(L, < |nx]) (car L,(Q) = [0,n])
Ln)
=> P(L,=k)

[nz)
2k\ 1
= Z ( 1 ) qEPn—k (par 15.)
=0

2k 1 1 2(n —k
k>4k4n—k<(n—k)> (par 20.)

(222 5 () (00)

b) Soient n suffisamment grand et k € [ay, [nz|]. Par définition, on a :

VE (26N Vn—k (2(n — k k n—k
Ckc"‘kzyf(zk)zw—ic(%n—k)) 4”<2k><(n—k)> b = k).

2k\ (2(n— kK 4n
On en déduit que : (k‘) < (: i )> = kaCn_k.
Comme pour tout k dans [ay, |[nz]] : m, < CpCp—_ < M, on obtient :
4" 4” 4n
mpy Ckcn k< My

vk VE(n —k) k(n — k)
4”
( )( )S Rk
1 2(n — k) 1
k(n—k) 4<k>< n—k >< k(n—k)Mn

a8 1 1 (2 (2n- k)| _ K1
:Zm"\/—k)<z4n<k><n—k>< o R

k=an k=an

:>mn

| /\

= m,

IN
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Finalement, on obtient bien :

L"f 1%’”(%)(( k)) ML’"”Z“’”:

My, —

k= an\/— 4 k=an k= an\/n—_
c) Vn € N*, 3k, € [an, ] tel que : i ﬁnin Ck = Ck,,. Ceci étant vrai pour tout n € N*, on

QAn,Pn

(’feﬁgﬁlﬂnﬂc’cl = (Ckn>n.

Or, pour tout n entier naturel non nul, «,, < k,, et comme lirf oy, = +0o on en déduit
n—-—+0oo

par théoréeme de comparaison que la limite de k, quand n tend vers 4oco est aussi +oo.
Ainsi, par la question 22.(b) on sait que :

a :

. 1
IR <keﬁ2i%nuck> = A Ok =

Un argument similaire au précédent nous donne le méme résultat pour la suite des max.
On a alors :

1
Les deux suites( min Ck) et( max Ck> convergent vers ——
n

ke€[an,Bn] k€[an,Bn] \/7>T
d) Remarquons: (x) my, > min Cyx min C,_pet M, < max Cipx max C,_p.
kEIIO‘THﬁTL]] kE[[an, nﬂ ke[[anvﬂnﬂ ke[[avuﬁn}]

L’encadrement de la question 23.(b) donne alors :

1 2k\ (2(n — k)) 1
miniman § = g < Ml,nM2,n § .
k=an V TL— 471 —an<k><n_k k:and<n_k)

ouonnote my,ma, = min Cipx min C,_pet My, My, = max Cpx max Cp_.
ke[[anvﬁnﬂ k’eﬂa»,“ n]] E[[anvﬁn]] ke[[an7ﬁn]]
La question précédente nous montre que lim mq ,ma, = lim M;,M>, = —. De plus,
n——+0oo n—-+00

par la question 8. on sait que :

Ainsi, par théoreme d’encadrement on peut conclure :

; 1 ) (200 - b)) _ Gla)
n—l>r—&r-loo 4”]c k n—k R

=an
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24)

2k
b) Notons:VkED\l,uk—<k>etvk—<

< Remarque
Justifions proprement (x) :

Considérons deux suites de réels positifs (un)ner et (vp)ner ot I est un intervalle
d’entiers. Comme I contient un nombre fini d’entiers, il existe ng € I et n; € I tels
que :

Vnel, up, > Up, €t vy > Uy, .

Comme uy,, et v,, sont positifs, on en déduit par produit :

Vn € I, unvp > UngUn, -

Ceci étant vrai pour tout n € I, c’est en particulier vrai pour l'entier ny € I qui
réalise le minimum de la suite (u,vy,)ner. On obtient donc :

i) > i i
ap(tnvn) 2 g (un)afplen)

Un argument similaire pour le max fonctionne aussi.

a) Il sufiit de prendre :

Vn € N*, a,, = |n'/3| par exemple.

2(n— k)

i ) Soit alors £ > 0, comme ug > 0, on a :
n—

up41 22k +1)
Uk k41

(Cf question 22.)

Ainsi, (ug)y est croissante si et seulement si, 2(2k + 1) > k + 1 si et seulement si, £ > 0.
On en déduit que la suite (ug)ken est croissante. De méme, on peut montrer que la suite
(vk)ken est décroissante. Deés lors, on obtient :

VEk € [0,a, — 1], 0 < ugvg < ug, -1

2(a, — 1 2
ol Ugq,—1 = < (an )) et vg = ( n)
a, — 1 n
En sommant alors pour les valeurs de k dans [0, a,, — 1], on obtient :

1 %2 (2K (2(n — k) 1% (2(a, — 1)\ (2n
= 5 ()0 =e 5 () ()

k=0 k=0

1% (2(a, — 1)) (2n 1 (2(an—1)\ (20 (2a, — 1)(2ay) 2n
O — = — e
b kZ:% ( ay — 1 n 4\ a, —1 n | 4nay,an X n n |
le terme général ne dépend pas de k.

1 2 4n
De plus, par la question 22. on sait que C, ~ — donc ( n) ~ ——— on obtient donc :

VLS n N

1% (2(a, — 1)) (2n 4a? o _9n 4 o dn
A =\ ap — 1 n a2 = /nm o Jm o \/n

C.Leriche

16 www.mathsecg.fr



ECG2 Approfondies

a
Comme la suite (a,,) vérifie : lim —= = 0 on en déduit :

n—)—i—oo\/ﬁ
1% 2(an — 1)) (20
s (o) () o

Ainsi, par théoréme d’encadrement on a finalement :

. 1%2 (26 (2(n— k)
nﬁlrfoo 4n k n—k -

k=0

L
25) Considérons n suffisamment grand et notons H,, la fonction de répartition de —, on sait que
n

L
—=(2) = [0,1]. Distinguons alors plusieurs cas :
n
eSiz<0: Hy(z)=0donc:
lim Hy(z)=0.

n—-+0o0o

1 (2
eSiz=0:H,(x) =P(L,<0)=P(Ly,=0)=p, = 4n< n> par la question 20. Or, par la
n
1

question 22.(b) on sait que p, ~ —— et comme C,, tend vers

Vi VT
lim H,(z) =0.

n—-+00

on en déduit que :

e Si 0 <z <1: Considérons une suite (a,) qui vérifie les hypotheses de la question 24. (alors

elle vérifie aussi celles de la question 23.), on a :

o) ok (2(n — k
- SE )

k=0
192t 2k (20— k) 1 % (2K (200 — k)
-2 ()02 ()0

Donc par les questions 23.(d) et 24.(b) on obtient :

lim H,(z) = lG(:E)

n—-+oo e

L
e Si z >1: Comme — prend ses valeurs dans [0, 1], on a directement :
n

(par 23.(a))

ngg-loo H,(x)=1.
On obtient donc :
0 siz <0
. 1 .
ngrfoo H,(z)= ;G(m) si0<z<1
1 six > 1.
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Or, d’apres la question 5 en notant X une variable aléatoire qui suit la loi arcsinus on a :

0 sizx <0 0 sixzx <0
1 /= . 1

Fy(z) = %/0 gidt si0<a<l={_G@) si0<z<I
1 siz > 1. 1 sixz>1.

On peut alors remarquer : Va € R, 3111 H,(x) = Fx(z). Ceci nous permet de conclure :
n o0

Ly : : :
— converge en loi vers la loi arcsinus.
n
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