BANQUE COMMUNE D’ EPREUVEb

CONCOURS D’ADMISSION DE 2009

Conceptions ;: H.E.C. - E.S.C.P.- EAP 283

OPTION SCIENTIFIQUE CCIP_M2_S
MATHEMATIQUES I

Mardi 5 maj 2009, de 8 h. 412 h,

La présentation, la lisibilité, lerthegraphe, la qualité de |a rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies,

Les condidats sont invités 4 encadrer dans la mesure du passible les résultats de leurs caleuls.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document @ Putillsation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite, Seule I'utilisation d'une régle graduge est autorisée,

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lul semble 8tre une erreur d'énoncé, il fa signaleru sur sa copie et
paursuivra sa composition en expliquant les raisons des inltiatives qu'il sera amené & prendre

Dans tout le probléme, N désigne un entier supdrieur ou égal 4 1.

On neote E(X) et V(X)) respectivement, 'espérance et la variance lorsqu'elles existent, de toute variable
aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé,

Soit {Un}nyz1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (12, A, P}, mutuellement
indépendantes et de méme loi uniforme discrite sur {1, N].

On pose, pour tout n de N* : T, = sup(U1, Uy, ..., Uy} et Zy = inf (U4, Uy, ..., Uy). On admet que 17, et
Zn, sont des variables aléatoires définies sur (£, .4, P). Ainsi, pour tout w de ), on a:

Tal(w) = max(U, (W), Us(w), ..., Up{w)) et Z.(w) = min(t {w), Valw), ..., Unlw))

On rappelle que st C désigne un élément de A, on note 1y la variable aléatoire indicatrice de 'événement
C, définie sur ({2,.4, P) par:

siwe
( w) = { wgl
k .
On pose, pour tout n de N*: d (V) = w st [V 22
st N =1

Préliminaire

1. Boit ¥ une variable aléatoire définie sur (), .4, P}, & valeurs dane [1, N]. Etablir les deux relations
suivantes :

N-1 N=-1
E(Yy= 3 P(Y>k) et EYN=)3 (2k+DP(Y >k
k=0 k=0
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Partie 1. Inf et Sup
2. Rappeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E(Uy) et de V(Uy).

3. a) Calculer, pour tout & de [1, N}, P(IT, < &]).
b) En déduire la loi de probebilité de T,

4. a) Montrer que la suite (dn{N))np1 est convergente et calculer sa limite.

b) Exprimer F{T,) en fonction de N et d,,(¥). En déduire la valeur de nEI-Eoo E(T).
¢} Btablir a formule suivante : V(T5) = (2N =~ 1)dn(N) ~ 2Ndp 41 (N} — d2(N).

En déduire la valeur de ﬂf{kwa(T}.). A

d) Montrer que si N 2> 2, on a.: “EI_?DD d;:‘_zir}\}f) =1- %'; en déduire que, lorsque n tend vers +oc, on
8 V(Toa} ~ da(N).

5. Déterminer la loi de Z,,. Calculer F(Z,) et V(Z,).

6. On rappelle que la fonction Pascal random(N) permet de simuler une variable aléatoire suivant la
loi uniforme sur [0, N —1]. Berire une fonction Pascal d’en-téte simulmax(n : integer) : integer qui
simule la variable aléatoire Ty,

Partie 1I. Couple (Inf, Sup)
7. On pose, pour tout nn de N* et pour tout couple (k,£) de N? 1 ¢, (k,£) = P([T,, € kN [Z. < {]}.
a) Montrer, pour tout (k, £) de [1, N1%, la relation suivante :

% stk !

¢n(kye) = . ji T B k- I .
N N ®
b) Etablir, pour tout (k, £) de [1, N}?, la formule suivante :

P(Tn = k|0 (Zn = €)) = $u(k, ) + bulk = 1,6~ 1) — dulk ~ 1, ) — dulk, €~ 1)
¢) En déduire, en distinguant les trois cas k < £,k = £ et k > ¢, Vexpression de P({T%, = k|N[Z, = &) en
fonction de k et £.
8. (r)nn donne, pour tout couple {m,n) de (N*)2, les deux relations suivantes :
DN -G+ G- 1= )t -t -
j=1

m
if) 34l + 1" = %"+ (- 1] = m(m -+ 1" - (m o+ Dm",

=1
2) En déduire, pour tout n de N*, la formule suivante : E{T,2,) = N (1 + dpa2(N)).
b} On note, pour tout n de N*, p, le coefficient de corrélation linéeire entre T, et 2.

Caleuler lim p, lorsque N = 2.
=400

9. a) Pour tout n de N* et pour tout couple (k,£) de 1, N}?, caleuler la probabilité conditionnelle

Pyt =k)([Zn = £).

b) En déduire, pour tout n de N* et pour tout & de [1,N], I'expression de 'espérance conditionneile
E(Z, /[T, = k]) de Z, sachant [T, = k].
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Partie ITI. Prévision

Pour n entier de N*, on dispose d'un {n + 1)-échantilion indépendant identiquement distribué (i.i.d.)
(U1, Uz, Upyt ) de la loi uniforme sur {1, N}
On pose : Ty, = sup{U, Ua, ..., Up) et Tnyy = sup(Uh, Ua,. .. Unp1) = sup(Tn Unsa )

N
Pour tout ¢ = (t1,12,...,tn5) de R¥, on pose : Wi(T,) = Etk X 1pp, =k

fe==x1
Dans cette partie, on se propose de déterminer la valeur de ¢ pour laquelle les deux conditions suivantes
gont vérifides

1) B{Wy(T0)) = E(Tnv1) s
1) E[(Tpa1 — Wi(T3))?] est minimale.
10. Montrer, pour tout k de [1, N], la relation : P([Wy(T},) = ta}) = P([T, = k]}.

11. Etablir, pour tout & de {1, N1, la formule suivante :
E(Tn+1 X 1[T“mk]) = E{T,—,+1/[Tn = kl) b P([Tn = kl)

12, a) Caleuler, pour tout couple (k, §) de [1, N12, P([T,, = kN [Tht1 = 4]).

b} En déduire, pour tout couple {k, j} de {1, N]?, la probabilité conditionnelle P, =3)((Tr1 = 7]).

¢) Déterminer, pour tout & de [i, N}, lexpression de I'espérance conditionnelle E(T .1 /[Th = &]) de
Tn1 sachant [Ty = k).

d) En appliquant la formule de l'espérance totals, déduire de la question précédente la relation suivante :

B(Tpy1) = N—;i + E’IN" (E(T3) ~ B(T)

N
13. Etablir I'6galité suivante : (Wy(Tn))? = 3 5 X 1z, -
k=1
14. Soit g la fonction définie sur RY & valeurs réelles par :
gltasta, .., tx) = E[(Tnga — We(Tn))?]
a) A I'aide des résultats des questions 11, 12 et 13, expliciter g en fonction des variables £,ts, ..., ty.
b} Montrer que ¢ admet un minimum giobal sur R¥ atteint en un point & = (81,8s,...,9~) que l'on

déterminern en fonction de E(Ty41 /[Ty = 1)), B{Thsr /[Th = A} - - ., E{Trsr /1% = N)).

15. Btablir les deux relations suivantes :

E (WH{TH)) = E(Tn+1) etV (WF[T;I)) € V(Tﬂ+1)

N
16. a} I:‘Jtablir, pour tout i de N*, I'égalité suivante : Zk‘ X L mh] = (T,,)i.
k=1
b} En déduire la relation suivante : We{T,,) = iv-—g:l + 511—\; (T2 - T).
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Partie IV. Estimation -

Soit I une variable aléatoire définie suf un espace probabilisé (ﬂ,'A, P), de loi uniforme discréte sur
[1, N]. On suppose que le paramétre N est Inconnu.
Ceite partie a pour objet la détermination d'un estimateur ponctuel de N, sans biais et de variance
minimate,
Pour n entier supérieur ou égal & 1, soit (Uq, Us, ..., Iy) un n-échantillon iid. de la loi de U, _
17. Soit £ un réel strictement positif. On pose !

An{e) = [|Tn ~ Nl 2 €] et Bple) = [[Tn — E(Ta)l +dn{N}| 2 €]
a) Peut-on dire que T}, + dn (V) est un estimateur sans biais de NV 7
b} Montrer que la suite {Ty, )1 st une suite d’estimateurs asymptotiquement sans biais du paramétre N,
¢) Montrer que A, (g) C By(e) et qu'il existe un entler naturel ng tel que, pour tout n > ng, on & :
Bo{e} C [|Tn — E(To) 2 €/2).
- d) En déduire que la suite d'estimateurs (T;)n51 est convergente.

18, &) Calculer, pour tout n-uplet {uy,us,..., %) de [1, N]*, P( n[Uf = u;]).
f=1

b) En déduire que, pour tout & de [1, N}, la loi conditionnelle du vecteur aléatoire {1, Uz, ..., Uy} sachant
[Tn = k] est donnée par :

Pyt ( ﬁ[U! - u;]) - { F-—(—;c—:—f)—“ gl pour tout § de [1,n}, 1 Su; g Net [0B% () =
i=1 0 sinon

On remarquera que catte loi conditionneile ne dépend pas du paramétre N.

+1 _ -(k —_ 1)n+1

-k -1y

19. On pose, pour n entier de N* ; 8, = T+ 2, —1 et, pour tout k de [1, N1 : (k) = k

&) 'I\)!Iontrer que S, est un estimateur sats biais de N,

b} Etablir, pour tout k& de [1, N}, I'égalité : ¢ (k) = E(Sn/[Tn = &]).

¢) En déduire que ¥,{T},) est un estimateur sans biais de N.

d} On pose, pour tout & de [1, N] : ¢, (k) = E{82 /[Ty = k]}.

Ebablir, pour tout k de {1, N], l'inégalité : 92(k) £ @n(k) (on pourre utiliser la fonction définie sur R
A B((8n — A)?/[Tn = K1)). En déduive quo V(¥ (Th)) < V(8n).

e) Calculer V(8,). En déduire que t,(T},) est un estimateur convergent de N.

20. Boit, pour n entier de N*, un estimateur sans biais R, du paramétre V.

On puse, pour tout & de [1, N] : fu(k) = E(R,/[Ts = k).

n) En utilisent une méthode analogue & celle de la question 19.d, montrer que : V{fn{Th)) < V(Ra).

b) Soit F une fonction réelle. Montrer que, pour n fixé dans N*, la condition ¢pour tout N de N*,
B(F(To)) = N'» est vérifide, 8i et seulement sl, pour tout & de [1,N], on & : F(k) = ¢, (k}.

c) En déduire que dans I'ensemble des estimateours sans bisis de IV, lestimateur 1, (1%} est optimal, dans
le sens ot V(9p(T,)) est minimele.

La partie IV constitue une démonstration du théoréme de Lehmann-Scheffé dans e cas particulier d'une
loi uniforme sur [1, N}, avee N inconnou.
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function simulmax {(GN,n:integer) :integer; FS

var k,max, s:integer; L vaadtevminwdwelle

begin

V4 dile dnn 0ddukow .
Ele ¢ poe s

max: =random (GN) ;

For k:=2 to n do
begin Tuz Sup Vg3, 03,0, V3] 41 .

g:=random (GN) ;

If g>max then max:=g;

end;

gimulimax:=s+1;

end;

function simulmax2 (GN,n:integer) :integer;
var k,max,s:integer;
begin
max: =random {(GN) +1
For k:=2 to n do
begin
s:=random (GN) +1;
If s»>max then max:=g;
end;

gsimulmax2:=g;

end;
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