WO 7cov 1T

D.M. 10

Pour Lundi 14 mars 2011

La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisennements entrerent
pour une part importante dans Fappréciation des copies, )

Les candidats sent invités & encadrer dans lo mesure du possible les résuitats de leurs caleuls.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document + l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
inferdite,

Seuvle [utilisation d'une régle gradude est autorisée.

Toutes les variables aléatoires qui inferviennent dans ce probléme sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (£, A4, P). Sous réserve d’existence, on nate E{X) et V(X)) respectivement, 'espérance
et la variance d'une variable aléatoire réelle X quelcongue. Pour toute variable aléatoire réelle X
admetfant une densité sur R, notée fx, on note Dx 'ensemble des réels & pour lesquels la variable
aléatcire e*X admet une espérance, et on note ®x la fonction définie sur Dy par : Tx (s) = E(esx).

On admet les résultats suivants :
« 5i deux variables aléatoires X et ¥ sont telles que $x et ®y coincident sur un intervalle ouvert non
vide, alors X et ¥ ont la méme loi}

+ sl 7 est un entier naturel non mul, et X1, Xq,..., X, des variables aléatoires réelles quelconques,
mutuellement indépendantes, alors, pour tout entier p de [i,n — 1] et pour toutes fonctions réelles
continues ;1 et vz, les variables aléatoires ¢1(X1,...,Xp) et @a(Xpp1,. .., Xy) sont indépenduntes ;

» 51 X el Y sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérancs, alors XY admet une
espérance, et B(XY) = E(X)E(Y).

Joo _ a2
La fonction exponentielle est également notée exp. On rappelle que : f exp (uzi) dic = /27,

—Do

Dans tout le probléme, I désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.
Préliminaire

: +mo ’ .
On rappelle que, pour tout s de Px, ona : ®xls) = f explsa) fx (x)du.
—Da
1. Soit « un réel non nul et & un réel guelconque,
+oo
a) Monirer que lintégrale exp(—ar?}dz est convergente si et seulement si o > 0, et vaut alors \/E .
a
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+eo
b} En déduire que l'intégrale / exp(—az® +br)ds est convergente si et seulement si a > 0, puis

o0 T b?,
montrer que dans ces conditions, on a f exp(—ua?® -+ bx)dx = 4/ 4 P (E)
-y

2. ) Déterminer Py ; pour tout s de Dy, caleuler By (s).

b) On pose : Z = U®, Btablir que : Dz =] — 00, =[; montrer, & Paide du théoréme de transfert, que pour
tout réel 5 de Dy, on a : @z(s) = (1 — 2s)~4/2,

3. Soit X une variable aléatoire réelle A densité, et soit p et F deux réels quelconques.

a) Montrer quun réel s appartient & Dy, x..p si et seulement si ps appartient & Dy, et que dans ce cas,
on a: ®,x49(5) = exp(Bs)Px(us).

b) On suppose que X suit une loi y de paramétre v, ol v est un réel strictement positif.

Montrer que | Dx =] ~ oo, 1[; pour tout s de Py, établir la formule : $x (s} = {1 — 5)7". De méme,
déterminer Dy ; pour tout s de Dax, caleuler $ox (s).

Partie I, Loi du x* centré

Soit  un entier supérieur ou égal & 1. On considére une variabls aléatoire X, suivant la loi I de paramétres
ph
(2, 5), ¢'est-A-dire que X, possiéde une densité fx,  donnée par !

S X exp (—%) siae >0
siz <0
On dit que X, suit une loi du x* (wchi deuxy} centré & v degrés de liberté, et on note : X, < X2

1
fx.(z) = {_2 T (3)
0

1. Btudier les variations de f %, €t tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

2. a) Montrer que la variable aléatoire i.;il suit une loi -y de paramdire % En déduire E(X,) ot V{X,).

b) Déterminer Dy, ; pour tout s de Dy, , calouler ®x, (s).

3. Soit n nn entier de N*. On considére » variables aléatoires indépendantes Tq,Us, ..., Upn de méme loi
que 7. Pour tout ¢ de [1, 7], on pose: Z; = U‘?.

a) Vérifier que X; et U2 sont de méme loi.

T
b) On pose : W, = Z Z,;. Quelle cst la loi de probabilité de W, ?
i=1
¢) Déterminer Dy, et pour tout s de Dy, exprimer ®w, (s} en fonction de s et de n. Btablir une
relution entre &y, (s} et Bz, {s), ©z,(s); ..., ¥z.(s)

? inconmue, o étant un

4. Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale contrée, de variance o

réel strictement positif. Pour # entier supérieur ou égal A 2, on dispose d’'un n-échautillon indépendant,

identiquement distribué (i..d.), T1, Tk, .., Ty de Ja loi de T On considére la variable aléatoire S, définie
1 T 5

par: S, = EZTV

i=1

a) Montrer que 5, est un estimateur sans biais et convergent du paramdtre o2,

b) Soit o un réel vérifient : 0 < & < 1, ot soit kg le réel strictement positif tel que : P({Wy 2 ka]) = 1—a.

Montrer que intervalle } 0, T—f—n] cst un intervalle de confiance de o? au risque .
ga



Partie II. Loi du x? décentré

On considére une suite (M;);»1 de variables aléutoires définies sur un espece probabilisé (2,4, P),
mutuellement indépendantes, telles que pour tout j de N*, Af; suive la loi normale d'espérance my
{(m; € R} et de variance égale & 1.

T ﬂ
Pour n entier de N*, on pose : ¥, = > M7 ¢t Ay =) _m],
j=1 =1
On dit que ¥;, suit une loi du x* décentré & n degrés de libertd, de paramdtre de décentrage A, 6t on
note : ¥y, — x2(n, Ap).
1. Dane cetie question uniquement, on suppose que l'entier n est égal & 1.
a) Montrer les deux égalités suivantes : B(U3) = 0 et E(U4) = 3.

b} En déduire, en fonction de A1, les valewrs respectives de E(Y1) et de V' (¥1).

1
¢) Montrer gue : Dy, =] - oo, 5[ et établir, pour tout réel s de Dy, , la formule suivante :

By, (5) = (1 —28)"/2 x exp (1%123)

2. Soit 7 un entier de N,
a) Caleuler B(Y,) et V{¥,) en fonction de n et Ay,.

1
b} On admet que I'on a : Dy, =] —co, —2-[ Pour tout s de Dy, exprimer Py, (s) en fonction de a7 et A,

Tt

Partie ITI. Nombre aléatoire de degrés ds liberté
Sur un espace probakilisé (£, A, P), on considére une veriable aléatoire X & valeurs dans R admettant
une espérance E(X), et une variable aléatoire K & valeurs dans N, On note Ny l’ensemble des cntiers
naturels & vérifiant P{{K = k|) > 0, ct on suppose que pour tout entier ¥ de Ny, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle Prr—g, notée E{X/K = k).
On admet alors 'égalité suivante : (*) B{X) = E B(X/K =k)P([K =k])

fE Mg
{E(X/K: k) sikeNg

¢

Soit. g Papplication définie sur ¥ par : g(k) = sing
inon

1. Vérification de la formule (%) sur un exemple.

Soit {J;);»1 une suite de variables aléatoires définies sur (2,4, P}, indépendantes et de méme loi uniforme

sur I'nitervalle [0,1]. Pour tout & de N*, on pose : Xj = sup (J;); autrement dit, pour tout w de §,
1<igk
Xilw} = lrélgg:k Ji{w). Soit K une variable aléatoire définie sur (€},.4, P) qui suit la loi uniforme diseréte

gur [1,7] (n € ¥*). On supposcque K est indépendante des variables aléatoires de la suite {Ji}iza.
Pour tout w de (3, on pose : X{w) = max Ji{w), et on admet que X est une variable sléatoire définie

1€ICK (W)
sur (£2, 4, P).
a} Btablir, pour tout entier k de [1,n] et pour tout réel z, la relation : Plrx)([X € a]) = P([Xk € ).
b) Déterminer la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X

¢) En déduire que X est une variable aldatoire & densité, qui admet une espérance F£{X) que 'on exprimera
1]
k
fonetion d E —
en fonction de 2 P
d) Vérifier 'égalité (%) : B(X) = E{g(K)).

2. Soit {Ui)s»1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent Ja loi normale centrée réduite.
Soit K une variable aléatoire indépendante des variables nléatoires de la suite (U;);z1, qui suit la loi de

A .
Poisson de paramétre 5 strictement positif.



Pour 7 entier de N*, on pose : H, = U+ UZ +- -+ U.E_i_g & On admet que A, est une variable aléatoire

A clensité & valeurs positives, et que Dy, =1 — oo, 5[

Soit s un réel de ] — oo, %[

a) Montrer que pour tout & de N, la loi conditionnelle de Hy, sachant [K = &] est la loi de la variable
aléatoire W, .z, définie dans la question L3.b.

h) En posant : X = e*», déterminer, pour tout entier & de N, Pexpression de g{k} en fonction de k.

c) Btablir 1s formule suivante :

B(o() = (1 26) ™ x exp (12

d) En utilisant 1'égalité (x), admise au début de cetto partie, avec X = e*f=, déterminer la loi de H,.

&) A P'aide de la question III1.2.5, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 4 3, on a :

1 1
E(’ﬁ:) 2E(n~—2+21{)

Partie IV. BEstimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur ou égal & 3. On suppose qu'un modble aléatoire défini sur (02, A, 1) comporte
» paramdtres réels inconnus fq, . .., 8, non tous nuls, Un échantillon d’observations statistiques permet
d’exhiber des estimatcurs {j;,. . Sp sans hiais des paramétres 8y, ..., 0, respectivement. On suppose que
les variables aléatoires 0y, ..., 0p sont indépendantes et suivent une lol normale de variance égale 4 1,

Onpose:6=(81,...,6p),5=(ﬁ, p) B,,wz:ﬁ Ltbp—zﬁz

j=1
On dit tue le veeteur aldatoire 8 est un estimateur sans biais du paramétre vectoriel 8, et E(0) est alors
le vecteur 4.

On définit le risque quadratique scalaire d'un estimateur #* de 8, noté R(8*, 6}, par :

- 5(30-07)

Dans cette partie, on cherche un estimateur 6* de 8, représenté par un vecteur aléatoire (47,...,0;), dont
le visque R(§*,d) est strictement inférieuwr & R(0,4).

1. Justifier que la variable aléatoire B, suit la loi x*(p, b,), et qu’elle constituc un estimateur biaisé de b,.

2, On pose : 6* = (1 — Bi) X g, olt ¢ est un paramdtre rdel strictement positif. Soit A une variable
k »

aléatoire qui suit la loi de Polsson de paramétre -é’i

2K
a) En admettant que Fon & E( B, ;01 ) (m), établir Végalité suivante

RE0) - RO0) = -2t~ 2) < B (o)

b) Montrer que P'inégalité : {0, 9) < R(B,0), ost vérifide si et seuloment si 1 0 < ¢ < 2(p— 2).
Déterminer cn fonction de p, la valeur de ¢ pour laquelle R(6*,8) — R{#, §) est minimale.
Comment s'éerit alors Uestimateur 0* 7
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