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interdite,

Seule Futilisation d'une régle graduée est outorisée.

Le probléme & pour objet 'étude de quelques propriétés concernant le nombre de racines réelles d'un polynbme
de degré n, (n 2 1), & coefficients réels fixés ou aléatoires.

Dans les parties II et I1I, les polyndémes considérés sont A coefficients réels et on pourra confondre polyndme et
fonction polynomiale associée,

Pour toute fonction ¥ dérivable sur son domaine de définition, la dérivée de ¥ est notée ¥'.

Les quatre partles du probléme sont, dans une large mesure, indépendantes,

Partie I, Nombre de racines réelles d’un polynéme du second degré & coefficients aléatoires

On considére dans cette partie, deux variables aléatoires réelles Xg et X définies sur le méme espace probabilisé
(), A, P), indépendantes et de méme loi.
Pour tout w de £, on considére le polyndme Q, d’indéterminde ¥, défini par
Quly) = ¥* + X3 (w)y + Xo(w)
On désigne par M {w) le nombre de racines réelles de Q,,.
1. Montrer que 'application M qui, & tout w de §2 sssocie M(w), est une variable aléatoire définie sur (A, P
2. Soit Z une variable aléatoire définie sur (2,4, P), qui suit une loi de Bernoulli de parameétre p (w €0, 1)
On suppose dans cetbte question que Xy et Xy suivent la méme lof que 22 — 1.
a) Déterminer la loi de Xp, i
b} Déterminer la loi de M et calculer son espérance E(M).
Dans les questions suivantes, on suppose que Xg et X1 suivent une méme loi exponentielle de parameétre 1/2.

Onpose : Yp = —4Xo, i = X2, Y =¥, + Y5, st on note Fy,, Fy, et Fy, les fonctions de répartition de Yo, Y1
et ¥, respectivement.

3. Montrer que l'on a, pour tout x réel :
_J1-eVE2 §iz>0 “{1 sizz0
FYl(m)_{O siz<0 et Fy(z) = 28 szl
En déduire P"expression d’une densité fy, de Yo ot d’une densité fy;, de ¥i.
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4. 8oit g la fonction définie sur R*™ par g(t) = % X exp [-—é— (% + v@)], ol exp désigne la fonction

exponentielle.

‘ oo
a) Etablir la convergence de Pintégrale impropre / g(t)dt.
0

b) En déduire qu'une densité fy de la variable aléatoire ¥V est donnée, pour tout z réel, par:

' iez"’gf-i-w (tydt siz <O
527 Jo 7

1 +o0
-ﬁemﬁ/ g(t)dt siz 20
&

fr(z) =

5, On désigne par & la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, redulte.

+oa
a) Justifier la validité du changement de variable 4 = +/t dans I'intégrale impropre / g(t)dt.
0

] +oo 1
b} En déduire que / g(t)dt = 4/e / e~v"/2dy, et donner, pour tout réel x négatif, 'expression de fy(z)
8 1

en fonction de @.

V2 x
¢) Montrer que, pour tout réel ¢ positif, on a: fy(z) = —geﬁs 1-9 % + 1) .

d) Déterminer la loi de M et son espérance E{M) {on fera intervenir le nombre &(1)).

Partie II. Suites de Sturm
Soit 7 un entier supérieur ou égal & 1, et soit P(X) = X"+ ag—1 X" 1+ -+ + 61X + g un polynome normalise
(as, = 1) donné, & coefficients réels. On suppose que toutes les racines réelles de P sont simples.

L'objectif de cette partie est de décrire un algorithme permettant de déterminer le nombre de racines réell
P appartenant 4 un intervalle donné [a, b].

es de

_ P

On associe au polyndéme P, la suite (R;)ixo de polyndmes définie de la manitre suivante Ry = ‘P ’ Ry = 1;;’
et pour tout entier j tel que R;41 # 0, le polyndme R; 7 est Popposé du reste de la division euclidienne de fy
par Rji1. 81 Hjp1 =0, on pose Rjpg = 0.
1. Montrer qu'il existe un entier k (k > 2), tel que Ry = 0. On note Ry, (m > 1), le dernier polyndme non nul
de la suite (R;)izo.
Dans toute cette partie, on pose !

R[} — S]_Rl - Rz

Ry = SR — Ry

Brmg= Sp1fp-y — Ry

R‘m—l = SmRm
2. a) Montrer que 'l existe un entier j de [0,m — 1] et un réel 2o tels que R;{ze) = Rj+1($0) = 0, alors
Plzg) = P'{zg) = 0.
b} En déduire que le polynéme R, n'admet pes de racine réelle.

¢} Soit 7 un entier de [1, — 1]. Montrer que si zg est une racine réelle de Hy, alors Rj_1($a) X Rj+1($0) < 0.

3. Soit 8 = (s1,82,...,8;) une t-liste (¢ > 2) de nombres réels non tous nuls. On Gte de s tous les elemen;S
nuls en préservant l'ordre, et on obtient ainsi une p-liste (p < &) § = (§,58,...,5). On s.ppelleﬁnf__ﬂ;lbre e
changements de signe de s, le nombre d'éléments de Pensemble £ défini par: € = {i € [1,p — 1] | &éisr < o}
Sip =1, on dit que le nombre de changements de signe est nul, D
Par exemple, si s = (0,3,0,5,-3,2), on a: §=(3,5,—3,2), et le nombre de changements de signe est égal & 2.
Pour tout réel =, on note respectivement Cy(x), Co(z) et Cx), le nombre de changements de signe du couple
(Ro(z), R1(x)), de la m-liste (Ry (), Ro(2), ..., Rm(z)), et de la (m - 1}-liste (Ro(z), Ry (z), Ra(®), + -+ R (%))

On désigne par zo une racine réelle du polynéme P.
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a) En étudiant les variations de P au voisinage de @o, montrer qu'il existe un réel 8 > 0 tel que, si h €)0,41);
ona: Ci(ze+h) — Ci{zg— k) = 1.

b} A I’aide de la question 2. ¢), montrer qu'il existe un réel 6, > 0 tel que, si h €]0,6[, on a: o
Calzg 4+ h) = Cp{mg — k) (on distinguera les deux éventualités : soit, zo n'est racine d’aucun des polynomes
R, Ra, ..., R, soit, 1 existe un entler j de [1,m — 1] tel que Ry{zo) = 0).

¢} Déduire des deux questions précédentes que pour § = min{8y, 82) et h €]0,6[, on a Clzo+h) — Clzo— ) = L
et que si a ot b sont deux réels qui ne sont pas racines de P et qui vérifient a < b, alors le nombre de Tacines
réelles de F dans {a,b] est égal & C(b) — C{a).

n=1
4, a) Boit @ une racine (réelle ou complexe) de P. Montrer que si |a| 2 1, alors |o|* € lafrt % Z1akl- En

k=0
-1
déduire, pour toute racine o de P, 'inégalité : laf € 1 + Z la].
k=0
b) Herire en frangals, un algorithme permettant de déterminer le nombre de racines réelles de P.
5. On définit en Pascal
const n = .,,;
Type tab = arrayll..n] of real;
Var T : tab;
Fierire une fonction Pascal dont en-tte est Function nbechgs(T : tab) : integer qui donne le nombre de
changements de signe dans la suite de réels (T[41, T[2],..., Tnl).

On tiendra compte du fait que le tablesu T peut contenir des éléments nuls, La fonction nbehgs n’utilisera que
le tablean T et aucun autre tableau auxilisire. On expliquera en frangais la démarche utilisée.

Partie II1. Un majorant du nombre de racines réelles de P

Soit V un polynéme de R[{X] tel que V(X) = VX ™+ 01 X1+ F 01X + vp, aVeC Um #0et m &N, On
pote V* le polyndme réciproque du polynéme V, défini par : V¥(X) = g X™ + vy X™ 1 + T"‘vm-lx +.”mt‘
Soit 72 un entier de N*, On considdre Papplication T' qui, & tout polyndme P de degré 7, normalisé, & 003?51‘9” 5
réels, P(X) = X™ + @51 X"V 4 -+ + a1 X + aq, associe le polynéme T'(P) défini par T{P)X) = XP(X).
On désigne psr No(P) le nombre de racines non nulles de P dans Pintervalle {—1, 1] comptées avec leurs ordrss
de multiplicité, par Ni(P) le nombre de racines de P dans | — 00, —1] U [1, +-oo[ comptées avee le.uzl's{ordres e
multiplicité, et par N(P) le nombre de racines réelles de P comptées avec leurs ordres de multiplicité.

1. a} Btablir, & Paide du théortme de Rolle, l'inégalité : N1(P) < My (T(P)) + 2.

b) Pour tout k de N*, on pose T* =T oT o --- o T (k fois}. Montrer que N (P) < Ni(T*(P)) + 2k.

2. a) Montrer que pour tout réel « non nul, on a P*{z) = z"P (%)
b) Montrer que N;(FP) = Np(P*}).

3. Pour tout réel = et pour tout entier naturel & non nul, on pose :

k K k
n—1 Y -
Qrlz) = 1+an (1 - l) E+an-2 (1 - %) 2% o ay (1 - gn—) "1, Montrer que (T*(P))* = n"Q
L

4. a) Etablir, pour tout réel y de [0,1], Pinégalité : (1 —y)e¥ £ 1. ’
b) On admet la propriété suivante : soit r et p deux réels tels que 0 < r < p. On note D, = {zeC JAEIRS ph

Soit U un polyndme de R[X] tel que U(0) 5 0. Soit 4 un réel strictement positif tel que pour tout}lz de .aDﬁ;,
[U{2)] £ . Alors, le nombre de racines réelles de U comptées avec leurs ordres de multiplicite, dans l'intervalle

. , 1 7
-r,7), est majoré par le réel : X 1n ( = )
=l w(2) AT

T -
En appliquant cette propriété au polyndme Q avec 7 = 1 eb p = e*/n (ke N*), dléduire des questions
précédentes que pour tout k de N¥, on a: Ni{P) < 2k + -f::ln(L(P)), avec L(P) =1+ Z lasl.
v i=0
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c) Soit 4 la fonction définie sur RY* par P(z) =2z + %’ o1 @ est un paramétre réel positif.
i) Etudier les variations de ¢.
i) Montrer que ¥{~/8/2 + 1) € 2+ 2v28.
iif) En déduire inégalité : Ni(P) < 2+2/2n In{L{F})}.
d) En supposant ag # 0, on démontrerait de méme {et on admettra dans la suite du probléme) gue :

No(P) € 2+2[2nln (L(P)>

C

Conclure en donnant un majorant de N{P), fonction des coeflicients ag, ¢1,.. ., Gn—1.

Partie IV. Nombre de racines réelles d’un polynéme de degré n & coefficients aléatoires

Pour 1 entier supérieur ou égal & 2, on considére dans cette partie, les variables aléatoires réelles Xy, X2, X1
définies sur le méme espace probabilisé (€, A, P), indépendantes et de méme loi de Poisson de paramatre A,
stricternent positif, '

Pour tout w de £, on considére le polynéme (u d'indéterminée y, défini par :

Quly) = ¥ + Xama 0" ook Xo(wly + 1 .
Soit M, (w) le nombre de racines réelles de Qu. On admet que Papplication M, : w — My (w) est une variable
aléatoire définie sur (£2, 4, P).

n—1
1. On définit la variable aléatoire L, par : L, =2+ ZX"' Soit Z, = L, — 2. Rappeler la loi de Zn.

i=1
9, A Paide des résultats de la partie IIT, montrer que pour touf w de,ona:

Mo(w) € 44 4v2n % v/ In(Znw) + 2)

3. Soit b une fonction de classe O%, concave sur R1. Soit W une variable aléatoire définje sur (A, F ), & valeurs
dans N. On suppose 'existence des espérances E(W) et B (R{W)).

&) Montrer que, pour tout coupls (zo, z} de réels positifs, on a ¢ A{z) € K (20)(z — o) + h{zo)-
b) En prenant mp = E{W), établir l'inégalité suivante : E(R(W)) £ W(E(W)).

4. 3) Montrer que la fonction p définie sur R par @(z) = +/Infx + 2} est concave sur rR*.
k
a
b) Soit @ un réel positif, Montrer que la série de terme général +/In(k + 2) x T est, convergente.

5. a) Prouver 'existence de 1'espérance E(M,).
b) Montrer que, pour teut réel g strictement supérieur & 1/2, on a:
E(M,

lim (M)

=t 0o ﬂﬁ = O

* FIN *
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Function nbchgs (n:integer;T:tab) :integer;
Uneversion 2 Qe

var j,c,k:integer;d:boolean;

Qs m mige e« begin
o 4 _ J:=0;¢:=0;
POUV CLanOniSey URE
. repeat

until (T[jl<>0) or (j=n);

if j<n then begin
d:=(T[i]1>0};
for k:=j+1 to n do
if d=(T[k]l<0) then begin
ci=c+1l;d:=(T[k]>0)};
end;

end;

nbchgs:=¢;
end;
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Program HEC_ 2006 MII;

const LongMax=10;

Type tab=array[l..LongMax] of real;
Funct}on nbchgs (n:integer; T:tab) :integer;
var j,c¢,k:integer;d:real;

begin

repeat
Jr=J+1;
until (T{jl<>0) or (j=n);

if j<n then begin )
d:=T[§];
for k:=j+1 to n do
if d*T[k]l<0 then begin
ci=c+l;d:=TI[k];
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end;
anth =0

end;
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