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Lo présenration, lo lisibilité, Dorthosraphe, la gqualité de fa rédaction, la clarté et la précision des
raisannements enfreront pour une part importante dans appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résuliats de leurs calculs.

s ne dofvent faire nusage o ancun document : 'utilisation de toute caleulatrice et de tout matérief électronigue
est interdile.

Seule wtilisation d'une régle graduée est autorisée,

Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé
(22, B, P) et & valeurs réelles. L'espérance d'une variable aléatoire X est notée E{X).
On admet les résultats suivants:

Y
i)

4).

st X et ¥ sont deux variables aléatoires possédant une espérance et vérifiant 'inégalité X € Y (¢’est-d~dire

vérifiant X{w) € ¥(w} pour tout élément w de €} alors on a 'inégalité : E(X) < E(Y).

Etant donné une fonction f continue sur [0, -}oo| ¢t une variable aléatoire ¥ possédant une densité
+o0

continue sur [0, +oof et nulle sur ] — o0, 0[, si Vintégrale Flu}plu) du converge absolument alors la

variable aléatoire f(Y) posside une espérance vérifiant E(f(Y)) = / o () (u) du.
0

Partie I Définition de Papplication L

On note E V'ensemble des fonctions f réelles définies, continues sur [0, +oo{ et telles que, pour tout réel =
+oa

strictement positif, Vintégrale f e 7' f(t) d¢ converge absolument.
0

a) Vérifler que E est un espace vectoriel réel.
b} Vérifler que £ contient les fonctions continues et bomées sur [0, +oo|.

Pour tout élément f de B on note L{S) la fonetion définic, pour tout récl o stricternent positif, par:

Jza .

U = [ e

. 0

a) Vérifier que L est une application linéaire de F dans Pespace vectoriel des fonctions de [0, +oof dans R,

b) Pour tout réel A positil ou nul, on note £ la fonction réelle définie par £4(¢) = e~ pour tout réel ¢
positif ou nul. Vérifier que, pour toul réel A positif ou nul, la fanction £, est dans E el, pour tout réel @
stricterment positif, calculer ey (2},

¢] Montrer que, pour tout réel A positif ou nul et toute fonction f de ', la fonctien =3 f est aussi dans 7
el vérifie, pour tout réel = sirictement positif, Pégaliteé : L{gy f){z) = L{f1(z + A).

On considére une fonction H éément de £, de classe C*| croissante et bornée sur [0, -l-oo[. Montrer que la

foniction H’ est aussi dans £ ct, pour fout réel «x stricternent positif, justifier égalité

LI (2) = —H(0) + zL{H)(x}

Soit une fonction f élément de E. Pour tout entier naturel n, montrer que la fonction qui & tout réel ¢
positif ou nul assocle £ f(1) est aussi élément de E.
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Partie II  Dérivabilité de la fonction L{f)

) [ ] L3N :I:
1} Soit A un réel non nul vérifiant Pinégalité |k| < 3

. . h?tz
a) Pour tout réel ¢ strictement positif, justifier Iinégalité: {e~ =)t _ ™= 4 pee | ¢ - g T

b) Pour tout réel T strictement positif, justifier Pinégalité :

T g (z+Adt ._e—wz:f.
/ (—-—-— Fy+ tc_mf(?‘,)) dt
o h

e} Iin déduive que L{f) est dérivable en x et que son nombre dévivé en = vaub:

0
B[y
2 4y _

R 4]

(140 @)= - [ ergear

d) Montrer que la fouction L{ f) est indéfiniment dérivable sur |0, +oo| et, pour tout enticr naturel k, donner
4 Valde d'une intégrale la valeur de la dérivée k-izme de L{f) en z.

Partie ITT  Injectivité de lapplication L: §f+— L(f)

Dans toute cette partie on considére un réel = strictement positif et une fonetion f continue of bornge sur
l'intervalle |0, +oof. Ains! f est élément de E.
1} Soit (X)), -4+ unesuite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielie de paramatre

] 1 . . =
égal & — {donc d'espérance z). Pour tout entier naturel 7, on pose S, = E X
&
k=1
a) Donner une densité de la veriable sléatoire S, .

. . LS
b) Donner une densité, qu'on notera ,, de la variable aléatoire —Z=-
T
2} a) Soit o un réel strictement positif, Prouver Pégalité :

lim P(Hi‘—x|>aD=0

H— oo \

) En utilisant la continuité de la fonction f en z, pour tout réel = stricterent positif, justifier 'existence
d'un réel ¢ strictement positil tel que, pour tout entier naturel n non nul, on a:

—

(B sl 5] <[22

5l
7%

c) Soit £ un réel strictement positil, Prouver I'égalité :

i, ([|1(2) 1] ¢ ) =0

L RR R o i

3) Onnote M un majorant de |f| sur [0, +ocf, wgn nal

a) Soit £ un récl stricternent positif. Pour tout entier naturel n7on note 4, 1'événement :

= [f(2) 10 <]

et 14, son indicatrice, Justifier 'inégalité snivante entre variables aléatoires ;

L

I(22) - 1w <o ta +2 -1

i

b) En déduire 'égalité :



4) a) Déduire des questions précédentes 'égalité :

flz)= lim ﬁ;/ "L ()e T g
ot =00 7 - f 0
puis 'égalité:

fizy= lm M(L(f).)(n_n(ﬁ)

n—+too {nn— 1)1z i
b) Montrer que si deux fonetions f et g continues et bornées sur Vintervalle [0, +oo[ vérifient Lify=Lig)
alors f et g sont égales.
¢) Montrer, plus précisement, que si deux fonctions f et ¢ continues et bornées sur Iintervalle [0, +oc|
verifiont L{f}(z] = L{g}(x) sculement pour tout & dans }u,4-co] (oll @ est positif ou nul) alors § et g
sont encore égales.

Partie IV, FEtude du régime permanent d’une file d'attente

Un certain jeur des clients arrivent dans une poste ne possédant quun scul guichet. Un client qui arrive dans
la poste soit se fail servir tout de suite s le guichet est libre, soit prend place dans la file d’atlente s lo guichet
est occupe, se falt servir dés que tous ses prédécesseurs dans la fle ont été servis et quitte aussill la poste. On
modélise cette siluation cn notant, pour tout entier naturel » non mil, T, Vinstant (aléaloire) d’arrivée dans
la poste du n-idme client, [V, sa durée -d’attente (aléatoire} dans la file (U, == 0 si le guichet est libre), S, la
durée (aléatoire) de son service au guichet et W, = U, + 8, la dirée de présence dans la poste.

1
On pose Th = 0 ef, pour toul entier naturel » non nul, on note A, =1, — Th_q et on a alors T, = FAY
P

=1
On fait les hypotheses suivantes

i) los variables aléatoires Aq, Ag,. AL, ..., 51,8s, ..., 9, ... sont indépendantes ;
i} les variables aléatoires 51, 5y,...,8q,... sulvent toutes la loi exponentielle de paramdtre u (d’espérance
o 1
égale & —);
J .
iii) Jes variables aléaloires Ay, Ag,. .., A,,... sont strictement positives el ont toutes la méme densité égale
sur |0, +oo[ & la densité d'une variable aldatoire exponentielle de parametre A {d'espérance égale & X] ;
iv) l'espérance commune des A; est supérieure & celle des S, clest-i-dire [T

Pour tout entier naturct » non nul, on note F,, la fonction de répartition de U, et G, celle de W, . On admet
que Fy et & sont continues sur [0, +oof.

n

i3ans les trofs premigres questions de cefte partie on considire un entier 7 au moins dgal & 2 , un réel x positif
ou nul et un réel A strictement positif,

1) Justifier les égalités: 17, = 0 sf Wao) — Ay <0 et U, = W,_; — A, sinon.
2) Justifier {'indépendance des variables aléatoires W,,_q et A,,.
3) ay Pour Loud entier naturel k. justifier Iinégalité ;
P[Woms = An <] 0[5 A <t 4 DR ) < P([Wami <o+ 6 1 DA] 0 [kh < A, < (k4108
puis Uinégalité :
(k4204

P( [Wﬂ_l —AL €N [;m < A, < (k+ 1)}1}) < e”‘f Ae™MG, i (x4 5) ds
: (k+1}k

b} Pour tout entier naturel k non nul, justifier I'inégalité :
P([w;?__L <o+ E;h} n [am <A, < (ki 1)};.]) < P( [Wn_1 AL € z] A [kh < Ap < (k| 1);&})

puls 'inégalisé

fefy
e_—).h/‘ ! MG (x ok s) ds g P( [ o1 — A, £ ‘L} i [kh €A, < (k4 l)h‘!)
(k—I3h ;
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¢) En déduire 'encadrement :

e_"""f "}”‘G’ —ilz+8) ds g Fplx) & e”"/ A M@z +5) ds
o A
4) Soit x un rée} positif ou nul. En utilisant I"encadrernent précédent, établir 'égalité :
+oe
Fa(z) = / Ae MG (x + &) ds
o . .
En raisonnant de la méme fagon on montrerait et on admettra Pégalité
4
Gulz) = f pe HE R {x—s)ds
a

5) On fait désormais, et jusqu’s la fin du probleme, 'hypothése que les fonctions F, et G, sont indépendantes
de n ot on nole F et G les fonctions vérifiant, pour tout entier naturel n non nul, F = F;, et G = Gy,
On dit alors qu'on étudie la file d'attente en régime permanent.

a) Pour tout réel « positif cu nul, établir I'égalité :

w

Flz) = Ac"“( ]D +5°e-%t Gty dt — ﬁ "ot G dt)

b) En déduirc, pour tout réel x positif ou nul, I'égalité:
. .
e (e = F0) - f e MG dt
i

6) a) Montret que la fonction H: z+— f e~  Gt) dt est de classe €7, croissante et bornée sur {0, +o0],

Pour oyt réel = strictement pO.‘:ltlf établir Pégalité : xL{H)(z) = L(G){z + A).

b) Montrer que pour tout réel @ vérifiant = > A, on a l'égalité :

L(F)(=) =

POy A
- )\L{Cf) (z)

r—A T-—

7} Montrer que la fonction & est de classe €1, croissante et bornée sur [0, +oof. Pour tout réel @ strictement
. positif, établir successivernent les égalités :

G'(z) = ~pG(z)+ pFlz) et L{G)z)= ( )}

8) a) Pour tout réel @ vérifiant x > A, justifier I'égalité:

] FO) rp A
LF){(z) = (£- )
(#)f=) p—Alr midp—2A
b) Pour tout réel @ positif ou nul, en déduire I'égalite
- F{0
l“1($) . ( ) (p‘ i Ae—{p—/\jx)
A
¢) Justifier que la fonction # admet la limite 1 on +oc et en déduire, pour tout réel o positif ou nul,
Pépalité :
Pla)=1— 2 ¢
- .
9y a) Montrer que, en régime pelmanen. le ternps passé dans la poste suit une loi exponenmelle de paramétre
épal & g~ A

b} On suppose qu’un autre jour les arrivées des clients sont en moycnne deux fois plus fréquentes et la durée
de service deux fois plus rapide. Que deviennent, en régime permarent, le temps rooyen passé dans la
poste par un client et la probabilivé d'8tre servi tout de suite ?
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