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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la védacrion, la clavté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des coples.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs caleuls.

Ils ne doivent fuire usage d'aucun document | Putilisation de toute calculatrice ef de tout matériel
dlactronique est interdite.

Seule 'wilisation d'une régle graduée est autorisde.

L'objet dn probléme est Vétude de qnelques aspects de la théorie classigue du risque dont le contexie et les
nttations sent introduits au fur et & mesore.

Dans tout e probléme, on considére deux suites de variables aléatoires réelles (Dn)nenr ot (Cn),ene, définies
sur un méme espace probabilisé {1, B, P), vérifiant les conditions suiventes ;

1) les variables aléatoires Ay, Ag, ..., A, ..., 0, Cy, .. +y Cn, ... sont indépendantes,

i} les variables aléatoires A, Ag,..., Ay, ... sont strickement positives et ont tontes la méme densité égale
sur 10, -+oo| & la densité d’une variable aléatoire exponenticlle d’espérance égale 3 1,

iii) les variables aléatoires C1,Cy,...,Cy, ... oot toutes la méme densitd qu’une variable aléatoire exponenticlle
d’espéravce égale & c.

On pose Ty = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, on note 7, i variable aldatoire définie par:

T, = Zai

il

On observera que la suite (T},),en st strictemont croissante ot que, pour tout entior naturel n, on a
Pegalive : Myt = Tnar —~ T '
Cn notera B(X} Pespérance d'une variable aléatoire X définie sur (Q, B, P').

Partie I  Etude d’une variable aléatoire

1} Pour tout entier naturel n, déterminer l'espérance et la variance de la variable aléatoire 70, .

2} Boit ¢ un réel positif ou mul,
a) Pour tout entier naturel n strictement supérieur & ¢, justifier 'inclusion entre événements :
[T <t] C [{Tn~n| 2 n—-1]
b) A I'side de V'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en déduire la valeur de n_]_irilmP ( [Th < t]).
+co
¢} En dé&dnire que V'événement ﬂ [T < t] est de probabilivé nulle.
k=l
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3) Soit ¢ un réel positif ou nul. Ftant donné un ¢iément w de Q, on note N (t){w} le plug grand élément de
Vensemble {n € N; T {w) < ¢} {qui contient 0) si cet ensemble est fini, et N{(t}(w) = 0 sinon.

On observera que, pour tout entier naturel n non mul, N(1) est égal & n si ef seulement si: T, Kt < Thys.
Meontrer que Uapplication /N(t) est une varisble aléatoire réelle vérifiant : P{[N({t)= ) P{{Ty > t]).
4} a) Pour tout entier naturel » non nul, reconnaitre la loi de ka variable aléatoire 1},.

b} Seit ¢ un réel strictement positif. Pour tout entier naturel = non nul, justifier Pégalité :
B, ket
i - u)“
1=
St e [ 2

teet
En déduire Iégalité : P ([N () <n]) = .
=0
¢} Pour tout réel ¢ positif ou nul, reconnaitre 1a loi de la variable aléatoire N{1).

Partie II  Etude de la probabilité d’&tre en déficit aprés le premier ou le second sinistre

Dans cette partie on cousidére deux réels a et r, r étang strictement positif e, pour tout lé{_.l positif £, on note

W0 (i) -
Ka(t) la variable aldatoire définie par égalité: K, (t) = a 41t — Z Ci  en convenant gue la sornme L C;
i=1 i=1

est mulle lorsque N{t) est nul,
En particuller, K.(Ty) = K,(0) = a eb, pour tout entier naturel n non nul, puilsque N (T} = n,

E(T)=a+rT =) Ci

Par exemple, K, (1) pourrait représenter le capital (aléatoire) auztelmps t d’une compagnie d'ossurance disposant
d'un copital initial (de montant o éventuellement néyatif ), percevant des primes (de montant égal & v par unité
de temps), et indemnisont des assurés victimes de sinistres de colts oldatoires (les C;) survenont & des detes
elles-mémes aléatoives (les T3 ).

Dans cette partie, le réel o ébant fixé, la variable aléatoire K,(t} sera notée plus simplement K(t).
1} a}) Déterminer une densité de probabilité de la variable aléatoire —rA; .
b) Déterminer une densité de probabilité f, continue sur R, de la variable aléatoire Iy = €y — #A;.

¢) En déduire 'expression de la Fonction de répartition F' de la variable L, puis 'égalité :

1—

. exp(g) sieag0
P ([K(T) < 0]) = ckr T

exp(:ﬂ} sia>0

c-r
2) On pose Ly = Oy — rAg et on considare la fonction ¢ associant & tout réel x le réel
9(a) = P({L1 < 7] 1 [L1 + L3 < al)
a} Pour tout réel A strictement positif, justifier les indgalités ;
gzt h)~gx)zPlz< i <2 +h)P(Ly<a— :,—h])

ah
9@+ 1}~ 9() < P(le < Ly <z -+ AP((Ly < a —a))

b} En déduire que la fonction g est dérivable & droite sur R avee, pour tout réel =, g,{x) = f{x)Fla —2).
Omn admet que g est dérivable sur R avec, pour tout réel x, g'(2} = f(2}F(a - 2).

3) a) Prouver 'égalité
P([Li € a]ln [L1 + Ly < a]) = Ilr-{l:looP([_-n <higaln{ly+La g al})

b} En déduire I' égalité:

P((li<anln+la<a)) = ]ﬂ f(&) (e —x) dx
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* ¢) Etablir les égalitds :
P((K(T)) < 0| U [K(Ty) < 0]) = 1 ~ f_ ; fo)Fla— 1) de
&t
PK(T) < 01U [K(T) < 0) = P([Ly > al) + /; F@) P(Ly > a—a)) dz

4) En déduire, dans le cas ol @ est un réel positif ou nul, Pégalité :

e 72
+ ) )

P(K(T) < QUIKE) < 0)) = - (14 -5

Partie ITT  Btude de la probabilité d’étre en déficit au cours dn temps : deux premiers cas

Dans cette partie, Je réel a n’étani plus néeegsairement ixé, on utilisera la notation K, (8).
Pour tout réel e, on note H{a} la probabilité suivante :

Joa

(a) = P( 1T < o])

=0

Dauns le conteste décrit plus haut, TI{a) représenterait lo probabilité que fa compagnie d’assurance (disposant
&'un capitul initial de montant a ) soit en déficit aprés un sinistre. En particulier T{a) =1 s a < 0.

1) Montrer que la fonction II est décroissante.
2) Pour tout réel a, quelles minorations de II{a) peut-on déduire de la partie IT?

3} On admet que la fonction IT est continue sur R, et vérifie, pour tout réel @ positif ou nul I'égalité :
[}
Wa) =P{{L, > a]) + [ Fa)a—z) dr
o —x]
Pourquoi, intuitivement, peut-on conjecturer cetie égalité ?

4) Soit ¢ un réel et n un eatier naturel.

a) Caleuler Uespérance de K, (75} en fonction de n, g, ¢ et r. Trouver sa Himite quand n tend vers Pinfini,
selon ies valewrs comparées de ¢ et r.

b) Calculer la variance de K, (T,) cn fonction de n, 7 et c.

5) Dans cette question, on suppose que ¢ est strictement plus grand que 7 et on cousidére un réel a positif
ou nul.

. . . N o s R TIVIR T
a) Pour tout entier n strictement supérieur 4 , établir l'inégalité
¢

P ([K{TW)<0]) 21~ ﬁ‘%ﬁ%ﬁ
b} En déduire Pégalité : [1{a) = 1.
) Dans votte guestion, on suppose que ¢ est égal & r et on considére un réel a positif ou nul.
a) Soit ¥ un nombre réel. En remarquant que, pour f,r?ut entier naturel a non mi, on a Pégalité
Ku(Ty)=a- Y (Ci—1A)

=1
et, & aide du théoréme de la limite centrée, exprimer le réel ].il:l{_’l P ([K,(T,) € a +yv/7 |}, en utilisant
L= 00

la fonction de répartition de Ia lot normale centrée réduite.

b) Pour tout nornbre réel y strictement positif fixé, établir, pour tout entier nasurel n assez grand, Ja double
indgalité :

P ([ Ka(Ty) € a—yy/R)) <P ([Ka(Tn) < 0]) € P ([Ko(To) < 0+ yy/ii])

¢} En déduire la limite de la probabilité P ({ K.(T,) < 0]) quand n texd Vinfini puis inégalité : IT(a) 2

B3|~
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Partie IV Etude de la probabilitd d’stre en déficit au cours du temps : le dernler cas

Dans cette partle, on suppose que ¢ est strictement plus petit que .

1) a) En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n et tout réel & positif ou nul, Pindgalité :

{a) » —— exp( Z R c+r)"

b} En déduire, pour tout réel o positif cu nul, la minoration :

€ —ay
M) = chr P (c(c —}-r})

1
2} a) Montrer que pour tout réel positif A vérifiant A < Py la variable exp(AL,} possdde une espérance qu'on

calaulera,
L

b} Seit n un entier naturel non nul. On pose S, = EJ(Ck — 1A}, Pour tout réel positif A vérifiant X < l,
e
k=1

1
TERSY ST

justifier 1'égalité :

B{exp(AS,)) =

3} a) Pour tout réel positif A vérifiank X < %, tout réel o positif ou nul ef tout entier natwel n non nul,
établir l'inégalité :
P{[8n >al) < e E(exp(ASa))
1 1
{14+ 7rA {1 — e

T
b) En déduire que tout rédal A élément de }0, P [ 1a. série do terme général converge

et qu'on a U'indgalité:

( U (S > a]) Lo z T3 M o

+o0
4} En remarquant que, pour tout véel o positif ou nul, [I{e) = P( U {Sn > a]) , 6tabliv les résultats suivants :

) lm Tla) =0 "

i) a—I—Er—]é}m ’ (a} =

. . X 11 , .

ii) Pour tout rédel A vérifiant 0 < X < it et tout réel a assez grand, on a inégnlité: TI{g) € e~
S

{on introduira un réel p vérifiant A < p < -(1: o ;—)

5) a) Montrer que st une fonction 4 est continue sur B et de limite nulle en +oo, alors la fonction |1 a un
maxinum sur R, .

b) Soit II) et Il deux fonctions continues sur R, | toutes deux de limite nulle en 4o , Vériflant pouayr tout
réel @ positif ou nul, les égalités

If1(a) = P{{L: > a]} 4 /_ﬁ fl) (e — z) dx et  Tlg(a) =TP{[L1 > a]) + /;a FxyHola — z) de

Montrer que les fonctions I et Tz cofncident sur Ry .
¢) Fitablir, pour tout réel o positif ou nul, Yégalité suivante :

M{a) = —exp(-a(- -;1: )]
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