EDHEC 2013 Option S

Corrigé

Exercice 1
. 1 1 n+l-n 1 1
1) a) Pour tout entier naturel » nonnul, ona: — - = = =
n n+l n(n+1) n(n+1) a,
On en déduit : Vne N*, Z—=Z L. (l—Lj L
k=1 Ay, k=1k(k+1) k= k k+1 n+1

. 1 > . 1
Comme lim (1 ——1) =1, la série de terme général — converge et sa somme vaut 1.
n—>+0 n + a

n

b) Ona: u,=— T n(+)(2n+1) nan+l)

Ya, Z(k2+k) zk2+zk 6 +

k=1 k=1

Onadonc: ¢4 = 6 = 6 = 6 .
" (n+D@2n+D)+3(n+1)  (n+D)(@n+D)+3)  (n+1)(2n+4)

Conclusion :

yo—— 3
" (n+D)(n+2)

¢) Pour tout entier naturel » non nul, on a:

n

v
ot = 3;(k+1)(k+2) Z(m‘mJ (Zkﬂ k1k+2j

Apres simplification ("télescopage"), on trouve : ZMk = 3(1 ! )
k=1 2 n+2

M=

Comme lim =0, la série de terme général u, converge et sa somme vaut

n>+o 4 oo p 43

% . Comme %S 2, on vérifie bien que :

+o0 <> Gl |
u, <
; ’ é a,
2) a) Version itérative :
function fact (n : integer) : integer ;
var k, aux : integer ;
begin
aux :=1;
fork:=1tondoaux :=aux *k;
fact : = aux ;
end ;

Version récursive :



function fact (n : integer) : integer ;

begin

if n =0 then fact : =1 else fact : = n*fact(n- 1) ;
end ;

b) Program Edhec2013 ;
var n,k, S:integer ;
u :real ;

function fact (n : integer) : integer ;

begin ifn=0 then fact:=1 else fact:=n*fact(n—1);end;
Begin
ReadIn(n) ; S:=0;
Fork:=1tondo S:=S +fact(k) ;
u:=n/S;
Writeln(u) ;
End.

¢) D'aprés le cours sur la série exponentielle (qui converge), la série de terme général —
a

n

converge.

n n

n .

= < — (on a minoré la somme par son plus grand terme).
n n n '

Qa2 k!
k=1 k=1

En simplifiant par » non nul, on en déduit :

d) D'autre part : u, =

VneN’, u, < !
(n—1)!

e) La série de terme général

. converge (série exponentielle) donc, grace au critére

de comparaison pour les séries a termes positifs, la série de terme général u, converge et sa

somme vérifie : D u, <Y =t Aprés changement d’indice, on obtient : » u, < it
n=1 n=1 (N—1): n=1 k=0 K

+00

+o0
Onadonc: Y u,<e.

n=1

Par ailleurs, on a : zi=zi=zi—l=e—l donc 2Zi=2e—2.
n=1 ay, n=1 I’l' n=0 7’1’ n=1 Cln

Comme e est supérieur a 2, on a e <2e—2 et on trouve bien :

+

Su, <23 -
1

n= n=1 Cln




3) Considérons I’espace euclidien R” (7 > 1) muni de son produit scalaire canonique, défini

par < > ny L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit : <x y>2< || X ||2 || y ||2
On I’applique avec x = (\/_, \/_, .. \/_) ety=(—

e J_ J_ J_
= a e ol

On a alors <x,y>2=(1 +2+ ... +n)?

On peut conclure :

2
VneN . (1+2+ .. +n)l<(a+at..+a)(—+tr +7
a. 4 a,
. _nn+l) _,, ., . s
4) a) Onsaitque 1 +2+ ... +n= T.L ¢galité précédente s’écrit donc :
2 2 2
PO cmrmtta) (e )
4 a, a, a,

.. e : . .. n? (n+1)*
En divisant des deux cotés par ( a; + a; + ... + a,) qui est strictement positif et par n(n+l)

qui est également strictement positif, on obtient :
1 4 L k2
< Z— En multipliant par (2n+1)>0 de chaque c6té, on trouve :
a+a,+..+a, n*(n+l)* i5aq,

2n+1 <4 2n+l Gk
a+a,+..+a,  nn+1)? Sa,
11 suffit alors de remarquer que 11 2n+l d’ou I’on tire :

n? (n+1)? n*(n+1)?

Vne N, 2n+] S4(L—

a,+a,+..+a, n? (n+l)2 klak

b) Sommons I’inégalité précédente pour n allant delaN(avecN>1):

z 2n+l 342(%_ )Z

o a,+a,+..+a, = n* (n+1)? klak
2n+1 1
Ceci s’écrit : Z ZZ—(—— )
a4 ta, +..+a, maa, nt (n+l)?

En intervertissant les deux sommes du membre de droite, on trouve :

i 2n+1 zzk2(L_ 1 )
o a,+a,+..+a, ok a, n* (n+1)?

On arrange, toujours dans le membre de droite :

N

2n+1 Lk 1 1
=4 z_z(_z_ 2
o a ta,+..+a aa, e n (n+l)



La somme intérieure se simplifie et il reste :

Y 2n+1 2 k? 1
> <4 3G
o ata,+..ta, k> (N+1)
En développant, on trouve :
4l 2n+1 ﬁ:i 4 ﬁ:k_z
oA ta, +..+a, o a, (N+1)2 o a,
4 N 2
Comme z , On peut encore majorer et obtenir :
+1)2 1ak
N N
n=l apt+a, +...+a, k=1 4,

¢) Comme la série de terme général — converge et est une série a termes positifs, on a :
a

n

$1.s

1
k=1 Clk Cl

vm+

2n+1

En notant Sy la somme partielle d’ordre N de la série de terme général ,
a +a,+..+a,

obtient alors, grace a la question 4b) : Sy < Zi

k=1 4y,
La suite (Sy) est alors majorée et, comme elle est croissante (en effet, on a immédiatement

Sye1 — Sy = 2N+l
a,+a,+..+a,

> 0), on en déduit qu’elle converge, ce qui signifie exactement

que :

(- 4 2n+1
La série de terme général converge

a +a,+..+a,

2n 2n+l1 .y . f e
De plus, < donc, par critére de comparaison (séries a termes

a+a,+..+a, a+a,+..+a,

positifs), la série de terme général converge également.

a1+a2+...+an

u 2n 2n+1

Onaalors: Y < Z <4 Z— (la derniére inégalité provenant
n=1 Cl1+612+...+a =1 al+a2+ +a k=1 dy,

de la question 4b). En passant a la llmlte dans cette inégalité (les séries convergent), on a :

+00 2n |

) <4 —

n=1 Cl1+612 +...+an k=1 Ay,

En divisant par 2, on obtient le résultat demand¢ :

+00

n <22_

n=1 al+a2+...+a k=1 Ay,




Exercice 2

1) Par lecture de la matrice M, on a : Imf= vect( (1, 0, 0), (2, 3, 0) ). Les vecteurs (1, 0, 0) et
(2, 3, 0) ne sont pas proportionnels donc la famille ( (1, 0, 0), (2, 3, 0) ) est libre et c'est, ainsi,
une base de Imf. Ceci prouve que Imf'est de dimension 2 donc Imfest un hyperplan de R?.
Pour tout vecteur y de Im /', on sait, par définition de Im /', que: f()) €Im f (ceci étant
vrai méme si y n’appartient pas a Im f).

Conclusion :

‘ Imf'est un hyperplan de E stable par ‘

2) a) Procédons a une recherche classique.

2—A 1 1
M—A= 1 2—-A 1
1 1 2—A
1< L3
1 1 2—A
1 2—A 1
2—A 1 1

L3 L;—2—ML|

Les valeurs propres de M (et de f) sont les réels A qui rendent M — Al non inversible, ce sont
donc les solutions de l'une des équations —A?>+5h—4 =0 et 1-A = 0, ce qui donne deux
valeurs propres :

| M=leth, =4

b) Recherche de Ker (f~1d).
x

Soit X=| y | un vecteur propre de M pour la valeur propre A; = 1.
z

On résout le systéme (M—1)X =0, ce qui se réduita x+ y+z=0.



On en déduit que :

-y-z -y -z -1 -1
X= y =y |+] 0=yl 1]|+2z 0
z 0 z 0 1

Ceci prouve que : Ker(f—1d ) =vect( (-1, 1,0), (-1,0,1)).

La famille ( (-1, 1, 0), (-1, 0, 1)) est libre car constituée de deux vecteurs non proportionnels
donc c'est une base de Ker ( f—1d ). Par conséquent, Ker( f—Id ) est de dimension 2 et c'est un
hyperplan de R?.

Soit x un vecteur quelconque de Ker (f—1d). Par définition de Ker (f—1d), on a f(x) = x. Par
conséquent, f(x) appartient a Ker ( /—1d) puisque f(x) est égal a x et x appartient a Ker( f—1d ).
Conclusion :

| Ker(f-1d) est un hyperplan de R* stable par f |

Dans toute la suite, on désigne par M la matrice de f dans la base B

3) a) D'apres le cours, comme @ est orthonormale, on a :

(f().y) =" MOYet (x.f(») =" X(MY)

ou X et Y sont les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la base @, M désignant la
matrice de f'dans cette base et ‘M celle de /. On a alors, par propriété de la transposition :

(f(x).y) =(X'M))Y="X("MY)={(x, ().
Conclusion :

V(x,p) e EXE, (f(x),y) = (x./"(»)

b) Supposons qu'il existe un autre endomorphisme g de E tel que :
Y(x,y)e ExE, (f(x),y) = (x,g()
Comme (£ (x),») = (x,f*(»)), on obtient : V(x,y)e ExE.(x, g(»)) = (x, f*(»)). Ceci
s'écrit encore (par linéarité a droite du produit scalaire) : <x, g)—f7( y)> =0.
Cette égalité étant vraie pour tout x de E, elle est vraie pour x = g(y)— f~(»), ce qui donne :
vyeE, g -] =0
On obtient alors : Vye E, g(y)— f"(y)=0.
On a donc, pour tout yde £, g(¥)= f"(»), ce qui permet de conclure que : g= f~.

f* est le seul endomorphisme de E vérifiant : V(x,y)e ExXE, <f(x),y> = <x,f*(y)>

4) a) En notant toujours M la matrice de f'dans la base B, comme A est valeur propre de M, la
matrice M—A [ n'est pas inversible. La transposée de cette matrice n'est donc pas inversible
non plus, ce qui prouve, par linéarité de la transposition, que ‘M —A’[ n'est pas inversible et
finalement que ‘M —\[ n'est pas inversible (puisque '/ =1).

Ceci montre que A est valeur propre de ‘M donc de f™.



b) On sait que, pour tout sous-espace F' de E, on a : dim F'= dim E — dim F*. Dans le cas
présent, comme dim vect () = 1, on a dim (vect(u))* = n—1, ce qui prouve que (vect (u))*
est un hyperplan de E.

Considérons un vecteur v élément de (vect(«))* et montrons que f(v) est également élément

de (vect(u))*, c'est-a-dire que : < f), u> =0.
(f(v), u> = <v,f* (u)> = <v,7»u> = X(v,u>. Comme v appartient a (vect(«))*, on en déduit
que <v,u> = 0, ce qui montre que <f(v), u> =0.

Conclusion :

| (vect(u))* est un hyperplan de E stable par f |

Exercice 3

1) e Les restrictions de la fonction f aux intervalles | —o, —1] et [1, +oo [ sont bien définies et
positives (car x? est strictement positif sur ces intervalles) et la restriction de fa ]—1, 1] est
positive sur |—1, 1] puisqu’elle y coincide avec la fonction nulle.

e Les restrictions de la fonction f'aux intervalles |—oo, —1] et [1, +oo[ sont continues comme
fonctions rationnelles et la restriction de fa ] —1, 1 est continue sur | —1, 1[ en tant que
fonction constante (nulle). La fonction fest donc continue sur R sauf peut-étre en —1 et en 1.

Remarque. En ce qui concerne la continuité, on peut se permettre d’écrire que f est continue
sur |—oo, —1[ et sur ]1, +oo[ a condition d’ouvrir les crochets en —1 et en 1 (sinon, ¢a voudrait
dire que fest continue en —1 et en 1, ce qui n’est pas le cas).

. 141 . s . :
e Pour tout réel 4 > 1, I’intégrale _[ 1 Fdx est bien définie (fonction continue) et on a :
X

4 YRS P U L P |
J ras = [ Shrar = ] = 2a-

Comme lim 1. 0, alors I’intégrale J " de converge et vaut l
b2x? 2

A+ A
De plus, la fonction (x |—>L2) est paire donc l'intégrale j_l 2—12dx converge également et
X e 2x

1 -1 1
vaut — : on a donc X)dx = —.
: [ fed =2

Pour finir, J‘_ll f(x)dx =0 puisque fest nulle sur |1, 1[.

Par définition de la convergence d’une intégrale deux fois impropre, 1’intégrale I _M f(x)dx

converge et vaut 1.
Les trois points précédents prouvent que :

‘ fpeut étre considérée comme une fonction densité de probabilité ‘

2) Par définition, ona: Vx e R, F(x) = J‘_; f(@)dr.

e Pour tout x élément de |—0, —1], F(x) = _[ %dt .

X
—o0



VA <x, _[ —L+L Comme lim l—O ona:
A22 2x 24 A-vo0 4

Vx € J-oo, —1], F(x) = _Zi

e Pour tout x élément de |1, 1[, F(x) = _[_ zLdt j Odt =

Vx e -1, 1, F(x) =

N | =

e Pour tout x élément de |1, +oo[, F(x) = _[ —dt +_[ Odrt +I —dt

1 1.1 1
Fx)==+0+—(1—-—).=1—- —.
=5 ;) 2x

Vxe[l, oo, F(x)=1- 1
2x

3) Comme Y, =

2 <x)= (S, <nx).

De plus, S, = Sup(X}, Xz, ..., Xy),onadonc: Vxe R, (S, < nx) = ﬂ (X, <nx).

En prenant les probabilités et par indépendance mutuelle des Varlables X, , on obtient :
VxeR, G,(x)= HP(Xk nx) =( F(nx))"

I1 faut maintenant distinguer trois cas : nx <—1, —1<nx <1 et nx>1. En revenant a x, on a

. -1 -1 1 1 .
les troiscas : x<—, — <x<— et x>—. On obtient alors :
n o n n n

o Vxe } oo, —l}, Gox) = (——— )
2nx

4) a) Pour tout réel x négatif ou nul, on a, par croissance de G, (car G, est une fonction de

répartition) : G,(x) < G,(0). Comme Gn(0)=(% )", on obtient :

Vx <0, G,,(x)s(%)”




. . i . 1 .
b) Pour tout réel x strictement positif, afin avoir x >—, comme tout est strictement
ny

p s .. : 1
positif, il suffit de choisir un entier naturel n, tel que n, >—.
X

. 1 a . . 1 . 1
On peut choisir ny €gal a la partie entiecre de —+1, ce qui donne ny < —+1 < ny+1 et
X X

e . o 1 g 1
I’inégalité de droite fournit bien n, >—, c’est-a-dire x >—.
X n,

.y : . U 11
A fortiori, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a np,ona : x> — > —.

n, n
D’apres la question 3), on obtient :

Vx> 0,3ny € N*, Vn > ny, Gu(x) = (1 - L)”
2nx

5) a) Une fonction de répartition étant positive, on a, d’apres la question 4a) :

Vx<0,0<Gyx) < (% )" . Par encadrement, on obtient :

Vx <0, lim Gu(x)=0

D’apres la question 4b) : Vx> 0, 3ng € N*, Vn > ny, G,(x) = (I—ZL)" .
nx

On en déduit In(G,(x)) = n In(1 —L) et, grace a I’équivalent In(1 +u) ~ u (avec u = b
2nx 0 2nx

qui tend bien vers 0) on en déduit :

In(G,(x)) ~ —nx il

—+o0 2nx

Ceci montre que lim In(G,(x)) = _ZL et, par continuité de la fonction exponentielle en —2L ,
n—>+c0 X X

on en tire :

_1
Vx>0, lim Gy(x)= e 2

1, .
-— >0
La fonction G, limite de G, est donc définie par : G(x) = exp( 2x) o .

0 si x<0

b) On vérifie les 5 points garantissant que G est une fonction de répartition d’une variable
a densité.
e Comme G est nulle sur |0, 0], on a bien lim G(x) = 0.

1
e lim G(x)= lim e 2 =1 (puisque lim — L 0).

X—>+00 X—>+00 2x



e (G est continue sur R.
En effet, elle I’est sur ] —o0, 0 en tant que fonction constante, et elle I’est sur |0, +oo[ en tant
que composée bien définie de fonctions continues.

1
De plus, en 0, ona: lim G(x) =0= G(0) et lim G(x) = lim e 2* =0 (car lim — 1= —0).
x—0" x—0* x—>0* x—>0" 2x
e G est de classe C ' sur R sauf peut-étre en 0 (sa restriction a J-o0, O[ est une fonction
constante (nulle), et sa restriction a 0, +oo[ est la composée bien définie de fonctions de classe
ch.
L
e Pour tout x positif, G'(x) = Py e 2x > (. La fonction G est donc croissante sur |0, +oo |, a
X

valeurs dans ] 0, 1[ et comme G est nulle sur |—o0, 0], G est bien croissante (au sens large) sur
R . En effet, on a le tableau de variation suivant :

X —o0 0 +o0
1
G, (x) /
0O —— 0
Conclusion :

| La fonction G est une fonction de répartition d’une variable a densité |

¢) Les résultats des deux questions précédentes prouvent que la suite (Y,) converge en loi
vers une variable aléatoire ¥ dont la fonction de répartition est G.

6) Comme ¥(Q) = R*, ona %(Q) - R,
Comme 1’énoncé assure que % est une variable aléatoire, en notant H la fonction de
répartition de %, ona: Vx<0, H(x)=0. (1)

De plus,ona: Vx>0, H(x) = P(lﬁxj = P(Y21j= l—P(YSl)= l—G(l).
Y X X X

La deuxieme égalité est justifiée par le fait que x est strictement positif et que 7 prend des
valeurs strictement positives.

En remplacant grace a la question 5a), on obtient : Vx>0, H(x) = 1— e 2. 2)
Grace a (1) et (2), on conclut :

%suit la loi exponentielle de parametre %

10



Probléme
Partie 1

n/2 T
1) a) u0=j0 1dr=§.

U = jon/z sintdt = [—cost]g/2 =1.

2, 2,
b) u,,, —u,=[" (sinty*'de — [ (sinrydr.

ORI s . . /2 . .
Par linéarité de l'intégration, on obtient : u,,, —u, = IO (sin¢)"(sint—1)dt .

Comme sint est positif sur [0, 7/2] et comme sinz—1 est négatif, on a, les bornes de
l'intégrale étant dans 1'ordre croissant : u,, , —u, <0.

La suite (u,) est décroissante

n/2 ., . . . ..
¢)Ona: VneN, uy, = I . (sint)"dt . Comme la fonction sinus est continue, positive et

. . (m o . s o
non identiquement nulle (sin (Ej =1), le théoréme de stricte positivité de l'intégrale assure

que :

| VneN,u,>0 |

2) a) Dans l'intégrale définissant u__,, on pose : u(t) = (sint)""! et v'(t) =sint.

n+2°

On peut alors choisir v(f)=—cost et on a : u'(t)=(n+1)(sint)" cost. Les fonctions u et v
étant de classe C' sur [0, w/2], l'intégration par parties est licite et on trouve :

— 3 n+l /2 1 m/2 2 3 nd — 1 m/2 2 : nd
u,,, —[—cosr(smr) ]0 +(n+ )IO cos’t(sint)"dt = (n+ )IO cos’*t(sint)" dt .

(le crochet est nul car cosg =0et (sin0)"' =0, puisque n+1>1)

Grace a la relation la plus connue de la trigonométrie, on obtient :
Uy = (D[ (1= sin’r)(sin o) dr
En développant dans l'intégrale et, toujours par linéarité, on obtient :
u ., =(n+ 1)( [ sineyar- [ (sint)"”dt) =(n+1D)u, —u,,,)=n+Du —(n+u

n+2 *

On trouve finalement :

| YneN,(n+2) um=m+Du, |

b) Procédons par récurrence.

!
e Pour n=0, &x T_T gt U, = T (d'aprés la premicre question).
2°x0n? 2 2 2
!
On adonc : u, =&x£.
2°%x0N?> 2

11



(2n)!

—XE, alors, d'apres la
(2" x n!)?

e Si l'on suppose que, pour un certain #» de N, on a up, =

question 2a), on trouve :
2n+1u _2n+1 y (2n)! L 1 o 2n+1)!

2n+2 " 2n+2 (2"xn!)? 2 2(n+l) (2"xn!)?

haut et bas par (2n+2), on obtient :

2n+2 y (2n+1)!><£_ (2n+2)! LI

2n+D2n+2) 2"xnl)? 2 2" x(n+))? 2

T 1
U(prl) = Upt2 = XE. En multipliant

Up+2 =

On a bien montré par récurrence que :

(2n)! T

VneN, u,=—~—
2"xn!)?* 2

¢) En multipliant par u __, les deux membres de I'égalité trouvée a la question 2a), on a :

n+l

VneN, (n+2)upo iy = 0+ 1)ty uy

cect donne : v, =v . La suite (v,) est donc constante, de

n+l

Si l'on pose v, =(n+D)u,u

n+l >

. B T : S VneN. v =T
premier terme v, = u, —5,06 qui prouve que : VneN, v, =

En d'autres termes :

Ve N, (n+1) th ty = g
d) D'apres la relation précédente, en remplagant n par 2n, on a : Uy, = S L —
22n+1u,,
Avec le résultat de la question 2b), on obtient : uy,+1 = T
(2n)! |
22n+1)—"—x =
2"xn!)* 2
Ceci se simplifie et donne :
(2" xn!)?
u2n+1 =T
2n+1)!
3) a) D'apres la question 2a), ona : lim e R T L 1.
n—>+o0 u, n—>+o g 4 2

b) Comme la suite (u,) est décroissante, on a : u, ., <u ,<u,. En divisant les trois

membres de cette double inégalité par u, qui est strictement positif, on obtient :

u u . u
—2 <l <1, Comme lim —22 =1, on a, par encadrement :
u u n—>+0 u
n n n
. u
lim =L =1
n—>+© un

12



¢) Le résultat de la question 2c) peut s'écrire : w4 u, =

s . .
. D'apres la question
2(n+1)
précédente, on sait que : u,,, ~ u, . En prenant un équivalent de chaque c6té, on obtient :
+o0

T . . . T
u,> ~ — . En prenant la racine carrée, on obtient : |un | ~ .
+o 20 4o \[ D
" T
" +00 2n

Comme u, est positif, on a bien :
’ . I3 1
1) Etablissons tout d'abord la convergence de l'intégrale 1 _[ . =
T 1-t

Partie 2

dr.

—1x

e
V1-1?

La fonction ¢ —

est continue sur [0, 1] et, comme lime™ =e™, ona:
t—>1

e’r e 1
—_— ~ _X—
Ji—r =or 2 1=t

dt converge (intégrale de Riemann de parametre %<1), le

11
Comme l'intégrale

I 0 J1—¢
critere d'équivalence pour les intégrales de fonctions continues et positives assure que

—1x

l'intégrale lJ‘Ol

T dt converge également.
T -t

dr.

Z . . . , 1 0 —tx
Etablissons maintenant la convergence de l'intégrale — _[ ¢

UASRENG B

e—f}C . .
est continue sur |-1, 0] et, comme lime™ =¢*, ona:

/1 _r2 t—-1
e’ e 1

~ X
Ji—r2 o1 2 1+

Comme l'intégrale J‘Ol \/11_dt converge (intégrale de Riemann de parametre %<1), le
- +1

La fonction ¢ —

critere d'équivalence pour les intégrales de fonctions continues et positives assure que

—ix

l'intégrale 1 I ’ dt converge également.

1=

Par définition de la convergence d'une intégrale deux fois impropre, on peut dire que :

—ix

L'intégrale 1 I 1 dt converge

e
o112

2) a) Comme x est positif, on a, pour tout r de [0,1] : 0 <e™* <1.

—1x
On en déduit, pour tout 7 de [0,1] : 0 < ¢ < (car v/1—1* est strictement positif).

Vi—2 1=

13



. 1oe™ | . N
Les intégrales | ————dt et | ———d convergent (la deuxi¢me est un cas particulier de
J.O [1 _ tZ J.O [1 _ tz
la premiere avec x=0) d’apres la question précédente, et en intégrant bornes dans I'ordre
croissant, on obtient :

I 1
0<— dr <—
n'[o V1-¢2 T

Ceci prouve que :

1 1 —1x i
— I ¢ dt est bornée

LAV B

b) Pour tout u de {O,%} ,ona: %S 1—u <1. Par décroissance de la fonction ¢ 1 , on

Ji

1 . 1
>1. On a donc, en particulier : 1< .
N1-u Nl-u

) 1 ) )
Par ailleurs, pour comparer 1+u et ———, on va comparer leurs carrés en faisant leur
1-u

_—u(W+u-1)
u 1-u

obtient : 2>

s 1 A . .
différence : (1+u)2 1 . Le trindbme entre parenthéses est une fonction

. 1 1 . .
croissante sur {O,—} et prend ses valeurs entre —1 et e ce qui prouve qu'il est négatif, et

—u(u*+u-1)

1-u

.. 2 1 . . .
ainsi : >0.On adonc : (1 + u) > P et, par croissance de la fonction racine
-u

1

Ji—u

carrée,onabien: 1+u >

Conclusion :

1 1
Yue|l0,—|,1< <l+u
{ 2} N

+ 1 i
1

~ 1L o

3) a) D'apres le cours sur la loi normale N (0, %), on sait que : j

déduit: [ e dr=+/n.

Par parité de la fonction intégrée, on a donc :

IOM e dt = ﬁ
2

En se référant au moment d'ordre 2 d'une variable aléatoire Z suivant la loi normale N(0, ) ),

1
t2e dt = 207 dt .

1 e
I
Jn

Comme E(Z) =V (Z)+(E(Z))? =%+O=%, on en déduit : _[j:tze"z dt =

ona: E(z)=["

14



Toujours par parité de la fonction intégrée, on obtient :

[T a =

0 4

b) En posant u =\/t_x, ce changement de variable étant bien de classe C' sur ]O, 1],

e du.

Ju/—e” 2u

bijectif de [0,1] sur [O,\/;:| ,

=2

D'aprés la question précédente, on a : lim _[ e du= TR , Ce qui prouve que :

X—>+0

J_ 1 e—tx T
0 \/; +o0 X
c) Toujours avec le méme changement de variable, on trouve :

_[ ‘“‘\/—dt—J v u 2” \/_J. ure ™ du.

D'aprés la question 3a), ona lim I t2e dt = Tn, ce qui prouve que :

X—>+00

J. _[X\/_dl‘ +ch3 2;/\_/_

4) a) On fait le changement de variable u =1+¢, qui est de classe C' sur [—1, 0] , bijectif de
e(l U)X

[-1,0] sur [0.1], et on trouve : j \/_ —I \/m %I;%du

Conclusion :

0 e—fx d zi 1 e—ux d
Loz =ah oy

b) Pour tout u de [0.1], ona % ¢lément de [0,4], et d'apres la question 2b) :

1
1-

—ux u e —ux

En multipliant par positif, on obtient : <(1+
3 f \/Tl—f Ei
En intégrantde 0O a l,ona: L)l i/_f du < JO _[ - 1+ )a’u
u Ju (1 - \/_

En développant dans l'intégrale de droite on trouve :
—ux \/_du (*)

Ile” <, i
u(l—4

1<

<I+%

o=




D'aprés la question 3b), ona: J'Ol i/_f u \/: et — _[ \/7du ~ 1 \/_
u o VX o 4x

.. . fn
En divisant I'encadrement (*) ci-dessus par ,/[— >0, ona:
X

Ile_l”d” IW IJ_ j v Ju du
R

le—ux
I 7du —ux
o Ju e _hm4x¢;=hm

Comme lim =1let lim — ) — =0, on obtient par

X—>+0 T X—>+0 T X—>+0 T X—>+0 8x
V X X X
1 e—ux
. Ju(l—4%
encadrement : lim 2 =

X—>+00 fTE
X

" . . e T
Par définition, ceci veut dire que I ——du ~ ,|—.
0 u (1 _ g) 400 X
V 2

Comme I

du , on a finalement :

_ﬁ 1 e—ux
B ] e

1o e™
2 dr ~
ﬁ'[‘l NI t «/27tx

. e ¢t e™ 1o e™
Pour finir, par définition de /(x),ona: I(x)= - IO N dt + - .[ e dt
La premicre intégrale est bornée d'apres la question 2a) et la deuxieme tend vers +co lorsque
x tend vers +oo (d'aprés le dernier résultat encadré et grace aux croissances comparées).
Par conséquent, la premiére intégrale est négligeable devant la deuxieme au voisinage de +oo

—tx
etonen conclut: /(x) ~ — _[ dt

+o T /1 t2

Par transitivité de 'équivalence, on obtient :

ex

» 21X

1(x)~

Partie 3

1) Avec le systéme complet d'événements (X =k) la formule des probabilités totales

keN >

s'écrit : P(X=Y)=+Z®:P([X=Y]m[X=k])=§P([Y=k]m[X=k]).

16



Par indépendance de X et ¥, on obtient : P(X =Y) = iP( X=k)P(Y=k).
k=0

En remplacant la valeur des probabilités, on a :

2k

P(X=Y)=e? 3
( ) k=0 (k!)2

2) a) Comme ¢ est élément de [—1, 1] , deux cas se présentent :

e Soit <0 etona 0<u<—-rx<x (laderniere inégalité provientde —r <1 et x>0).

e Soit >0 etona —x <—fx <u <0 (la premiere inégalité provientde —t >—1 et x>0).
Finalement : pour tout # entre 0 et —fx,ona: —x<u<x.

Comme la fonction exponentielle est croissante sur R, on en déduit :

e Le*

En notant 4 la fonction u+>e*, on a : h®"V(u)=e" et |h(2"+‘)(u)|:e”. D’aprés ce qui
précede, on obtient : | A () | <e*.

L'inégalité de Taylor-Lagrange, a 1'ordre 2n, appliquée a la fonction 4, entre 0 et —¢x s'écrit
alors :

2n+l 5,0

B 2n (—l)kkak
i k!

Sex|r
(2n+1)!

e—tx

tk
NE

u=s" (t) , ou I’on a désigné par s la restriction de la fonction sinus a {O, g} . La fonction s~

b) L'intégrale J = L)l dt est impropre en 1. On effectue le changement de variable

1

est bien de classe C' sur [0, 1] et est une bijection de [0, 1] sur [0, g} )

Onadonc: f=sinu, dt =cosudu et N1-t?> =cosu .

/2 .
De¢s lors on obtient : J = _[ . (sinu)* du et on a bien :

1 k
J ! dt=u,
0 1_t2

¢) En divisant les deux membres de I’inégalité obtenue a la question 2a) de cette partie par
V1—¢? qui est strictement positif (ce qui explique que l'on peut "rentrer" +/1-¢? dans la
2n+1
e!x i(_l)kxk fk <o x2n+l |t
- <e .
V-2 % k! 1-12 Cn+D!J1-¢2
En intégrant de —1 a 1, bornes dans 1'ordre croissant, on a :
J,l ool 2 (—T)exk gk el |l‘

X
- dr <e*
RIS ; k! N1-r? (2n+1)!'[—1 V=12

En utilisant 1'inégalité triangulaire et la linéarité de 1'intégration, on trouve :

valeur absolue), on trouve :

2n+l1

dt

17



2n+1
2n+l1 1 | t’ i

1 e (_1)kxk tk X
——d-> dt | <e* dt
I-l J1-¢2 = k! I—l J1=r2 (2n+1)'j—l J1-12

k
o Si k est pair, alors la fonction ¢ -

!
N1-1?
la question 2b), ona: =

Jaef

o Si k est impair, alors f \/lt—
-1

1 k -k
Par conséquent, les termes impairs de la somme Z = )

e W

est paire donc I —dt converge et, d’apres
-1 [1 _ r2

——dt =2u,.

k
est impaire donc _[ \/_ ————dlt converge et est nulle.

dt sont nuls et il reste :

Insl 2n+1

1 e ¥ n x2/ 1 t2i X 1 | !

——dI - dt |<e" ——— dt

I“ J1-1? ;“(21’)!'[‘l NID ‘ (2n+1)!J'-1 J1-12
En divisant par 7, on obtient :

<x>——z a

2u,,
i (20)!

2n+l
|1

e

2n+l1

2i 2n+1

e’ x |f

1
<
n (2n+1)!'[‘1 J1-12

étant paire, on a :

dt

Pour terminer, la fonction ¢ —~

2n+1 2n+1

. | ¢ t2n+1
j ,—1 = J. ,— 2J. dt =2u,,,
n 2i 2n+1
E lusion : | I(x)——> X2 e,
n conclusion (x) ; 20! U, (20 +1)! Uy

En remplagant u,, par son expression, il reste :

x21 2x2n+1 e*
I(x)- Z TR Uy
o (i1)22* n(2n+1)!
x" x2n+1
d) La série exponentielle converge donc lim — =0, ce qui assure que lim ———
n—+o pl n—>+w (21’1 +1)|

(suite extraite d'une suite convergente). Par ailleurs, on a vu a la question 5) que

u ~ |————  cequiprouve que : limu, ,=0.
w1 202n+1) ,cequip q M 2,0

Tout ceci montre, par encadrement (une valeur absolue est positive), que :
2

10X

lim

n—>+c0

On peut alors écrire :

1(x) = z y)2221

18



+o0 2k
3) D'aprés la question 1) de cette partie,ona: P(X =Y) = e‘nzk— =e*I(2M).
k=0

(k1)

Grace a la question 4b) de la partie 2, avec x=2%, on a I(2A) ~

eZA
SPNLT

ce qui permet de

conclure :

1
P(X=Y)~
( )+°°2 A
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