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1) La fonction f'est le produit d’une fonction polynomiale par une somme de
fonctions rationnelles bien définies sur U donc fest de classe C? sur U.

2) Pour toutide {1, 2, ..., n}, Onal(xp »X,) —Z——— Z
j= 1x xl. Jj=1

Les points critiques de f sont les pomts en lesquels le gradlent de f'est nul, c’est-a-
dire les points (ai, ay, ..., a,) solutions de :

Vie{1,2,...,n}, Z———(Za) 0.

lel

i

Onen déduit: Vi € {1,2, ..., n}, al_z _ J=! ©)
Comme les a; sont positifs, on a :

S)eVviell,2,....n}, a, =

12,3, ...,n},ontrouve : (S) = Vie {2,...,n}, a, =ajeta; =

En remplacant dans la derni¢re équation tous les a; par g;, on obtient : a; = 4.
Pour terminer : (S) < Vi e {2, ..., n}, a, = ai.

Les points critiques de f sont les n-uplets (a, ..., a) avec a € |0, +oo




3) a) Les dérivées secondes de f'sont :

2
... 0 1 1
e Pourj#i, ——(x,..x,) =— — — —.
Ox,;0x X, X;
n
X —X,
2 J i
X)) T S ) 5 =2
i X; X, Jj=1 X; X;

b) En les points critiques (a, ..., @), on obtient :

2
Vie{l,?2,...,n}, o (a,...,a) Z—%.
6xi6xj a
2
Vi) eil2 ..m2jei 2 J;(a,...,a) = 2(”;1).
Ox. a

1
Par définition, la hessienne de f'en (a, ..., a) est la matrice H, dont I’élément situé

a Iintersection de la i™ ligne et de la /™ colonne est iz A (a,...,a),ona
donc : '
n—1 n r - 1
L2 (D) I N O T B T )
L d G PR (O M RPEN B
n—1 n 1 1

Ceci confirme bien que :

H,= %Kn, avecK,=nl,—J,
a

4) a) Les colonnes de J, sont toutes égales et non nulles donc rg(J,) = 1. Ceci
prouve que J, n’est pas inversible (car J, est une matrice de M,(RR ) eton a n > 2),
c’est-a-dire que 0 est valeur propre de J,, associée a un sous-espace propre qui est
de dimension n—1 (grace a la formule du rang). En effet, en considérant J, comme
la matrice d’un endomorphisme ¢, de R” relativement a la base canonique de
R”, on a rg(¢,) = 1 donc dim Ker(p,) =n—1, puisque R” est de dimension 7.

¢) L’égalité écrite ci-dessus montre que # est valeur propre de J, associée a un
sous-espace propre de dimension au moins égale a 1.



Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres de .J, ne peut pas
excéder n, on est certain que :

Les valeurs propres de J, sont 0 et » |

Remarque : on pouvait obtenir ceci grace au polyndme X >—#X qui annule J,,.

Pour finir, la matrice J, étant diagonalisable (symétrique réelle), il existe une

matrice inversible P et une matrice diagonale D, = diag(0, ..., 0, n) telle que :
Jy=PD,P".

Comme K,, = nl,—J,, on peut alors écrire :

K,=nPL,P"'-PD,P"'=Pnl,—D,)P™".

Les ¢léments diagonaux de la matrice diagonale nl, — D,, sont donc les valeurs

propres de K,,, ce qui prouve que :

‘ Les valeurs propres de K, sont n et 0

2 .
d) Les valeurs propres de H, sont donc 0 et —-»n qui sont toutes les deux
a

positives, mais pas strictement positives : on est donc dans le cas ou I’on ne peut
pas conclure a I’existence ou non d’un extremum local en 1’un des points
critiques.

5) a) (x; +XZ)2 —4x1x ZX12+XQ2 —2x1X = (xl—)Q)ZZ 0.

On adonc :
V(x1, x2) € R2, (v +x2) > > 4x1x3
1 1 (x; +x,)°
b) On a fo(x1, x2) = (X1 +x)(— + —) = ——2—.
X Xy XX,

Comme x; et x; appartiennent a |0, +oo[, I’inégalité de 5a) donne, en divisant par

2
+
x>0 M >4, Comme fr(a, a) = 4, la valeur 4 est donc atteinte par f,

XX
et on peut conclure :

| /> possede un minimum global sur U et ce minimum vaut 4 ‘

. 1 1 1
6) Soit X, = [/ X] 17/ X3 500 n/ X, Y,= , yeees .
) Soit ( X| 54/ X X )et (\/x_l \/g \/EJ

En notant < , > le produit scalaire canonique de R”, I’inégalité de Cauchy-

Schwarz appliquée a X, et ¥, donne : <X,, ,Yn> P ARPAR



n n 1
Comme <Xn 9Yn> = n, comme HXn ||2= le et comme H Yn ||2= Z—, on
i=1 i=1 Xl.

n n 1
obtient n? < (le. )(Z—), ce qui s’écrit : n’ < fu (X1, X2, oney Xp).
i=1 i=1 X;

‘ La fonction f, admet »*> comme minimum global sur U ‘

Exercice 2

1) Comme u est non nul (il est de norme 1), on sait que vect (#) est un sous-espace
vectoriel de dimension 1. De plus, on sait que, pour tout sous-espace vectoriel £
de E, on a : dim F + dim F" = dim E. Ceci prouve que :

| dim (vect (u))"=n—1 ‘

2) Soit x et y deux vecteurs de £ et a un réel.
Ona:filxtay)=A(x+tay|lu)u+x+ay.

Par linéarité a gauche du produit scalaire, on obtient :
AHlx+ay)=Mx|u)utra(y|u)u+x+ay.
flxtay)=Mx|u)utx+ta(y|lu)u+t y).

On a bien : f,(x + ay) = fi(x) + afi(y), ce qui montre que f; est linéaire.

De plus, pour tout x de E, f,(x) est combinaison linéaire de u et de x qui sont 2
vecteurs de E, par conséquent : f,(x) € E.

On peut conclure :

‘ f est un endomorphisme de £ ‘

3) Pour tout x de £, on a :ff(x) = (fo. o f)(x) = fl(fa(x)) = A (il(x) | u ) u + fr.(x).

Par linéarité a gauche du produit scalaire, on a :

() [u)=C(x|u)utxfu)=r(xlu)(ulu)+(x|u).
Comme (u | u) = | u | *= 1, il reste : ((x) [u) = (A+1)(x | u).
On en déduit : 52(x) =L (A+1)(x | u)u + fi(x).

£ =AM+ D) (x| u)u+n(x|u)u+x=A(A+2)(x|u)u+x.
On peut alors écrire :

L2 =0+ ) (Mx [w) Ju+x )= (b + D)x.

Et enfin, on trouve : £2(x) = (A+2) f(x) — (A + 1) x.

Ceci étant valable pour tout x de E, ona : ;2 = (A+2) f.— (A +1) Id.
On a bien établi que :

| X? = (A+2)X + (L+1) est un polyndme annulateur de 7, |




4) a) Pour tout couple de vecteurs (x, y) éléments de £, on a :

(S y) =& |u)utx|y)=ielu)@|y)+x|y).
(x[AO)=(x| (A w)uty)=r@|u)x|u)+x]y)
(x[AO)) =2 ]u) ]u)+(x|p).

La symétrie du produit scalaire permet de conclure que : (fi(x) |y ) =(x | /() ).

| /. est un endomorphisme symétrique de £ ‘

b) Par définitionde f;,ona: fi(u)=A(u|u)u+u=hu+u.
On adonc:

| A=+ Du |

Pour tout vecteur v de ( vect () )5, ona: (W) =A(v|u)u+v=0u+v.

On adonc:

¢) Comme u est non nul, la premiére égalité obtenue a la question 4b) prouve
que A+ 1 est une valeur propre de f; associé€e a un sous-espace propre, noté £y,
contenant vect (#), donc au moins de dimension 1.
Comme (vect (1) )" n’est pas réduit au vecteur nul (car sa dimension vaut n—1), il
existe donc un vecteur v non nul, élément de (vect (1) )", tel que f(v) =v
(question 4b), ce qui prouve que 1 est une valeur propre de f, associée a un sous-
espace propre, noté E;, contenant ( vect (x))", donc au moins de dimension (n—1).
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut pas dépasser
n, on peut conclure que Ey = vect (1) et E; = (vect (u))*.
Il n’y a bien sir pas d’autres valeurs propres que 1 et A+ 1, puisque I’'on a :
dim (vect (u)) + dim ( vect (u) Y- =dimE.
Conclusion : A+ 1 et 1 sont les valeurs propres de f; associées respectivement aux
sous-espaces propres vect (u) et (vect () ).

Remarque : pour montrer que 1 et A+ 1 sont les seules valeurs propres de f;,, on
pouvait utiliser le polyndme annulateur exhibé a la question 3).

5) a) En appliquant le résultat de la question 3) avec A =—1, on trouve que :
F12 =11, ce qui signifie :

‘ /-1 est un projecteur |

b) D’apres le cours sur les projecteurs, on sait que Im f; est le sous-espace
propre de f~; associ¢ a la valeur propre 1. On a donc :

Im £ = (vect (u) )"




On sait aussi que Ker /| est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0.
On adonc:

‘ Ker £} = vect (u) |

On constate que Ker /- et Im f°| sont supplémentaires orthogonaux.
Par conséquent :

| £.1 est le projecteur orthogonal sur (vect (u))" ‘

EXErciCe ...
1) a) On remarque que —Y(Q) = ]—a,0] et, pour tout x de ]—a, 0], on a :
Y<x)=(F=>-x).

En notant F_, la fonction de répartition de —Y, on peut écrire :

Vxel-a,0], F .y (x)=P(Y2—x)=1-Fy(—x).

Comme on a admis que —Y est une variable aléatoire a densité, on peut dériver

(saufen 0) et, en posant f y(0) = 1 , on obtient une densité de —Y :
a

L sixe]—a, 0]
fr(x)=1a

0 sinon

b) On sait que X—Y est une variable aléatoire a densité comme différence de
deux variables a densité.
Comme X et —Y sont indépendantes et comme [, est bornée ( 7, I'est aussi
d'ailleurs), une densité de X—Y est la fonction g, définie par le produit de
convolutionde f, et f , :

vreR. g = [ fy(x=0) 1y ()dr.

e Par indépendance de X et Y, on est sir que (X—Y)(QQ) = ]—a, a|[, donc :
Vx¢l|-a, al,gx)=0.
e Pour tout x de |—a, a[, on a I’équivalence suivante :

0<x-t=<a .
fy(x=0f,0) 20 < Max (x—a, —a) <t < Min (0, x).
—a<t<0

Ensuite, la discussion se fait assez naturellement.
(1) Soit x est positif et on a :

Max (x—a, —a) = x—a, Min (0, x) = 0 et g(x) = J.O det - a_zx )-
x_aa a



(2) Soit x est négatif et dans ce cas, on a :

Max (x—a, —a) =—a, Min (0, x) = x et g(x) = r det - a+2x).
L B

Comme d’apres le premier point, g(a) = g(—a) = 0, on peut résumer ainsi :

a—|x|
gW=1 4

0 sinon

si xe[—a, a]

2) a) Z(Q) =[0, a] et, pour tout x de [0, a],ona: P(Z<x)=P(—x<X—-Y <x).
En notant G la fonction de répartition de X—Y et H celle de Z, on obtient :

| Vxe[0, al. Hx) = G(x)— G(—x) |

Etant donné que Z(Q) =[0,a],ona: H(x) =0 sur |-, O] et H(x) = 1 sur |a, +o].

b) La fonction H est bien de classe C ' sur ]0, a[, puisque G ’est. En dérivant
H sur |0, a[, on trouve A(x) = g(x) + g(—x) d’ou, comme g est paire : A(x) = 2g(x).

Ensuite, on compléte & R entier en posant, par exemple, 4(0) = 2 et h(a) =0,
a

avec bien sir, A(x) = 0 sur |—oo, O[ et sur |a, +oo[, puisque H est constante sur ces
deux intervalles. Finalement, une densité s de Z est :

2(a—x)
h(x) = a’

0 sinon

si xe[0, a]

3) La fonction x > x A(x) est continue sur [0, a] et nulle ailleurs (ce qui rend les
intégrales I_O xh(x)dx et rw x h(x) dx nulles donc convergentes), par

conséquent, Z admet une espérance et I’on a :

E(Z)= [ xh(x)dx -2 j“x(a—x)dxzi aﬁ—ﬁ a.
0 a2 0 a2

=244
a2 3

On obtient finalement :

sy
N
Il
w |




De méme, la fonction x > x° A(x) est continue sur [0, a] donc Z admet un moment

d’ordre 2 et Pona: E(Z%) = j X2 h(x)dx = = j x*(a—-x)dx,dou:

2 2

Comme V(Z) = E(Z*) — (E(Z))* on a finalement : V(Z) = % 4 ,d’ou:

2

7)==
(2) = 2

4) La déclaration de fonction, une fois remplie, s’écrit :
Function z (a : real) : real ;

Varx, y:real ;

Begin

x:=axrandom ;y:=a*random ;z:= Abs(x — ) ;
End ;

g 0 o] 1= 1 1=
Préliminaire

1) a) La fonction ¢ H% est décroissante sur |0, +oo[ donc aussi sur [k, £+ 1],
4

avec k dans N*. Par conséquent, on a, pour tout k£ de N* :

1 1 1
Vielkk+1], —— < — < —.
[ | Je+1 7~ Jr 7 Jk

En intégrant de ka k+ 1 (bornes dans I’ordre croissant fonctions continues), on

\/_ J~k+11d < J-k+ %dt_ \/_J-
Pour finir,on a :

obtient :

dt < —

Ve % TS

1 J-k+l 1 1

b) Pour tout entier naturel #» supérieur ou €gal a 2, on peut sommer cette double

inégalité pour k allantde 1 a n— 1 ce qui donne :
n—1

k+1 1
S oS [pasS

La relation de Chasles sur les 1ntegrales et le changement d’indice i = £+ 1 dans la
premiére somme permettent d’écrire :



2) En modifiant un peu chacune des sommes et en calculant I’intégrale, on a :

S

En recentrant cet encadrement (I'ancienne inégalité de gauche devenant la
nouvelle inégalité de droite et réciproquement), on obtient bien :

1 &1
Vn>22dn -2+ — <> — <2/n-1.
=Vk

Tn

Comme 2y/n —2< 2Jn -2+ on peut élargir un peu :

1
ﬁ’
Vn22, 2\n ~2< Z— <2n 1.

Ceci restant valable pour » =1 (I’encadrement donne : 0 <1 < 1), on peut
conclure :

S|
VneN",24n —2< Y — < 2yn -1
;\/k

Partie 1

1) Comme la suite (X)) converge complétement, alors, pour tout réel € strictement
positif, la série de terme général P( |X, — X | > € ) est convergente. On en déduit
(c’est la condition nécessaire de convergence d’une série) que son terme général
tend vers 0. On a alors : nl_l)l}—loo P(|X,—X|>¢)=0, ce qui, par définition, signifie :

La suite (X,,) converge en probabilité vers X |

1

2) a) Comme Y, suit la loi de Poisson de parameétre 1 ,onaP(Y,=0)=¢ ".
n

De plus, Y, est a valeurs enti¢res donc : (¥, > 1) = (¥, > 0), ce qui permet
d’écrire : P(Y,>21)=1-P(Y,=0).
On adonc:

1

PY,z21)=1-¢ "

b) Comme ¢ est strictement positif, ona : (¥,,>¢€) < (¥, > 0).
On en déduit (Y, est a valeurs entiéres) : (¥, >¢) < (¥, >1).
Par croissance de la probabilité, on obtient : P(Y,>¢€) < P(Y, > 1).



1

Onadonc: P(Y,>€)<1— e ".Une probabilité étant positive, on obtient :

1

Ve>0,0<P(Y,>e)<l—c "

1 e, .

¢) Lorsque 7 tend vers +oo, — — tend vers 0 et, par continuité de la fonction
n
1

exponentielle en 0, ona lim e ” =1, d’ou, par encadrement :

n—>+0
lim P(Y,>¢)=0.

n—>+0

Comme Y, est a valeurs positives, ceci s’écrit : lim P(] ¥,—-0]>¢)=0.
n—>+0

On a donc montré que :

‘ La suite (Y,) converge en probabilité vers la variable certaine égale a 0 |

1

d) On a vu plus hautque : P(Y,>21)=1-¢ ".
1

Comme Y, est a valeurs positives, ceci s’écrit: P(| ¥, —0|=>1)=1—-¢ ".

. 1 ..
Pour terminer, lorsque » tend vers +o0, — — tend vers 0 et on a I’équivalent
n

1
classique: e 7 -1 ~ —l.Onendéduitque:P(lY,,—Olzl) ~ l

n—>+to oy n—+0  p
Comme la série de terme général — est divergente (série de Riemann de
n

paramétre 1), le critere d’équivalence pour les séries a termes positifs garantit que
la série de terme général : P(| ¥, — 0| > 1) diverge également.

On a donc trouvé un € (¢ = 1) pour lequel la série de terme général P(| ¥, — 0| >¢€)
diverge, on peut donc conclure :

| La suite (Y, ne converge pas compleétement vers la variable certaine égale a 0 ‘

Partie 2
1) a) Par linéarité de I’espérance, E(S,) = Z E(B,),mais E(By) =

1
= Vi

donc :

LS|
ES)=Y —
(S ;rk

Par indépendance des variables aléatoires By, on a V(S,) = z V(B,).
k=1



1

7

L), on obtient : V(S,) = Z(L 1 .

Jk =k k

Comme V(By) = (1-

VS,) = Z z%
k=1

21
. Comme la somme Z— est positive, alors
=1

b) Ona: £(S,) - VS =Y
k=1

x| -

facilement :

| MS)<ES) |

2) a) On applique I’inégalité¢ de Bienaymé-Tchebychev a la variable aléatoire Z,
(qui possede bien une espérance et une variance), ce qui donne :

Ve >0, P(|Z—E(Z)| 28 ) < \2n) V(Z)

, on a, par linéarité de I’espérance : E(Z,) = ﬁ E(S,) =1.

Comme Z, =

n n

Vz,)
p

On obtient alors : P(‘ zZ, -1 ‘ >¢g) <
€

2
Par propriété de la variance, V(Z,) = (ﬁ ) V(S

Avec la question précédente, on en déduit que : V(Z,) <

, ce qui permet
vz, . 1

d’écrire (comme €2 > 0) : < .
( ) g2 e2E(S,)

On a donc enfin : P(‘ Z, -1 ‘ >¢g) < et comme une probabilité est
€

1
2E(S,)

positive, on obtient :

0< P(|z,-1|28)< FEG)

b) Comme E(S,) = Z et comme z > 2\/_ 2, on aen prenant
"k K

1
2E(S) £ (2[ 2)

I’inverse (tout est strictement positif) : 0 <

1
Par encadrement, on a lim =0

n—>+o g2 F(S,)




Toujours par encadrement, grace a la double inégalité obtenue en 2a), on a :

lim P(\Zn —1‘28)= 0

n—>+0

Ceci signifie bien que la suite (Z,),>1 converge en probabilité vers la variable
aléatoire certaine égale a 1.

3) En remplagant » par n*, I’inégalité obtenue a la question 2a) devient :

0<P(|Z 4—1|28)S;.
n SZE(Sn4)

En majorant comme 8 lignes plus haut (en remplagant » par n*), on trouve :

1

0<P(|Z ,~1|28)< ————

1
e2(2n* —2) "+ 2gp?
converge (série de Riemann de parametre 2 > 1) on en déduit, par critére

d’équivalence pour les séries a termes positifs, que la série de terme général
1

)
termes positifs, que :

o . 1
et comme la série de terme général —-

Comme >
n

est convergente, puis, par critere de comparaison pour les séries a

La série de terme général P(|Z , —1|2¢ ) est

convergente

1

4) a) Par définition de la partie entiére,ona: e, <n t < e, + 1. Enélevant a la
puissance 4 (tout est positif), on obtient : e,' <n < (e, + 1)*.
(e, +1)* e,

n n
Par ailleurs, S(e”+1)4 = kZ{Bk .S, = kZ_;Bk et Se”4 = ZBk et, comme les

k=1
variables aléatoires By sont a valeurs positives, on en déduit :
Se,f <S,< S(eﬂ+1)‘ . (1)

Par croissance de 1’espérance, on a alors : E( Se ) S E(S,) <E(S (e 41" ).

En inversant (tout est strictement positif, puisque la variable S, . est positive et

n’est pas la variable certaine égale a 0, on a :

1 < 1 < 1 @)

CE(S,)  E(S.)

E(S(en +1* )



En multipliant (1) et (2) membre & membre, on obtient :

S S v
Vne N*, “ <Z,< et
ECS ) E(S,)
Se‘ S(e +1)*
b) Par définitionde Z,,ona: Z , = * et Z W s
CUEES,) e ES, 0
e, (e, +1)
On en déduit alors que : Se: = E(Se,,* )Ze: et S(e,, ay T E(S(e”+1)4 )Z(e”+1)4

En remplacgant dans I’encadrement obtenu a la question 3a), on trouve :

E(S,.) E(S,, 1y
VneN', — %7 , <7< wz(e 1)
E(S, ) E(Sy)

5) a) En divisant par 2 \/Z I’encadrement obtenu dans le préliminaire, on a :

VneN",1- ! — ——, ce qui prouve (par encadrement) que :

Nl 2f 2n

~ 2.4/n.Onendéduit : E(S,) ~ 2+/n.
n—>+o0

S

En remplagant » par en4 , on obtient : E( Se . ) en2 .
En remplagant » par (e, + 1)4 , on obtient : E( S( Ly ) 2 (e, + 1)

ES ) (e, +D)’

Onaalors : —2—— >
E(S 4) n—>+w0 e
e,, n
. (e, +1)’ . .
Comme lim e,=+o,0ona lim ———— =1, ce qui donne bien :
n—>+o0 nsto 5 2
n
E(S(en+1>“) _

lim
n—>+o0 E(Se4 )

b) Par déﬁnition de la limite, on a, pour # assez grand :

(e +1)4)

-1 |S8.
E(S )

“o | F



E(S

4
Cecis’écritaussi : 1 —g < AP [ €, et on a bien, en particulier :
E(Se4)
E(S
V>0, — @ cyp g | (1
E(Se4)
L B .
On aaussi lim “— =1 donc, pour » assez grand, on a, toujours par
n—>+o E(S(e +1)4
g E(S,)
définition : Ve’ > 0, | # -1 | <g¢’
E(S (e,+1>“)
. . E(S,4)
Cecis’écritaussi: 1 —¢’ < Z <1 +¢’eton a, entre autres :
ES.
(en+1)
ES,) |
Ve'>0,1—-¢’'< —— . Enposante’ = , on obtient :
E(S (e 2(1+¢)
E(S,
Ve > ’ 2+¢ < ( e,,) (2)
2(0+e)  E(S( 1)
E (Se4 ) E (Se4 )
¢) Comme "7 <Zy,ona:(Z,<1-g)c( "7 ,<1-¢g).
EGS ) © E(S ) ©

E(S(e”+1)4 )

Cecidonne (Z,<1-¢) c( Z , <
i E(S,.)

(1-¢) ), et grace a I’inégalité (1),

on obtient (Z, < 1-g) = ( Z ., <1-g?), soit:

(Zn<l-g)c(Z, .—1<-¢?)

E(S(e +D* )
De la méme fagon, comme ———— ,=>2Z,ona:
E(S \ ) (e”+l)
E(S, )
(Zy>1+g)c(— e ,>1+¢)

E(Se4 ) (e, +1)



E(S,.) )
.2 (1+¢€)),etgrace a
(e, +1)
E(S(e +*
2+¢

>
(e, +1) 2(1 )

On peut alors écrire : (Z,>1+¢) C ( Z

I’inégalité (2), on obtient : (£,>1 +¢) C ( Z (1+¢) ) soit :

€
(Z,,21+8)C(Z(e”+1)4 > 1+§),etenﬁn.

€
> 1> =
Ziz1+9e(Z, . ~127)

d) D’apres la question 5c),ona: (Z,<1—-¢)c( Ze .—1<—¢?). On sait aussi

que ( Z(24 —IS—SZ)C(|Ze4—1|282), donc on en déduit :

(Z, < 1—8)C(|Z —1|>8)

).

Toujours d’apres la question 5¢),ona: (Z,>1+¢)c( Z( Ly -12

o | »m

Comme ( Z

(e,+D)*

€
(e”+l)4 -12> E)C(lz

€ .
-1]/= 5 ), on peut &crire :

€
(Zuz1+e) (12, 40 =112 2,

Pour finir, onsaitque : (| Z,-1|2¢)=(Z,— 1 2¢) U (Z,— 1 <—¢). On peut
alors écrire : (| Z,—-1|2¢e)=(Z,21+e)U (£, <1 —¢).

Par incompatibilité, on obtient : P(| Z,-1|>¢€)=P(Z,21+¢)+ P(Z, <1 —¢).
En tenant compte de tout ce qui précede, on a bien :

P(|Z,~12e)<P(| Z

€
ey —112 §)+P(|Ze;}—1|282)

e) La domination trouvée a la question 5d) ci-dessus ne permet malheureusement
pas de conclure : on ne peut pas appliquer ici le résultat de la question 3), puisque
e, et e, + 1 ne sont pas des entiers naturels quelconques (e, n'est que la partie

1

. 4
entiere de n ).



