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EXERCICE 1

1) Soit A un réel. A est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — X\ I n’est pas inversible.

OrA- )L, = <_y)\ 233__1 A) et <_y)\ 23;__1 )\> n’est pas inversible si et seulement si (=) (22 — ) —y (—=1) =0,

donc si et seulement si A2 =2z X +y =0 (1).
Le discriminant de cette équation du second degré est (22)? — 4y ; il a donc le signe de x? — y.

e Premier cas: 22 —y < 0. L’équation (1) n’a pas de solution dans R donc A n’a pas de valeur propre dans R. A n’est
pas diagonalisable dans Ms(R).

e Deuxieme cas:x? —y = 0. L’équation (1) admet une solution et une seule dans R qui est x. Ainsi x est la seule
valeur propre de A dans R.

Supposons alors que A est diagonalisable dans Mz(R). Il existe une matrice inversible P de M3(R) et une matrice
diagonale D de M2 (R) telles que P™*AP = D.

D est semblable & A donc a les mémes valeurs propres que A. Ainsi D est diagonale et a pour unique valeur propre

r 2) donc D =z Is.

x. Dans ces conditions: D = <0

Alors: (0“1 —A—PDP' = PPt =2PLP ' =2PPt =2l = (% V).

y 2z 0 =z
Cela n’est pas tres vraisemblable dans la mesure ou —1 n’est pas franchement égal a 0!
Par conséquent A n’est pas diagonalisable dans M (R).

e Troisieme cas 22 —y > 0. L’équation (1) admet deux solutions distinctes dans R. Ainsi A est une matrice de Ms(R)
ayant deux valeurs propres réelles et distinctes, donc A est diagonalisable dans M (R).

Finalement :

A est diagonalisable dans Mo (R) si et seulement si 22 — y est strictement positif. ‘

2) ’ Dans la suite si T est une variable aléatoire nous noterons Fr sa fonction de répartition. ‘

a) X2 prend ses valeur dans [0,1]. Ainsi Vz €] —00,0[, Fx2(x) =0 et Vz € [1,+o0o[, Fxz(z) = 1.
Va € [0,1], Fxa(x) = P(X? < 2) = P(—yF < X < V) = P(—y/F < X < Vi) = Px(v/i) - Fx(~).
0 sizé€]—o00,0]
Rappelons que Vz € R, Fx(z) =14 z siz€[0,1]
1 sizel[l,+o0f
Alors Vz € [0,1[, Fxz2(z) = Fx(v/z) — Fx(—/z) = y/x — 0= /x.
0 size€]—o0,0]
Finalement : Vo € R, Fx2(z) =< v/ siz €[0,1]

1 sizel,4o0]
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Vérifions rapidement que X? est une variable aléatoire & densité méme si cela n’est pas demandé. Notons déja que
X? est une variable aléatoire car X en est une.

Rappelons que x — /Z est continue sur [0, +oo| et de classe C! sur ]0, +ool.

Alors Fy: est de classe C! sur | — o0,0], ]0,1[ et [1,4+oc[. Ceci suffit pour dire que Fx: est de classe C! au moins sur
R - {0,1}.

Fx2 est aussi continue sur | — 00, 0[, [0,1[ et [1,4o00[. Ceci suffit pour dire que F'x2 est continue en tout point de

R —{0,1} et continue & droite en 0 et 1 (normal...).

De plus lim Fy»(z) =0=+v0= Fx2(0) et lim Fyx:(z)= lim vz =1= Fx2(1). Fx2 est donc continue & gauche
r—0~ Tz—1— Tz—1—
en Oet 1.
Finalement Fy: est continue sur R et de classe C! sur R — {0,1}. Ainsi X? est une variable aléatoire & densité.
1

2V7

De plus V& €] — 00, 0[U]1, +00[, Fi(x) =0 et Vo €]0,1], Fy2(z) =

1
— siz€l0,1
Posons alors:Vz € R, fxz2(z) =1 2 Jz si x €] ]

0 sinon
fx2 est une fonction positive sur R qui coincide avec F., sur R privé d’un nombre fini de points donc c’est une densité
de X2,

—— six€]0,1
La fonction fx2 définie par:Vr € R, fx:z(x)=<¢ 2z stz €0, 1]

0 sinon

, est une densité de X2.

b) —Y prend ses valeur dans [—1,0]. Ainsi Vz €] — oo, —1[, F_y(z) =0 et Va € [0, +o0[, F_y(x) =1.
Vee[0,1], Foy(z)=P(-Y <z)=PY >-2)=1-PY <-2)=1-PY < —x)=1- Fy(—x).
0 sizé€]—o00,0]
Rappelons que Vz € R Fy(z) =< z siz€[0,1]
1 size|l,+oof

Alors Vo € [-1,0[, Fey(z) =1—-Fy(—z)=1—(—2) =142 =

0 stz €] —o0,—1]
. z—(-1) . N
Finalement :Vz € R, F_y(z) = 0= (D) siz€[-1,0] . Donc —Y suit la loi uniforme sur [—1,0]. Dans ces
1 siz € [0,400]

conditions :

est une densité de —Y.

. ) 1 size]-1,0]
la fonction f_y définie par:Vax € R, f_y(x)=

0 sinon

c) e X2 et —Y sont deux variables aléatoires indépendantes car X et Y le sont.
e X? et —Y sont des variables aléatoires & densité admettant pour densité respectivement fyz et f_y-.

e f_y est bornée sur R.

+oo
Dans ces conditions X2 + (—Y) est une variable aléatoire & densité et la fonction h:x — / fxez(x —1t) foy(t)dt
— 00

en est une densité définie sur R.



Ainsi X2 — Y est une variable aléatoire & densité et h en est une densité. Déterminons h. Soit z un réel.
+oo 0 1 site[-1,0]

h(x) :/ fxz(z—1t) f—y (¢) dt:/ fxz(x—t)dt car VE € R, f_y(t) = .

—1

0 sinon

x+1
Le changement de variable(C!!) u = x — t donne sans difficulté : h(z) = / fxz(u)du.
T

1
— siue€lo,1
Rappelons alors que Yu € R, fxz(u) = ¢ 2u siu €] ]
0 sinon
Observons que si « appartient & | — oo, —1[: [z, + 1] C] — 00, 0] et si x appartient & |1, +o00[: [z, + 1] C|1, +o0[.
Alors si z €] — 00, —1[U]1, +00[, fx2 est nulle sur 'intervalle [z, z + 1], donc h(z) = 0.

Supposons que x appartienne a [—1,0]. Alors z + 1 € [0, 1].
z+1 du z+1
O I Vi
insi h(x) /0 NG Vu . T+
Supposons que x appartienne & ]0, 1] alors z + 1 €]1,2].
b du 1

Ainsi h(a:):/w m:[\/ﬂ} =1-

x

Vz+1 size[-1,0]
Finalement:Vz € R, h(z) = 1 -z siz €]0,1]

0 sinon

X? — Y est une variable aléatoire & densité admettant pour densité la fonction h définie par :
Ve+1 sizel[-1,0]
Ve €R, h(z) =S 1—z size]0,1]

0 sinon

Ve+1 size[-1,0]

Remarque  On a encore:Vx € R, h(x) =< 1 — vz sizel0,1] !

0 sinon
d) Notons S I’événement la matrice M est diagonalisable dans M2 (R).
0 -1 . .
S = {w €| (Y(w) 2X(w)) est diagonalisable dans MQ(R)}.

D’apres la question 1: S = {w €| (X(w))2 —Y(w) > 0} ={X?-Y >0}

[N

1_1 2 1
B -3

mmu%ﬁ:Puﬂ—y>m:/ﬁwmwm2/ﬁw@_¢aa:P_gt -
0 0 0

0 -1

o . 1
v 9 ) soit diagonalisable dans Ms(R) est .

La probabilité pour que la matrice M = (




EXERCICE 2

1
1) Soit A un réel non nul. f et t — " sin(At) sont de classe C! sur [a, b].

b
1
Une intégration par parties simple donne alors :/ f(t) cos(At) dt = {f(t) (X sin( /\t } — f/ (@) sin(At)d

b 1 b
/ F(t) cos(A) dt = § <f(b) sin(A\b) — f(a) sin(Aa) — / F(8) sin(\) dt).

b

/a f(t) cos(At) dt W <|f sin(Ab)| + | f(a) sin(Aa)| + / f(t sm(At)dt)
b 1

/a f(t)cos(At)dt W <|f )| sin(Ab)| + | f(a)|| sin(Aa) |—|—/ |f/(t ||81n(/\t)|dt>
b 1

| st at] < <|f )+ £ (@)l + / e |dt>

1
Comme : R lirf <|| <|f(b)| + | f(a)| + / If'(t)] dt)) = 0, le théoréme d’encadrement donne alors sans difficulté :
— 400 @

lim / " F(t) cos(n) dt =

A—=+o0 J,

b
Remarque Ce qui précéde donne de la méme maniére \ lim f(t) cos(At)dt = 0.
——00

2) a) Soient a et b deux réels. cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb et cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb.

1
En ajoutant ces deux égalités et en divisant par 2 on obtient : cosa cosb = 5 (cos(a+ b) + cos(a — b)).

t 1 t t 1 2k+1 1—-2k
Alors Vt € R, V — == — - _
ors Vt € R, Vk € N, cos2 cos(kt) 5 (cos (2 +kt> + cos <2 kt)) 3 <cos< 5 t) +cos( 5 t))

La fonction cos étant paire on a alors :

1 2 1 2k —1
vVt eR, Vk €N, cos;cos(k;t):2(cos< s t)+cos< k2 t)) :

2

b) Soit ¢ un élément de [0, 1] et n un élément de N*.

cosé ?‘1 (=1)* cos(k) ki:l ((1)k cos% cos(kt)) ki:l ((1)’@; (cos (2’“; ! t) + cos <2k2 ! t)))
cos ¢ é (—1)* cos(kt) = % ;:1 (=1)* cos (2’“; ! t) +% é (—1)* cos <2k2_ ! t).

Une petite translation d’indice au niveau de la seconde somme donne :

n

n—1
t i 1 i 2% + 1 1 - 2% + 1
cos 5 Z (=1)% cos(kt) = 5 Z (-1) cos( 5 t]+ 5 Z (-1) cos 5 t].
k=1 k=1 k=0
t 1 ¢ 2% + 1 1w % +1
Ou: cos 5 ; (—1)* cos(kt) =3 2:1 ( + ) B kz:o ( 2+ ) En simplifiant il vient :



t
—3 cos 5 Finalement :

- 1 2n + 1
Z F cos(kt) = 3 ((—1)" cos( n2—|— t) — cos ;)

t k 1 " 2n +1 1
cos 5 Z (=1)% cos(kt) = 3 (=1)™ cos ( t)

Vvt €[0,1],¥n € N*, ¢

I\D\:*

t
c) Soit n dans N*. Observons que Vt € [0, 1], cos 3 = (0. Alors, par division, la question précédente fournit :

- 1 CoS (M t) 1
vt € [0, 1], (=1)* cos(kt) = = (-1)" ——2—~ — —. Ou:
1; 2 Ccos (%) 2
n cos (—Z”H t) 1
1 N 2 2
Yt € [0, ,kzd ) cos(kt) = (—1) 2 cos (2) 5

En intégrant entre 0 et 1, et par linéarité de I'intégrale, on obtient :

n

1 _ [t cos (B 1) 1 [t B o [tcos (25 1) 1
Z((-M/O cos(kt)dt)(—l) /OMS(;)dt—Q/O 1dt = (-1) /Oms(é)dt—2~

k=1
—1)k 1 x Sink

1
Or Vk € N¥, (71)’6/0 cos(t) dt = ¢ - {sin(kt)}oz(—l) -

L (2n+1 t) 1

n ! cos (2
Vn € N*, :*17}/ 2 dt— -
" ;uk (=1) 0 2COS(%) 2

(3)

= uy. Finalement :

3) Notons que Vn € N*,

[,
0

2 cos (%)

1 2n+1
_ e / cos (2% : t) al -
o 2cos (5)

Considérons alors la fonction g:t — - g est de classe C! sur [0,1] et :

2 cos %
2 1
Yn € N¥, (—)‘ ‘/ cos( n;— t) dt‘.
La premiére question donne : )\hm g(t) cos(At)dt = 0 car g est de classe C! sur [0, 1].
—+ Jo

1
2 1
Donc lim g(t) cos ( n2+ t> dt = 0.

n——+00 0

n 1 2n+1 1
1 cos t 2 1
Alors lim g ug— (—= ]| = lim / (7t) dt| = lim / g(t) cos nt t|dt| =
n—-+o00 2 n—+oo | Jq 2 cos (—) n—+oo | /g 2
k=1 2
~ 1 1
Ainsi hm E u = ——- Ce qui signifie que la série de terme général u,, est convergente et de somme ——-
n——+o0 2

+oo .
n 1
converge et E (-1) k. —5’
n

n Sinn

La série de terme général u,, = (—1)

n=1




EXERCICE 3

> ’ Dans la suite si A est une valeur propre de f nous noterons SEP (f, A) le sous-espace propre de f associé a A.

1) a) Supposons que f est un automorphisme de E. Alors Ker f = {Og} et Im f = E.

Clairement {Op} N E = {0g} et {Og} + E = E donc {0g} et E sont supplémentaires dans E'!

’ Si f est un automorphisme de E, alors on a bien E = Ker f & Im f. ‘

b) Ceci est une question de cours !

Soit x un élément de E. Il existe un unique élément (zp,xq) de F X G tel que z = zp + z¢.
Alors s(x) = axp — ¢ =2 + (—2¢).

Comme zp est un élément de F et —z est un élément de G on a:s(s(z)) = zp — (—2¢).

Ainsi s?(z) = s(s(z)) = zp + z¢ = @ et ceci pour tout élément = de E. Donc :

Dans ces conditions s o s = Idg donc s est une bijection de F sur E et s~! = 5. Alors s est un automorphisme de E.

La question précédente donne alors:

F =Kers®Ims. ‘

2) a) Supposons que f est ’endomorphisme nul. Alors Ker f = FE et Im f = {Og} donc Ker f et Im f sont encore
supplémentaires dans F.

’ Si f est 'endomorphisme nul on a £ = Ker f & Im f. ‘

b) (i) f n’est pas bijectif et F est de dimension finie donc f n’est pas injectif. Alors Ker f n’est pas réduit au vecteur
nul ce qui montre que 0 est une valeur propre de f.

Supposons que 0 est la seule valeur propre de f. Comme f est diagonalisable, le sous-espace propre de f associé a (
est ¥ donc Ker f = E. Alors f est 'endomorphisme nul. Ceci contredit ’hypothese. Finalement :

’ 0 est valeur propre de f et f a au moins une autre valeur propre que O. ‘

(ii) Soit A une valeur propre de f autre que 0 et z un élément du sous-espace propre de f associé a .

1 1
f(z) = Ax et A n’est pas nul donc x = X f(x) =f (/\ x) x est alors un élément de 'image de f.

Donc Vx € SEP (f,\), = € Im f. Par conséquent SEP (f,A) C Im f.

’ Tout sous-espace propre de f associé a une valeur propre non nulle est inclus dans 'image de f ‘

(iii) Posons Ag = 0 et notons A1, Ag, ..., A4 les valeurs propres non nulles et distinctes de f.

q q
E = EPSEP (f,);). Posons F = ) SEP (f,\i). Alors E = SEP (f,X0) & F donc E = Ker f & F.

=0 i=1



q

Pour tout élément i de [1,¢], SEP (f,\;) est contenu dans Im f donc @ SEP (f, \;) est contenu dans Im f.
i=1

Ainsi F est contenu dans Im f.

De plus dim F' = dim EF — dimKer f car £ = Ker f @ F. Le théoréeme du rang donne alors dim F' = dimIm f.
FCImfetdimF =dimIm f < 400 donc F =1Im f. Comme F =Ker f @ F':

’E:KerfGBImf.‘

c) FE est de dimension finie et dimKer f 4+ dimIm f = dim E d’apres le théoréeme du rang.
Ainsi suffit-il de démontrer que Ker f NIm f = {0g} pour dire que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

f est diagonalisable donc il existe une base B = (e1, e, ..., e,) de E constituée de vecteurs propres de f respectivement

associés aux valeurs propres ai, ag, ..., Qp.
Soit y un élément de Ker f NIm f. Il existe un élément = de E tel que y = f(x).

Soit (z1, 2, ...,z,) la famille des coordonnées de x dans la base 5.

y=1[f(z)=f <Z xk%) =Y wnfler) =Y whaper.
k=1 k=1 k=1

n n

y est dans Ker f donc 0g = f(y) = f (Z Th O ek> =3 zpay fler) = X zpaieg.
k=1 k=1 k=1

Z zraser = 0p et la famille (e1, e, ..., e,) est libre donc Vk € [1,n], xy ai =0.
k=1
Soit k un élément de [1,n]. zj a% =0 donc zx =0 ou a% = 0. Alors zx = 0 ou o, = 0 donc z g, = 0.
Finalement Vk € [1,n], zx ar =0 donc y = Z rpaper = 0g.
k=1

Ceci acheve de redémontrer que E = Ker f & Im f.
3) a) (i) y appartient & Im f donc il existe un élément x de E tel que y = f(x).

Comme y appartient également & Ker f: f?(z) = f(y) = Og.

’ Si y est un élément de Ker f N Im f, il existe un élément z de E tel que y = f(z) et f%(z) = 0g. ‘

(ii) Vk € [2,+ocl, f*(@) = [*2(f(2)) = *2(0p) = O,

Pour tout entier k& supérieur ou égal & deux on a f¥(z) = 0g.

P

P(f) = 0z(p) donc P(f)(xz) = 0g. Alors Op = P(f)(x) = Z ar f¥(2) = a1 f(z) = ar y.
k=1

Ainsi a; y = 0g et a; # 0 donc y = 0.

’Siyest un élément de Im f N Ker f, y:OE!‘

b) La question précédente montre que Im fNKer f = {0g} et le théoréme du rang donne dim Ker f+dimIm f = dim E.

FE est de dimension finie on peut alors dire que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E. On a encore :



’E:KerfGBImf.‘

Exercice Envisager une réciproque pour le résultat de 3).

Une solution de ’exercice
Soit f un endomorphisme de F.

e Nous venons de voir que si f posséde un polynoéme annulateur (non nul) dont 0 est une racine simple alors E =
Ker f & Im f. Montrons la réciproque.

e Supposons que E = Ker f & Im f. Montrons que f posséde un polynéme annulateur (non nul) dont 0 est une racine

simple.

D’apres le cours f possede un polynome annulateur non nul. Ainsi ’ensemble S des polynémes annulateurs non nuls
de f est non vide.

Alors {deg R; R € S} est une partie non vide de N ; elle posséde alors un plus petit élément r.
Soit T un élément de S de degré r. Envisageons deux cas.

Premier cas: 0 n’est pas racine de T

Posons alors P = X T. 0 est racine simple de P et P(f) = foT(f) = fo 0z = Oz(p)-

P est un polynéme annulateur (non nul) de f et 0 en est une racine simple.

Deuxieéme cas: 0 est racine de 7.

Montrons par ’absurde que 0 est une racine simple de T'.

Supposons le contraire. Alors il existe un élément @ de R[X] tel que T = X2 Q.
Soit  un élément de E. 0 = T(f)(z) = (2o Q(f))(z) = f(f(Q(f)(:v)))

Alors f(Q(f)(x)) appartient a Ker f N Im f donc f(Q(f)(a:)) =0g.

Donc Vz € E, f(Q(f)(z)) =0g ouVz € E, (foQ(f))(x) =0g. Cela signifie que XQ est un polynome annulateur
(non nul) de F.

Ainsi XQ € S et deg(XQ) =7 — 1 (car r = deg T = deg(X2Q)). Ceci contredit alors le fait que r soit le minimum
de {deg R; R € S}.

Finalement : T est un polynéme annulateur (non nul) de f et 0 en est une racine simple.

Dans les deux cas f posséde un polynéme annulateur (non nul) dont 0 est une racine simple.




PROBLEME

Partie 1 : quelques résultats utiles pour les parties suivantes.

1) Soit ¢ un élément de [1,n]. Nous imaginerons que les prévisions du joueur J; pour chaque lancer sont indépendantes
et qu’elles se font au hasard. Dans ces conditions, pour chaque lancer, la probabilité pour que la prévision du joueur

1
J; soit bonne est 3

Les 2p + 1 prévisions du joueur J; étant indépendantes :

la variable aléatoire X; égale au nombre de prévisions correctes du joueur J; suit la loi binémiale de parametres
1
2 let —-
p+1le 5
p 2p+1 2p+1
2p+1 2p+1 2p+1
2)a)Sp+T,,=Z< A >+ > ( . ):Z ( . )

k=0 k=p+1 k=0

La formule du binéme donne: S, + T, = (1 + 1)?+1 = 22p+1,

’ Sy + T, = 22PT1, ‘

P P
b) Rappelons que Vi € [0,2p + 1], <2p2- 1> = (2p2i1_i k) Ainsi S, = Z (2]3]:- 1> = Z <2p2—;|.i—fi k)'
k=0

2p+1
2p+1
Le changement d’indice ¢ = 2p + 1 — k donne alors: S, = Z ( P + ) =1T,.
i=p+1

22p+1
c)2S,=25,+T,=2%"donc S, = 5 = 2%,
P p k 2p+1—k V4 2p+1
- - B 2p+1) (1) (1 241\ (1 S, 1
neroasp=yrn=n=3 (M) () G) =X ()G cEe

1
szTp:22petrp:§

Partie 2 : les joueurs jouent au hasard et indépendamment les uns des autres.

Soit ¢ un élément de [1,n]. Pour simplifier nous dirons dans la suite que le joueur J; gagne (ou gagne quelque

chose) si G; prend une valeur non nulle, autrement dit si J; a le plus grand nombre de prévisions correctes.

+1,J€[[ 1]]}

ee Ou le joueur J; ne gagne rien et G prend la valeur 0. Ou le joueur J; ”gagne quelque chose” ; si nous notons alors

1) Nous allons en fait montrer que G1(Q2) = {0} U {

j le nombre de joueurs ayant gagné avec lui alors j est un élément de [0,n — 1] et Gy prend la valeur j_ T
J

Ainsi G1(Q) € {0}U {3711 [0,n — 1]]}.
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ee Montrons l'inclusion contraire.
Notons que Vi € [1,n], Vk € [0,2p+ 1], P(X; = k) # 0.
e L’événement {G; = 0} contient 'événement {X; = 0} N {X, = 1}.
De plus: P({X; =0} N{Xz =1}) = P(X; = 0) P(X3 = 1) # 0 (par indépendance).
Donc P(G1 = 0) # 0 et nécessairement 0 € G1(Q).
e Soit j un élément de [0,n — 1].

|

L’événement {G1 = 1} contient 'événement {X; = 1}N{Xy = 1}N- - -N{X, 1 = 1}N{X;42 = 0}N---N{X,, =0}

Par indépendance :

J+1 n
PU{Xy=1}n{Xo=1}N-N{Xj31 =1} N{X;52=0}n---n{X, =0}) = [[P(Xx =1) [] P(Xx=0)#0.
k=1 k=j+2
| |
Donc P <G1 = jil) # 0 et nécessairement o 1 € G1(9). Finalement :

G1(Q) = {0} U { [0,n — 1]}}.

n!
j+1’

n! L . .
2) a) L’événement {Gl = } se réalise si et seulement si tous les joueurs gagnent.
n

L’événement {X; =0} N {Gl = } se réalise si et seulement si tous les joueurs gagnent en n’ayant aucune prévision
n
correcte.

n!

Alors P <{X1 =0}n {01 = n}) = P{X; =0} n{X, =0}N---N{X, =0}).

|
Par indépendance : P ({X1 =0}n {Gl = "}) = P(X; = 0)P(X5=0) - P(X, = 0) = q.
n

n! P({X;=0}n Gl:%! ) _ @ n—
Alors Pyx,—oy (G1 = n) = (X, :{O) } = q% =4 L

i+1) P(X; =0)

Supposons que le joueur J; gagne en ne faisant aucune prévision correcte. Nécessairement tous les autres joueurs n’ont
fait aucune prévision correcte. Alors les n joueurs se sont partagés les n! euros. J; a donc gagné — euros.
n

n! P ({Xl = 0} N {Gl = j:LL! })
b) Soit j un élément de [0,n —2]. Px,—o} <G1 = > .

n!
L’événement {X; =0} N {Gl = +1} est donc impossible car j 4 1 est strictement inérieur a n. Sa probabilité est
J
nulle.

Alors P, G =" P((=010 1t = %)) 0
o {Xl‘(’}( 1_j+1>_ P(X; = 0) =Y

!
Si j est un élément de [0,n — 2] : Prx,—o} (Gl = 11> =0.
J

n—1

Remarque Il résulte de ce qui précéde que Prx,—oy (G1 =0) =1 — q;
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n!
C)E‘(Gl|_X71—0)—0><]D{X1 0}(G1—0 +Z +1 {X1=0}<G1:j+1>.

n—1
n! n! n! nl\ .,
EG|X1=0)= j;o TP{XFO} <G1 = n 1) = gP{Xlzo} (G1 = n> d’apres 2) b).

E(G,| X1 =0)= q(’f L=(n—1)gy " dapres 2) a).

E(Gi| X1 =0)=(n—1)!qg".

3) a) Soient k un élément non nul de X;(€2) et j un élément de [0,n — 1].

n!
, o nl :P({Xlzk}ﬂ{(h:m}).
o=k \ ™= 5 P(X; =k)
!
{X1 = k}n {Gl = T—:—l} se réalise si et seulement si X; fait exactement k prévisions correctes et gagne avec
J

exactement j autres joueurs.

1 } se réalise si et seulement si X; fait exactement k prévisions correctes avec j autres joueurs,

xi=nn{ei-

n — 1 — j les autres joueurs faisant au plus k — 1 prévisions correctes.

Pour simplifier (!!), notons Z I’ensemble des parties de [2, n] ayant j éléments. Notons également I le complémentaire
dans [2,n] d’une partie I de Z.

Alors:{Xlzk}ﬁ{Glijjl}: U {Xlzk}ﬂ<ﬂ{Xi:k}> N (X <k—1}

IeT i€l ieT

Par incompatibilité on obtient :

<{X1_k}m{ +'1}) >p {Xl_k}ﬂ<ﬂ{X_k}> ({Xi<k-1}

IeT il ieT

Par indépendance ceci donne :

({Xl_k}ﬁ{ 3711})22 P(X, =k) [[P(Xi=k) [[P(Xi<k—1)

Iez icl icT

Si I est un élément de Z, I a j éléments et 1 a n — 1 — j éléments.

De plus Vi € [1,n], P(X; =k) =qr et P(X; <k —1) =r,_1. Ainsi:

<{X1 =kn { 1'1 }) - Z (qk (qr)’ (Tk—l)”*l’j).

IeT

-1
Or Z est I'ensemble des parties de [2,n] ayant j éléments. Donc le cardinal de Z est (n . ) Dans ces conditions :
J

P <{X1 =k} N {G1 - j’f:l }) = Card T x ( (qu) (ri_ 1)"*1#) = (” J_ 1) (qk (qn) (rk_l)nflfj). Alors:

n! ) _ P ({X1 =k}N {G1 = J"T'l}) B ("1 (CI (qr)7 (re— 1)"_1_j) (n_ 1> o

J+1 “\

Pry _ G =
Xa=r) ( ' P(X, =k) qk

Pour tout élément non nul k& de X1(2) et pour tout élément j de [0,n — 1], on a:

n! n—1\ ; .-
P{Xl_k}<G1 j+1>_< j >Qk’“k 1
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b) Soit j un élément de [0,n — 1].

1 (n-1\ _ (n—1) B n! 1/
j+1( J )_(j+1)j!(n—1—j)!_n(j+1)!(n(j+1)!)_n<j+1>'

1 -1 1
Pour tout élément j de [0,n — 1] on a: - (n ) =— ( " )
n\J

Jj+1 J j+ 1
n—1 nl nl
Soit k£ un élément non nul de X;(Q). E(G1 | X1 =k) =0 x Px,—} (G1 =0) +Z P{X1 —k} (Gl:j—i—l)'
n—1 — 1/ n
E X1 =k) n=l=j ) = nl = 3 (p_ )10 )
(1] %, §%<]+1( 1) @) ) 2_;)( ()0 @ )
' n—1 ,
EG| X1=k) = ((] N 1) (qe)? ™ (e 1)"_1_]) Le changement d’indice ¢ = j 4+ 1 donne alors :
j:
(n—1)! & n i i . o .
EG | X1=k) = ) (aw)t (ri—1) . En appliquant la formule du binéme on obtient :
qk =1 ?

qk
(n—1)!
dk

BG 1 X1 =) = " (e = () @0 ) = O (G ) = ().
+

Orgr+rp1=PX1=k)+PX1<k—-1)=P(X; <k)=rpdonc E(Gy | X1 =k) =

()" = G-a))

n _ n
Pour tout élément non nul & de X1(2) on a E(G; | X1 = k) = (n—1)! ()" = (=),

dk
n __ n n o __ n n
c) On pose r_; = 0. Alors pour k =0:(n — 1)! ()" = (re—1)” =(n—1)! (ro)" = (r-1)" =(n—-1) I
dk do do
Notons alors que rg = P(X; < 0) = P(X; =0) = qo.
mmHmmk:omn—nﬁ@l{%@il<:m—1ﬂ%:4n—nwg1 E(Gy| X1 =0) = E(Gy | X1 = k).
k 0
n __ n
En posant r_; = 0 on a encore E(G1 | X1 =k) = (n—1)! (rk)q(rk_l) pour k = 0.
ke
4) ({X1 = k})k6ﬂ0,2p+1]] et un systéme complet dévénements et Vk € [0,2p + 1], P(X; = k) # 0.
2p+1
G'1 prenant un nombre fini de valeurs, G'1 possede une espérance qui vaut : Z (G1| X1 =k)P(X, =k).
k=0
Eas ()" = )"
B(G) = Y EG X =R P =k = -t Y (P,
k=0 =0 dk
2p+1 2p+1
B(Gy) = (n—1)! <Z () =Y (m)“) = (= D! (rapen)” = (r)") = (0= 1) (rag)"
k=0 k=0

EG))=n-1)(P(X1<2p+1))". Or P(X; <2p+1)=1. Ainsi:

| B(G) =(n—1).|
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Partie 3 : J; et J2 forment un groupe et les autres joueurs jouent comme dans la partie 2.

1) a) Supposons que J; et Jo aient fait respectivement « et 3 prévisions correctes. Alors 5 =2p+ 1 — a.
Ouazp+letalors B<2p+1—(p+1)=p. Oua <p+1 et nécessairement §>2p+1—(p+1) =p.
Onadonca>2p+letfB<p+loua<p+letf=p+1.

Ainsi si Jp a fait au moins p + 1 prévisions correctes, Jo en a fait strictement moins que p + 1 et réciproquement.

’ Un et un seul des joueurs J; et Jo a au moins (p + 1) prévisions correctes. ‘

b) De ce qui précede il résulte que: Y (Q) C [p+1,2p + 1].

Soit k un élément de [p+ 1,2p + 1]. L'événement {Y = k} contient I’événement {X; = k} qui est de probabilité non
nulle.

Alors P(Y = k) # 0 ce qui suffit pour dire que k est un élément de Y (). Finalement :

(YQ) =[p+1,2p+1].|

2) Si les lancers donnent F, P, P ou P, F| F l'un des deux joueurs a trois prévisions correctes et Y prend la valeur 3.

Dans le cas contraire les deux joueurs ont au moins une prévision fausse, Y ne prend donc pas la valeur 3 tout en
prenant une valeur de l'ensemble [2,3]; Y prend la valeur 2.

Dans I’exemple donné au début de cette partie, Y prend la valeur 3 si les lancers donnent F, P, P ou P, F, F et Y

prend la valeur 2 sinon.

3) Soit k un élément de [p + 1,2p + 1].

L’événement {Y = k} est la réunion des événements {X; = k} et {X; = 2p+ 1 — k} et ces deux événements sont
incompatibles. Alors:

2p+1 1\ 2! 2+ 1\ /1\*!
P(Y =k) = P(X; = k)+P(X; = 2p+1—k) = e = - = - .
0 =0 = P = D+ P =218 = st =act (0T ) (5) = (1) (5
P(Y =k) = qr + qx = 2 -

[k elp+1,2p+1], P(Y = k) = 2g,. |

n!
j+1

|
4) Montrons que G'(Q2) = {0} U {:L_l ;7€0,n— 2]]} si p n’est pas nul et G'(Q) = {
J

nul.

RS [[0,71—2]]} si p est

Notons d’abord que J; et Jo ne peuvent pas gagner ”quelque chose” simultanément.

ee Ou les deux joueurs J; et Jy ne gagnent rien et G’ prend la valeur 0. Ou un des deux joueurs gagne quelque chose
(et Vautre rien) ; si nous notons alors j le nombre de joueurs ayant gagné avec lui alors j est un élément de [0,n — 2]

et G’ prend la valeur ,n' .
j+1
ey n! ) B
Ainsi G'(©2) c {0} U {j+ T [0,n 2]}

ee Etudions l'inclusion contraire.
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Rappelons que Vi € [1,n] — {2}, Vk € [0,2p+ 1], P(X; = k) # 0.
e Soit j un élément de [0,n — 2].
Soit A I'événement {X; =0} N{Xs=2p+1}N---N{X;50 =2+ 1} N{X,13=0}N---N{X, =0}

n!
Si A est réalisé il y a exactement j + 1 joueurs gagnants: Jo, Js, ..., Jj42, donc {G’ = —|—1} est également réalisé.
J

n! .
Par conséquent 1’événement {G’ = H} contient A.
J

j+2 n
Par indépendance on a: P(A) = P(X; =0) H P(X,=1) H P(Xj = 0) # 0 (encore & deux abus pres...).
k=3 k=j+3
n! n!
Donc P (G’ = - > # 0 et nécessairement — e G'(Q).
j+1 j+1

e Sip=0,il n’y a qu'un lancer donc ou J; fait une prévision correcte et il gagne ; dans le cas contraire c’est Jo qui
est gagnant. Donc si p = 0, G’ ne peut pas prendre la valeur 0.

Supposons p non nul. L’événement {G’ = 0} contient "événement {X; = 1} N {X3 = 2p + 1} (si J; a une prévision
correcte et une seule, Jy en a exactement 2p).

De plus: P({X1 =0} N{X3=2p+1}) = P(X; =0) P(X3 =2p+ 1) # 0 (par indépendance).
Donc P(G’ = 0) # 0 et nécessairement 0 € G'(Q).

Finalement :

L [0,n — 2]]} si p n’est pas nul.

|
6@ =y u{ 1

|
G'(Q) = {]n—i—l’ [[O,nQ]]} si p est nul.

5) a) Soient & un élément de [p + 1,2p + 1] et j un élément de [0,n — 2] (et non pas [0,n — 1]).

n! P({Y =k}n G':jni!1
Pry—py (G/:j—l—'1> - ( P(yik) T })

n!
{Y =k}In {G’ = -i-l} se réalise si et seulement si X7, ou X, a fait k prévisions correctes et gagne avec exactement
J

j autres joueurs de la liste (J3, Jy, ..., Jn).

n!
{Y =k}n {G/ - —1—1} se réalise si et seulement si X7, ou X, a fait exactement k prévisions correctes avec j autres
joueurs de la liste (J3, Jy, ..., J,), les autres joueurs de cette liste faisant au plus k — 1 prévisions correctes.

Pour simplifier, nous noterons Z’ I’ensemble des parties de [3,n] ayant j éléments. Nous noterons également I le
complémentaire dans [3,n] d’une partie I de Z'.

. — I n' — — J— .
Alors.{Y—k}ﬁ{G _M}_,U {Y_k}n(ﬂ{x,_k})m Q{ngk—u
€T’ iel icT
Par incompatibilité on obtient :

P<{Yk}m{G’jn+!1}) =y P {Yk}m(ﬂ{)gk})m ({Xi<k-1}

IeT i€l ieT



!
Par indépendance ceci donne: P ({Y =k} NG’ = = = Z
j+1 €T’

Si I est un élément de Z’, I a j éléments et T a n — 2 — j éléments.

De plus Vi € [3,n], P(X;=k) =qr et P(X; <k—1)=ri_1. Ainsi:

P <{Y =k}n {G’ = ]Tl}> => (2 ar (qe)? (rre— 1)nf2fj).

IeT’

PY =k) [[ P(x;

iel

i€l
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=k) [[P(Xi<k-

-2
Or 7’ est ’ensemble des parties de [3,n] ayant j éléments. Donc le cardinal de 7’ est <n . > Dans ces conditions :
J

P <{Y =k}n {G’ = ng}) = Card T’ x (2 a (q)? (ri_ 1)”—2--7') - (" j_ 2) (2 e (qi)? (rk,l)”—2—j). Alors :

P{y k} (G

j+1 P(Y =k)

) - Py=mn{e=751) () (20 @) )

2qg

Vkeﬂp+1,2p+lﬂ, V]G[[O,n ]] P{y k}(GI_

b) Soit k& un élément de [p + 1,2p + 1].

P(Y = k) est non nulle et G’ prend un nombre fini de valeurs donc E(G’ | Y = k) existe et vaut:

|
(G/|Y—k)—0><P{y k}(G —0)+Z ji'P{Y:k} (G’:jn'

n—2

+1

! -2 ;
EG|Y =k)= Z ( i (n . ) (qr)? (rp—1)" "2 7) Remarquons encore que :
3=0

Jj+1 J

(n—1)!

) (méme si p = 0...).

| L (n—2y (n—2)! _
vi€o,n 2]]’j+1< j> G+Djl(n—2—)) <n—1)<j+1>!(<n—1>—

Alors E(G' | Y = k) = "2—22 ( 7 <7;;11> (ar)’ (rkl)n—z—j) - 1 m

j=0
Le changement d’indice i =7+ 1 donne alors:

M

1
(j+1>)!_n—1(

(I

j=0

n—1
j+1)

kl)n_Q_j) .

E(G'|Y =k) Z ((n ) > k) (rk_l)”11>. En appliquant la formule du bindéme on obtient :

E(G Y =Fk) = n(nq;Q)! ((qk +rpo) T = (ng 1) (ar)° (Tkl)"_l_o)-

E(G|Y =k) = n(nqk—Q)! ((Qk )" - (Tk—l)Wl)-

Orqp+ri_1=P(X; =k)+P(X1 <k-1)=P(X; <k)=rrdonc E(G' | Y =k) =

(n

n 72)! ((Tk.)n71*

dk

Vkep+1,2p+1], E(G'|Y =k)=n(n—2)! (r)™

— (re—1)

n—1

gk

(rk_l)nfl).

6) a) ({Y = l<;})k€[[p+1 apy1] ©St U systéme complet dévénements et Vk € [p+1,2p+ 1], P(Y = k) =2¢q; # 0.

G’ prenant un nombre fini de valeurs, G’ posseéde une espérance qui vaut : E
k=p+1

E(G|Y =k)P(Y =

k).
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sy e (ri)" ™t — (rg—1)" !
E(G)= > EG|Y=KPY=k=nn-2) > ( - 2qk>.
k=p+1 k=p+1 Uk
2p+1 2p+1
E@)=2nm-2! 3 )" = Y ()"t | =2n(n—2)! ((%H)”—l - (rp)"—l).
k=p+1 k=p+1

1
Or P(X;1 <2p+1)=1letr,= 5" Ainsi:

2n71

E(G)=2n(n-2)! <1— ! )

b) Montrons par récurrence que Vn € [3,+oo[, 271 > n.

e 2371 =4 > 3 donc la propriété est vraie pour n = 3.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de [3,4+o0o[ et montrons la pour n + 1.

211 — 9 x 97=1 ¢t 27~ > n (par hypotheése de récurrence) donc 2"+*D=1 > 2p = (n + 1)+ (n — 1) > n + 1.

Ceci acheve la récurrence.

’Vn € [3,+oo[, 27! > n. ‘

c) G'=G+ G, Gy =G et G, Gy, G sont des variables aléatoires finies.
Donc G} et GY possedent une espérance. De plus E(G') = E(G)) + E(G%) et E(G}) = E(GY).

Dans ces conditions : E(G)) = E(G%) = %E(G') =n(n-—2)! (1 — 2n1—1)'

E(G)) = E(GY) = n (n—2)! (1 - 2:1)

E(G)) — E(Gy) = n(n —2)! (1_ 2n11> C(h=1)! = (n—2)! (n (1_27}1> —(n—l)) = (-2 (1- 5).

n

2n—1

Comme n est supérieur ou égal & 3:2"~1 > n donc 1 — > 0 et ainsi E(G}) — E(G1) > 0.

La stratégie adoptée par les joueurs J; et Jo est donc avantageuse pour J; (et donc pour J3) du point de vue de
I’espérance de leur gain.




