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EXERCICE 1

e_"l?
1) Soit n un élément de N*. f, : 2 — —— est continue sur [0, +oo[.

n

1 1
Soit « un élément de [0, +oo[. £+ — > — > 0 donc 0 < T
n_ n X
n
En multipliant par e~® qui est positif on obtient: 0 < f,(z) < ne
—+oo
Alors Vz € [0,400[, 0 < fo(z) < ne ®. De plus / e~ dx est convergente puisque la fonction I' est
o0 0
définie en 1; / ne” * dx converge également.
0
Les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence

de /+DO fn(x)de.
0

+oo e~
Ainsi u,, = / T dt est défini(e).
0 1

T+

’ La suite (up)nen+ est bien définie. ‘

—T —T

+oo +oo
2) a) Soit n un élément de N*. Notons que / dx converge donc / dz converge
0 1

T+ % T+ %
également.
. 14 1 . 1
Soit « un élément de [1,+oo[. z+ — > x > 1. Ainsi 0 < I < 1.
n T+ -
n
e—.’L‘
En multipliant par e™® qui est positif on obtient : 0 < T <e™™
r L
n
e—m
Par conséquent : Vz € [1,+oo[, 0 < I <e™
r L
n
A o A A
Alors VA € [1,+o0[, 0 < / T dr < / e Tdx = [— e—z]l e et ge .
1 T+ 1
A e 1
Donc VA € [1, +o0], OS/ —dr < -
1 T+ P e

1
En faisant tendre A vers +o0o on obtient:0 < w,, < —-
e

Vn e N, 0<w, <

1
e




b) Soit n un élément de N*.

1 -1 e "
Soit & un élément de [0,1]. e * < e ¥ et 0 < + donc T < -
n + n T+ n
e—1 e~ T 1 e—1 1 —=z
Va € [0,1], —— < —- En intégrant (0 < 1!) on obtient :/ T dz < / T dx.
T, Ty 0 THy 0 THy

1 [ dx Loe=
Ainsi — / T g/ T dz.
(& 0o —+ " 0o T + n

1 1
d 1 1 1 1
Or/ il = {ln x4+ — ] =In|l+—|—In|—|=1In <n+ > +1lnn =1In(n+ 1) (résultat que nous
0 T+ - nilg n n n

réutiliserons dans 3) ¢) ).
1 bee

Finalement : — In(n + 1) < / - dz = v,
e 0o T+ =

n

1
Vn e N*, v, > — In(n+1).
e

1 1
c¢) Soit n un élément de N*. v, > = In(n + 1) et w, > 0 donc u, = v, + wy, = — In(n + 1).
e e

1 1
Alors Vn € N*, up, > —In(n+1) et lim — In(n+1) = +oo . Ainsi:
e

n—-+4oo e

lim wu, = +oo.
n—-+oo

Remarque On a également: lim v, = +oc.
n—-+oo
—T

1—
3)a)g:xz— 279 est continue sur R*.
x

_ _ . 1—e
Deplus:e” —1 ~ xdonce ™ —1 ~ —zoul—e ¥ ~ z. Par conséquent lim —— = 1.
z—0 z—0 z—0 z—0 xT

€T

Donc lim g(x) = 1. Finalement g est continue sur R* et prolongeable par continuité en 0.

x—0

1
Ceci donne tres largement la convergence de / g(z) da.
0

1 _
1—e®
L’intégrale I = / —— dt est une intégrale convergente.
0 X

—T

b) Soit n un élément de N*. Notons que x — est continue sur [0, 1].

1
n

1
x +

1 1
Soit « un élément de ]0,1]. x+ — > = > 0 donc 0 < <—Deplus0<1—e %
n x

S

, 1—e® 1—e®
Par conséquent : 0 < < .

1
b e T

L1 —en 11 —e®
Comme / ! dzet I = / ——— dt existent on obtient en intégrant (0 < 11):
0 TT o, 0 x

n



1 _ 1 _
1—e* 1—e*
0< / dx < / dz. Par conséquent :
0 0

1
T+ = T

1
VnEN*,O</ —dx < 1.
0 +

aﬁ‘i‘g

11 e ® bodz Loz
c) Soit n un élément de N*. / —da = / T 7/ 7 dz =In(n+1) —wv, (d’apres le résultat
0 0 T+ n 0o T+ n
obtenu dans Q2 b).

Donc 0 <In(n+1)—v, <ITouln(n+1)—I < v, <In(n+1).

’VnEN*, In(n+1) -1 < v, gln(n—kl).‘

1
d) Rappelons que Vn € N*, 0 < w,, < — et lim v, = +oc.

e n—-+oo

Ainsi la suite (wy,)nen- est négligeable devant la suite (v, )nen<. On a alors u, = v, + w, ~ v,.

n—-+4o0o
1
YneN* In(n+1)>0et In(n+1)—I <v, <In(n+1). Ainsi Vn € N*/1 — n(n 1) < ln(:Z— 0 <1
1
Or lim (1—-———— ) =1. Il vient alors par encadrement lim L
n—too In(n + 1) n—+oc In(n + 1)
Alnsi vy, ~ In(n + 1) donc u, ~ In(n + 1).
| 1 1 1) -1 1 1
or tim (BUED ) gy (Rt Do) g, (L (1)) S0k
n—-+oo Inn n—+oo Inn n—+oo \ Inn n
1 1
Donc lim M =1. Ainsi:In(n+1) ~ Inn. Finalement:
n—+oo Inn n—-+00

Uy, ~ Inn.
n—-+oo

EXERCICE 2

Remarque Observons qu’en posant Oy = <0 O), I = (1 O) et S = < 0 1) ona:

0 0 0 1 -1 0
[ Iz Oy (=S Oq [ Oy —Iy (O3 S
(o %) (el §) (% w) (% 6)
Notons également que S?> = —I. Les spécialistes des produits par blocs pourront alors gagner un peu de
temps...

1) Par définition (I, J, K, L) est une famille génératrice de E. Montrons que cette famille est libre.

Soient a, b, ¢ et d quatre réels tels que:al +bJ + ¢ K + d L = 0g. Montrons que ces quatre réels sont nuls.



100 0 0 -1 0 0 00 -1 0 00 0 1
0100 1 0 0 0 00 0 -1 0 0 -1 0
“loo1 ol {0 0o o 1]7l10 0 ol 0o 1 0 o] =%
00 0 1 0 0 -1 0 01 0 0 10 0 0

a —-b —c d

b a —d -—c
c d a b
—-d ¢ =b a

Ainsi:

=0g. Alorsa=b=c=d=0.

Ceci acheve de montrer que (I, J, K, L) est une famille libre de E. Rappelons qu’elle engendre E.

Alors (1, J, K, L) est une base de E. Cette famille étant de cardinal quatre, F est de dimension 4.

’ (I, J,K,L) est une base de F et E est de dimension 4.

0 =1 0 0\ /0 0 =1 0 0 0 0 1
1 0 0 o)l[oo0o o =1 0 0 -1 0
a)JE={o o o 1)l10 0 o]=lo 1 0 o %
o0 -1 0/ \o1 0 o0 10 0 0
00 -1 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
00 0 -1 0 0 -1 0 1 0 0 0
EL=11 909 0o o o 1.0 0] o o o 1]
01 0 0 10 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 1\ /0 —1 0 0 00 -1 0
0 0 -10)[1 0o o0 o0 00 0 -1
I=109 1 0 ofllo o o 1|/ |10 0 o~ %
10 0 0o/ \o 0 -1 0 01 0 0
JK =1, KL=Ject L] =K.
0 -1 0 0\ /0 -1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 olf[1 0o o o 0 -1 0 0
2 __ — —
D)F=10 0 o 1]lo 0o o 1/=lo o -1 o|=7F
0 0 -1 0/ \0o 0 -1 0 0 0 0 -1
00 -1 0 00 -1 0 1 0 0 0
e |00 0o —1)foo o —1}_[0o -1 0 o)__,
10 0 0 10 0 0 0 0 -1 0
01 0 0 01 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
2 |0 010 000 -1 0)_[0 -1 0 of__,
“lo 1 0 o0 o 1.0 ol {o o -1 of~7"
10 0 0o/ \=10 0 0 0 0 0 -1

J=KLdonc KJ=K?L=—-IL=—L.

De méme: K = LJ donc LK = L?J = —IJ=—~J; L =JK donc JL = J?°K = —IK = —K.

KJ=-L, LK =—-Jet JL=-K.




c¢) Soient P et P’ deux éléments de FE. Montrons que PP’ est un élément de E.

Soient (a,b,¢,d) (resp. (a’,b',¢',d")) les coordonnées de P (resp. P’) dans la base (I,J, K, L) de E.
Ainsi P=al+bJ+cK+dLet PP=d I+VJ+c K+d L.

Donc PP' = (al+bJ+cK+dL)('I+VJ+ K+dL).

En utilisant les propriétés usuelles des opérations de My(RR) on obtient :

PP =ad I+bd' J+cd K+da' L+abl J+bb J?+cb KJ+db LJ+ac K +bc JK +cc K% +dd LK +
ad' L +bd' JL + cd KL +dd' L?. a) et b) donnent alors :

PP =ad'I+bdJ+cd K+dd L+abJ—bI—clL+dVK+ad K+bd'L —cc'I—ddJ+ad L —
bd K +cd J—dd'I.

Donc PP’ = (aa’ —bb —ccd' —dd’) I+ (ba' +ab’ —dc' +ed') T+ (ca’ +db’ +ac’ —bd') K + (da’ — b’ +bc’ +ad') L.

PP’ est combinaison linéaire des éléments de la famille (I, J, K, L), c’est donc bien un élément de E. Ainsi

’ FE est stable pour le produit matriciel. ‘

3) A= (J+K2=(J+K)(J+K)=J>+KJ+JK+K2=—-T—L+L—1=-2I
A2=_2].

Alors A (—; A) =1Tet (—; A) A =1. A est donc inversible et d’inverse —% A.

1
A est inversible et A7t = —5 A.

4) a) e Soit M un élément de E. ps(M) = AMA™" = AM (; A> = f% AMA.

M et A sont deux éléments de E et E est stable par le produit matriciel donc AM A est encore un élément

de E.

FE étant un espace vectoriel sur R, f% AM A appartient également & E. Ainsi w4 (M) est un élément de E.
(4 est une application de E dans FE.

e Soit A un réel. Soient M et N deux éléments de E.

VAAM +N)=AAM + N)A™ = AAM + AN)A ' = NAMA™' + ANA Y = Xpa(M) + pa(N).

@4 est donc une application linéaire. Ceci acheve de montrer que :

@4 est un endomorphisme de E.




b) Soit M un élément de Kerps. AMA™! = 0g. Alors M = AP AMA 1A= A"10g A =0g.

Ce qui suffit pour dire que:

Kerpa = {0g}. ‘

Alors ¢ 4 est un endomorphisme injectif de E qui est de dimension finie donc :

’ © 4 est un automorphisme de F.

. . 71 _ _ _
Exercice Montrer que: g, = ps-1 = P(1 A) = VA.
En déduire que p 4 est une symétrie vectorielle.

5) a) Nous avons vu dans 2) ¢) quesi P=al+bJ+cK+dLet PP=d' I+ J+ K +d L sont deux

éléments de E :

PP = (ad' —bb' —cd —dd') I + (ba' + ab' —dc’ + cd') J + (ca’ + db + ac’ —bd') K + (da’ — b + b’ + ad’) L.

Notons que A=0/+J+ K +0L.

Soit M un élément de E de coordonnées (z,y, z,t) dans la base (I, J,K,L). M =xI+yJ+2K+tL.
Alors AM = (—y —2) I+ (x+t)J+ (v —t) K+ (—y+2) L.

Donc AMA = ((—y—z)]—l—(m+t)J+(x—t)K—|—(—y+z)L)A.

En réutilisant la formule de 2) ¢) il vient :

AMA= (= (@+t)—(x—t)) I+ ((~y—2) — (~y+2)) J+ ((~y+2) + (~y—2)) K+ (— (x —t) + (x +1)) L.
Ainsi: AMA = (—2x) I+ (—2z) J + (—2y) K + 2t L. Alors ¢4 (M) = —%AMA:Z‘I—FZJ—f—yK—tL.
Finalement M =« I +yJ+ 2K +tL donne pu(M)=2I+2J+yK —tL.

Alors pa(I) =1, pa(J) =K, pa(K) = J et pa(L) = —L. Ceci permet de dire que:

la matrice ®4 de @4 dans la base (I,J, K, L) est:

S O O
o~ OO
oo = O

o O O

® 4 est une matrice symétrique a coefficients réels donc ® 4 est diagonalisable. Alors :

w4 est diagonalisable.
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b) oa(I) =1 et I # 0g donc 1 est une valeur propre de @4 et I en est un vecteur propre associé & cette

valeur propre.

wa(L) = —L et L # 0g donc —1 est une valeur propre de ¢4 et L en est un vecteur propre associé a cette

valeur propre.
Notons encore que pa(J+ K)=K+J=J+Ket pa(J—-K)=K—-J=—(J—-K).

J + K (resp. J — K) est alors un élément du sous-espace propre SEP (p4,1) (resp. SEP (¢a,—1)) de va

associé a la valeur propre 1 (resp. —1).

Montrons alors que (I, J + K) (resp. (L,J — K)) est une famille libre de SEP (p4,1) (resp. SEP (pa,—1)).
Soient « et 8 deux réels tels que ol + (J + K) =0g. ol + 8J + K = 0g.

Or (I, J, K) est une famille libre de E comme sous-famille de la base (I, J, K, L). Donc a = § = 0.

Ceci acheve de montrer que la famille (I, J 4+ K) est libre.

Soient o/ et 3’ deux réels tels que /L + 3 (J — K) =0g. 8'J— 'K +d'L =0g.

Or (J, K, L) est une famille libre de E comme sous-famille de la base (I, J, K, L). Donc o/ = 3/ = 0.

Ceci acheve de montrer que la famille (L, J — K) est libre.

Ainsi (I, J 4+ K) est une famille libre du sous-espace propre SEP (¢4, 1) de ¢4 associé & la valeur propre 1

et (L, J — K) est une famille libre du sous-espace propre SEP (¢4, —1) de ¢4 associé & la valeur propre —1.

Donc dim SEP (¢4,1) > 2 et dim SEP (¢4, —1) > 2. Or dim SEP (p4,1) + dimSEP (p4,—1) < dimFE =4

car la somme des dimensions des sous-espaces propres de p 4 est inférieure ou égale a la dimension de E.
Nécessairement dim SEP (¢4,1) = dim SEP (pa,—1) = 2.

(I, J + K) est alors une famille libre de cardinal 2 de SEP (4, 1) qui est de dimension 2; ainsi (I, J + K)
est une base de SEP (g4, 1).

(L, J — K) est alors une famille libre de cardinal 2 de SEP (¢4, —1) qui est de dimension 2 ; ainsi (L, J — K)
est une base de SEP (p4, —1).

Notons que dans ces conditions ¢4 ne peut pas avoir d’autres valeurs propres.

p 4 admet exactement deux valeurs propres 1 et —1.

(I,J 4+ K) est une base du sous-espace propre de p4 associé a la valeur propre 1.

(L, J — K) est une base du sous-espace propre de ¢4 associé & la valeur propre —1.

Remarque 1 Ker(pa —id) = SEP (pa,1) et Ker(pa + id) = SEP (pa, —1) sont supplémentaires dans E.



Remarque 2 Pour rechercher les valeurs propres de ¢ 4 on aurait pu utiliser le fait que ¢ 4 est une symétrie

vectorielle...
6) a) Soient P = (p; ;) et Q = (¢; ;) deux éléments de E. Posons PQ = (r; ;) et QP = (s, ;).

4 4 4 4 4 4
tr(PQ) = > mii = 20 X Pik ki = 2o D Qhilik = D
=1 k=1

i=1 k=1 i=1 k=1

4

1=

4
QkiPik = p, Ski =tr(QP).
1 k=1

’ Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, tr(PQ) = tr(QP). ‘

0 -1 -1 0
1 0 0 -1 o

b) Commengons par remarquer que A = J + K = 1 0 0 e Ainsi *A=—-A
0 1 -1 0

On a encore tA™! = t<—1A> = —ltA = 1A =_—A"1.
2 2 2

Soient M et N deux éléments de E.
(pa(M)IN) =tr ((AMA™)N) = tr(PA"VEMPAN) = tr (A7) ' M(—A)N) = tr (A" 'MAN).
a) permet alors d’écrire: (¢4 (M)|N) = tr *MANA™Y) = (M|pa(N)).

Ce qui acheve de montrer que :

’ w4 est un endomorphisme symétrique de E. ‘

¢) Nous avons vu plus haut que Ker(pa — id) et Ker(pa + id) sont deux sous-espaces propres de ¢4
supplémentaires dans F. ¢4 étant un endomorphisme symétrique, ces deux sous-espaces propres sont or-

thogonaux. Par conséquent :

’ Ker(pa — id) et Ker(¢a + id) sont supplémentaires et orthogonaux dans E.

Remarque Nous avions dit que p 4 est une symétrie vectorielle de E ; ceci permet d’ajouter que w4 est la

symétrie vectorielle orthogonale par rapport a Ker(¢a — id) = Vect(I, JJ + K).

EXERCICE 3

1) Soit » un élément de N*. X, Xo, ..., X,, sont n variables aléatoires sur (2,4, P), mutuellement
indépendantes et qui suivent la loi exponentielle de parameétre 1 (ou la loi gamma de parametres 1 et
1... ou la loi gamma de parametre 1). Le cours permet alors de dire que S,, = X7 + X2 + -+ + X, suit la

loi gamma de parametres 1 et n ou la loi gamma de parameétre n.



’ Pour tout élément n de N*, S), suit la loi gamma de parametres 1 et n, E(S,) =n et V(S,) =n. ‘

2) (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (€2, A, P) suivant la méme

loi ayant une espérance égale & 1 et une variance (non nulle) égale a 1.

Sn — B(Sy)
V(Sn)

Le théoreme de la limite centrée montre alors que la suite de terme général converge en loi vers

une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Notons & la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Sn - F Sn
Alors, pour tout réel z, lim # <z | =(x).

En particulier lim P Sn = B(Sn) <0 =9(0) = L Ainsi: lim P (S, < E(S,)) = 1
n——+oo V(Sn) 2 n—-+o0o 2

Or E(S,) =n. Alors:

lim P(S,<n)=—

n—-+o00 2

3) Soit n un élément de N*. S, suit la loi gamma de parametres 1 et n.

e—t tn—l
——— sit g0
Posons alors Vt € R, fg, (t) = I'(n) sit €] ,—&-oo[. fs, est une densité de .S,.
0 sinon

n n eft n—1 n eft tnfl
Alors P(S, <n) = - S a= & _ap g :
ors P(S, <n) [m fs, () dt /0 ) dt /o =1 dt. Par conséquent

n tnfl 1
ml/A———f4w:~
n—+too Jo (n—1)! 2

n tnfl 1 1 n tn71 1
4) a) lim ——— e fdt = et 77é0donc/ ——etdt ~ =
n—+too fo (n—1)! 2 2 o (n—=1)! n—+oco 2

t t
Soit n un élément de N*. ¢ — — est de classe C! sur R. Cela autorise le changement de variable z = — dans
n n

n tnfl
/ (7 e~tdt. On obtient alors :
0

n—1)!
n tnfl 1 nz n—1 e~ % n" 1 nn+1 1
/ ——e tdt = / Lndz: 7/ TleTmEdz = / 2 le™m# 2.
nn+1 1 1 1 ’I’L!
Alors / 2" le™™*dz ~ = donc / le™idy o~ ——
'fl' 0 n—-+oo 2 0 n—4o0 2nn+1

1 !
_ _ nt
prg 1 e "% dz ~ o
0 n—4oo 2pntl
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! 5) ne—n !

_ n! V2rnn™e n! T

b)n! ~ V2rnn"e " donc —— ~ ou ~ VT - Alors:
n—+o00 2t notoo  2pntl 20"t n—too \/2n en

1
n—1_-nz d ﬁ
z e z ~ .
0 n—+oo 4/2n e

PROBLEME

Pour plus de lisibilité nous noterons, pour tout élément i de N*, N; I’événement le i tirage donne une

boule noire. Nous noterons également V' I’événement le premier tirage a lieu dans 'urne V.

Partie 1

1
1) a) (U,V) est un systéme complet d’événements et P(U) = P(V) = 3

La formule des probabilités totales permet d’écrire :

1
P(X =1)=P(Ny)=P{U) Py(N1)+ P(V)Py(N,) = 5 (Py(Ny) + Py (Ny)).

-1

L’urne U contient n boules dont n — 1 sont noires et une blanche donc: Py (Ny) = n :

1
L’urne V' contient n boules dont n — 1 sont blanches et une noire donc: Py (Ny) = —-
n

1 /n—1 1\ 1
AinsiP(X:l):(n +>:2.

2 n n

b) Soit k un élément de [2,+oc]. P(X =k) = P(BiNBaN---NBy_1 NN).
Le systeme complet d’événements (U, V) et la formule des probabilités totales permettent encore d’écrire :
P(X:k‘) :P(U)PU(Bl ﬂBQﬂ"'ﬂBk,1ﬂNk)—l-P(V)Pv(Bl NBsN---NBr_1 ﬂNk) Donc:

P(X =k) == (Py(BiNBaN---NBy_1 N Ny) + P(V) Py(By N ByN---N By N Ny)).

DO =

Supposons U réalisé. On tire alors successivement une boule dans U avec remise. Ainsi, les tirages sont

1
indépendants, la probabilité d’obtenir une boule blanche est — et la probabilité d’obtenir une boule noire
n

est
n

k—1
1 —1
Alors Py(B1NBaN---NBi_1 NNg) = <n) nn .

k-1
-1 1
On obtient de la méme maniere : Py (B N Ba N -+ N Bg_1 N Ng) = (n ) —.
n n
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n—1
n

1
Remarque La loi de X sachant U (resp. V') est la loi géométrique de paramétre (resp. —)
n

Alors P(X =k) = % ((Tll)kl n; ! + (n; 1>k71 i)

Vk € [2, +oof, P(X = k) = % <(1)H noly (% l)k_1 1).

n

1 //1\k1n—-1 —1\k11 1 -1 1 1
Notons que si k est égal a 1:5 (() n + (n ) ) =3 (n +> =3 = P(X =1).

n n n n n n
Alors :
wew ror-n- LS ()
2) vk € N*, kP(X = k) = ”2;1 k (%)H + %k = 1)'H.

n—1 n—1

k—1
1 1
” <1let " < 1 donc les séries de termes généraux k <) et k <
n n n

k—1
> sont convergentes
n

(séries géométriques dérivées).

La série de terme général k P(X = k) est alors convergente comme combinaison linéaire de deux séries

convergentes. Etant & termes positifs elle est alors absolument convergente.

n_1 i NP1 £ n—1\*1

Tout ceci montre que E(X) existe et que E(X) = 5 E k () + — E k ( ) .
n

k=1

-1 1 1 1 -1 2 1 -1
BX) =" 4L _n o Ll _n o n_ntn-1)
2n (1-1) 2n (1-n=1) 2n (n—1)2  2n 2(n—1) 2 2(n—1)

n

n2

Ainsi F(X) = =1

X posseéde une espérance qui vaut

2(n—1)

Exercice Retrouver ce résultat sans calcul en utilisant des espérances conditionnelles.

3) Rappelons que X compte le nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule noire et Y compte le

nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule blanche.

Observons que la proportion de boules blanches dans U est la méme que la proportion de boules noires dans
V (et la proportion de boules noires dans U est la méme que la proportion de boules blanches dans V). De
plus la probabilité de faire le premier tirage dans U est la méme que celle de faire le premier tirage dans V.

Alors :

La loi de Y est la méme que la loi de X.

4)
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1 Program EDHEC_2007_P1;
2 Var x,n,tirage,hasard:integer;

3
4 Begin

5 Randomize;

6 Write(’Donner n. n=’);Readln(n);
7 hasard:=random(2) ;x:=0;

8

9

If hasard=0 then Repeat

10 X:=x+1;

11 tirage:=random(n) ;
12 until (tirage=0)
13 Else Repeat

14 X:=x+1;

15 tirage:=random(n) ;
16 until (tirage>0);
17

18 Writeln(’Le nombre de tirages pour obtenir une boule noire est : ’,x);
19 End.

20

Partie 2

1) a) Les conditions du premier tirage n’ont pas changé donc

b) Soit k un élément de [2,4+o00]. P(X = k)= P(ByNBz2N---N By_1 N Ng). La formule des probabilités

composées donne alors :

P(X = k) = P(B1) P, (B2) Pg,nB,(B3) - - - PB,nByn--By_» (Bk—1) PBynBon--nBy_y (Nik)-

k-1
P(X = k) = P(By) (H PBmBzm...ﬂBH(BZ-)> P5.ABon-Bs_, (Ng) (A un petit abus pres).
i=2
11 1n—-1 1
P(By) = P(U) Py(B1) + P(V) Py (B,) = §ﬁ+§T =3
Si i est dans [2,+oof et si By N By N -+ N B;_; est réalisé alors le i°M° tirage se fait dans U qui contient 1
boule blanche et n — 1 boules noires.

n—1

. 1
Donc Vi € [[2, k — 1]], PBlﬁBzﬂ~v-ﬂBi71(Bi) = E et PBlﬁBzﬂ»--ﬂBk,l(Nk) =

k—2
Ainsi P(X = k) = - (1>

n—1

2 \n n

Vk € [2,+o0], P(X = k) =
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n—1_ [(1\"
2) Yk € [2, 4o, kP(X = k) ="k (-]

k—1
< 1 donc la série de terme général k <> converge (série géométrique dérivée).
n

n

Il en est alors de méme de la série de terme général k P(X = k). Cette série étant & termes positifs elle est

absolument convergente. Ceci montre alors que X possede une espérance.

=2 1 n—1 1\ 1 -1 1
EX)=1xP(X=1 kP(X=k)== k| — == —-1].
D =txP@ =0+ Rroc=R =3+ 25k (1) =5+ ()
k=2 k=2 n
1 n—-1 n? 1 1 n? n—1 n—1+n2—(n-1)>2 3n—2
E(X) =+ ——1)=C+= - = ( S _ :
2 2 (n—1) 2 2n-1 2 2(n—1) 2(n—1)
-2
X possede une espérance qui vaut L
2(n—1)

Exercice Trouver la loi de X sachant By (resp. Ni). Retrouver alors sans calcul E(X).

1 1
3) Notons d’abord que P(X =1) = P(Ny) = B et P(Y =1)=P(By) = 3

Soit k est un élément de [2,+oo[. {X = k} se réalise si et seulement si le premier tirage donne une boule

blanche puis k& — 1 tirages dans U sont encore nécessaires et suffisants pour obtenir une boule noire.

{Y = k} se réalise si et seulement si le premier tirage donne une boule noire puis k — 1 tirages dans V sont

encore nécessaires et suffisants pour obtenir une boule blanche.

P(B;) = P(Ny) et la proportion de boules noires dans U est la méme que la proportion de boules blanches

dans V, donc P(X = k) = P(Y = k). Finalement :

’ X et Y ont méme loi.

4) e Version 1 Dans l'esprit du texte.
e Ou le premier tirage se fait dans V et deux cas se présentent :
1. le premier tirage donne la boule noire et c’est terminé ;

2. le premier tirage donne une boule blanche ; on change alors d’urne c’est a dire que ’on tire dans I'urne

U jusqu’a obtenir une boule noire.

e Ou le premier tirage se fait dans U donc tous les tirages se font dans U jusqu’a obtenir une boule noire.

Program EDHEC_2007_P1; Var x,n,tirage,hasard:integer;

Begin
Randomize;
Write(’Donner n. n=’);Readln(n);

Ul W N
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6 hasard:=random(2) ;x:=0;

7

8 If hasard=0 then begin

9 x:=x+1;tirage:=random(n) ;

10 if tirage>0 then

11 Repeat

12 X:=x+1;

13 tirage:=random(n) ;
14 until (tirage>0);
15 end

16 Else Repeat

17 X:=x+1;

18 tirage:=random(n) ;

19 until (tirage>0);

20

21 Writeln(’Le nombre de tirages pour obtenir une boule noire est : ’,x);
22 End.

23

e Version 2 Notons que la probabilité pour obtenir une boule noire au premier tirage est 1/2. Dans ce cas
lexpérience est terminée. Dans le cas contraire (le premier tirage a donné une boule blanche) on fait des
tirages dans U jusqu’a obtenir une boule noire. Notons également que les variables hasard et tirage ne sont

pas indispensables.

1 Program EDHEC_2007_P2_V2;

2 Var x,n :integer;

3

4 Begin

5 Randomize;

6 Write(’Donner n. n=’);readln(n);

7 x:=1;

8

9 If random(2)=0 Then repeat

10 x:=x+1;

11 until (random(n)>0)
12 end;

13 Writeln(’Le nombre de tirages pour obtenir une boule noire est : ’,x);
14 End.

15
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Partie 3

1) a) Pour la troisieme fois :

b) Soit k£ un élément de [2,+oo]. P(X =k) = P(By N By NN Bg_1 N Ng).

Rappelons que (U, V) est un systéme complet d’événements donc :

P(X=k)=PUNB NB2N---NBr_1NNi)+P(VNB NByN---N Bp_1 N Ng).
PUNB1NByN---NBk_1 NNg)=P(U) Py(B1)Punp, (B2 NN Br—1 N Ng) (aun petit abus pres).
PUNBiNByN---NBr_1 NNy) = %%PUQBI(BgﬁmmBk,l N Ng).

Rappelons que 'on ne change pas d’urne apres 'obtention d’une boule blanche. Supposons que U N By est
réalisé c’est dire que le premier tirage se fasse dans I'urne U et donne un boule blanche. BoN---NBy_1 NNy
se réalise alors si et seulement si les k — 1 tirages suivants se font dans U et donne successivement k& — 2

boules blanches et une boule noire.

1\ ?*n-1
AinSi:PUnBl(Bgﬂ”~ﬂBk_1 ﬂNk): (n> .

Alors

k—2
1 1 n-1
P(UNB,NByN---NBj_1 NN;) = () b 7 De méme:

n 2nk

k—2
1n-1/n-1 1
P(VﬂBlﬂBgﬂ”~ﬁBk_1ﬂNk) :P(V)Pv(Bl)PVmBl(Bgﬂ”'ﬂBk_lﬂNk) = 5 < > E

n n
-1 k—1
P(VanBzmu-mBk,me):(n ])C .
2n
. n—1 m-DF1 m-1DF1l4n-1
Finalement P(X = k) = P + P = P )

(n—1F14+n-1

Vk € [2,400], P(X =k) = T

— 1)kt -1 1 -1 1
Sik=1: (R 1" +n _ Lt = — = P(X =1). Par conséquent :
2nk 2n 2

(n—1F14+n—-1
2nk

et (1) (1) ),

Vk € [1,4+o0], P(X =k) =

n
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Vk € [1,+00], P(X = k) = % ((i)kl ”;1+ (";1)“ i)

Nous retrouvons ainsi la loi de la variable aléatoire X de la premiere partie. Ainsi:

n2

X possede une espérance et E(X) = ﬁ
n_

2) a) Soit ¢ un élément de N*. P(Y = 2i) = P(Ny N NaN---N No;_1 N By;).

Comme (U, V) est un systéme complet d’événements :
PY=2i)=PUNN;iNNyN---NNgy_1NBy)+ P(VAN  NNaN--- N Nog;_1 N Bog;).
Calculons a = P(UN N3 N NaN---N Ny N By;).

a = P(U)Py(N1)Punn, (N2) - - - Puan,n--nNa:_» (N2i—1) Puany a0y, 1 (B2i)-

2i—1
a= P(U) Py(Ny) ( H PUleﬁ“‘me—l(Nk)> PyaN,n--ANg;_, (Bei) (& un abus pres... si i =1).
k=2
i i-1
a= P(U) Py(N1) ( 11 PUmNm.--mN%_Q(N%q)) ( 11 Poaw, oo nve s (NQk)>PUﬂN1ﬂ~--ﬂNgi,1 (B2i)-
k=2 k=1

1 n—1
PU) = 5 et Py(Ny) = .

Soit k un élément de [2,4]. Si U NNy N - N Naj_o est réalisé le (2k — 1)\eme tirage se fait dans I'urne U.

n—1

AIOI‘S PUﬂNlﬂ.“ﬁN2k72 (Ngk_l) =

Soit k un élément de [1,5 — 1]. Si U NNy N--- N Nog_q est réalisé le (2k)™™ tirage se fait dans I'urne V.

1
Alors PUlemnmNQk,l(Nzk) = ﬁ

n—1

SiUNNi{N---NNy_q est réalisé le (22’)\eme tirage se fait dans I'urne V donc : Pyan,n...ANs,_, (B2i) =
i i—1

. 1n—-1 n—1 Iynn—1 (n—1)tt
Flnalement:a:§ - (H - )(HE> - = ST

Pour calculer b= P(VN Ny N N3N ---N Ny_1 N By;) on peut & laide d’un copier-coller réécrire la séquence
n—1

1
en modifiant ce qui doit I’étre, c’est a dire en remplacant U par V et en échangeant — et
n n

Le jour du concours il est plus raisonnable de dire que ’on procede de la méme maniere et que b s’obtient a
n—1

1
partir de a en échangeant — et
n n

i i—1 ,
1 n—1y1 (n—-1)"1! ,
Alors b = ( H ﬁ) ( H - ) = o Par conséquent :

PY =2)=a+tb= n Q_nlz)iHl + n 2_732)5_1 = n 2_7;2);_1 (n=1)°+1) = (

n—l)i1 n?—2n+2

n? 2n2
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n? 2n2

nl)i_l n2—2n+2

Vi e N*, P(Y =2i) = (

b) Soit ¢ un élément de N*. P(Y =2i+1) = P(N; N NaN---N No; N Bajy1).

Comme (U, V) est un systéme complet d’événements :
PY=2i+1)=PUNNiNN2N---NNg; N Baiy1) + PWNAN N NN+ N Ny N Bojy1).
Calculons ' = P(UN Ny N NoN---N Ny N Baitq).

a' = P(U)Py(N1)Punn, (N2) - - Puan,n--nNai 1 (N2i) Puan, n-nN,; (B2it1)-
%

o' = P(U) Py(Ny) (H PUﬂNlﬂ---ﬁNkl(Nk)> Pyan,n.-.nnNg (B2it1)-
k=2

a' = P(U) Py(N1) (H PUﬂNlﬂ---ﬂN%g(NQk—l)) (H PUleﬂ---ﬁN%l(NQk)> Pyanyn-nng, (B2i+1) (3 un

k=2 k=1
abus pres... sii=1).

n—1

PU) = J et Py(Ny) ="

Soit k un élément de [2,4]. Si U NNy N--- N Naj_o est réalisé le (2k — 1)éme tirage se fait dans I'urne U.

n—1

Alors PUﬁNlI’T“-ﬁNQk—Q(NQk—l) =

Soit k un élément de [1,4]. St U N Ny N--- N Nag_1 est réalisé le (2I€)éme tirage se fait dans I'urne V.
1
AlOI'S PUleﬁ"'ﬁNzk—l(N2k) = E

& 1
Si UNNypN---N Ny est réalisé le (20 + 1) tirage se fait dans I'urne U donc : Pyan, n...aNy; (B2it1) = —
n

i

. 1n-1 n—1 TNV (n—1)
. /_7 -~ 7 .
Finalement :a' = 5 (” o )(II n> n 9p2itl

n—1

1
Pour calculer ¥’ = P(V NNy NNoN---NNo; N Bo;yq) il suffit dans la ligne précédente d’échanger — et
n n

i %

et =3 (T (T5) 5 = e

k=2 k=1
R (s § N (e Ve e % IR
PY=2i+1)=a +b—2n2i+1+ SET = (1+n—1)_§ — .
1 (n—1Y
i eN", PY=2i+1)== | —— | .
Vi e N*, P( z+)2<n2>

2
vaut encore pour ¢ = 0. Ainsi:

1 (n—1\" 1 1
Sii=0, - (nz) =3 Or comme dans les parties 1 et 2ona P(Y =1) = 3 donc la formule précédente
n



Vi € N, P(Y:2i+1):% ("nzl)

c¢) Rectifions le texte et posons VN € N*, Ex(Y) =

M-
x5
E
)~<
I
=

N N
Soit N un élément de N*. Eon(Y) = 3 ((21') P(Y = 2i)) Y ((21' “1)P(Y =2i - 1)).

en)=3 (0 () ) S (g (%))
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2n2 — 2n + 2 n—1\""\ 1 n—1\""
m = (P 2) 2 () ) ()
N i1 N i1
n—1 . (n—1 1 . n—1 1
| < 1o Wi 2 (¢ (%) )= Ty (%) ==
N i—1 4 N i—1 2
n—1 n n—1 n
li ( ) = t 1 — .
N—lg-loo; 1< n?2 ) (n2—n—|—1)2e N—>+oo;< n? ) n?—n+1
2n2 —2n + 2 n* 1 n? n? 1
Al li FEon(yY) = S = S .
R Yot an(Y) < n? >(nQ—n—|—1)2 2n?2—-n+1 n2—n+1 2n2-n+1
. . 3n?
Finalement : NEIEOO Eyn(Y) = NZ—nt 1)
La suite ((Ean(Y)) converge et a pour limite .
2N Nen secbap 2(n2 —n + 1)

1 /n-1
Soit N un élément de N*. Ean11(Y) = Eon(Y)+(2N+1) P(Y = 2N+1) = Eon(Y)+(2N+1) <"

2

n—1 . .
2‘ < 1 donc par croissance comparée :
n

N N N

1 (n—-1 n—1 1 (n—-1

li IN +1)= - N(n=t 1 (n-1 _o
N—l>r£oo<( +)2(n2)> N—l>r£oo<<n2)+2(n2)> ’

3n? 3n?
Ainsi lim FE Yy=—" 4 0=— .
R e 2v1 (V) 2(n2—n+1)+ 2(n?2 —n+1)

La suite ((Ean41(Y)) converge et a méme limite que la suite ((Ean(Y))

NeN NeN=*




2
Les suites ((EQN(Y))NeN* et ((EQNJ,.l(Y))NeN convergent et ont méme limite : 2(71%7171—&—1)
Alors la suite ((En(Y)) converge et a pour limite : L
N Nen sectab 2 —n+1)
= 3n?
Par conséquent la série de terme général k P(Y = k) converge et kZ:l EP(Y =k)= N —nt D)
Comme Vk € N*, £k P(Y = k) > 0, la série de terme général k P(Y = k) est absolument convergente.
Ainsi E(Y) existe et vaut L
* v 2(n?2 —n+1)
Y posséde une espérance et E(Y) = st
P P T2 —n+t1)
3) a) Supposons que n = 2.
2-1Dk1t42-1 1
Vk € [1,+oo[, P( k) 5o o
i—1 59
. * . 2-1 2 —-2%x242 1 1
VzeN,P(Y:%):(QQ) 5% 53 b=
, . 1/2-1\" 1
1
Par conséquent : Vk € [1,+oo[, P(Y = k) = o5
1 /1\F1
Finalement X(Q) =Y (Q) =N et Vk e N*, P(X =k)=P(Y =k) = 3 <2) .

1
X et Y suivent la méme loi géométrique de parametre 3
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b) Si n =2 l'urne U et 'urne V' contiennent chacune une boule blanche et une boule noire. Le changement

d’urne ne modifie pas la probabilité de tirer une boule noire (resp. blanche.) Ainsi & chaque tirage la

1
probabilité d’obtenir une blanche est 5 comme la probabilité d’obtenir une boule noire.

Tout se passe comme si I’on faisait des tirages successifs d’une boule avec remise dans une seule urne contenant

une boule blanche et une boule noire. Le nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule noire (resp.

1
blanche) suit donc une loi géométrique de parametre 5

B n2 372 7712 (n27n+1*3(ﬂ*1))7 n? (n274n+4)
DB =) = T T3t D) T 2o ont D) 2m-D(E-n+D)
n? (n—2)2

BX) = EY) = o e —nt 1)

Alorssin > 2, E(X)—E(Y)>0etsin=2, E(X)— E(Y)=0. Ce qui permet de dire que:

’ E(Y) < E(X) avec égalité si et seulement si n = 2.
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5) Le programme est identique & celui de la partie I. En effet on tire des boules blanches jusqu’a obtenir une

boule noire donc tous les tirages se font dans 'urne choisie pour le premier tirage.




