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EXERCICE 1
ta) g (- hid) - - xid) = /\21)\1 (f = Mid= 1+ xaid)) = AQiAl (o= \)id) = id.
Ao i M\ <(f —Avid) = (f — A2 Zd)) = id.

b) Montrons que C™ est somme directe de Ker(f — A1 id) et de Ker(f — A2 id).
e Soit z un élément de Ker(f — Ay id) NKer(f — Azid). f(x) =M x et f(z) = A

Alors Ay — A1)z =Xox — Mz = f(x) — f(z) = 0cm. Comme A et Az sont distincts, Aa — A n’est pas nul
et ainsi « est nul. Ceci achéve de montrer que Ker(f — Ay id) NKer(f — Agid) = {O¢gm }.

Ainsi Ker(f — A\ id) et Ker(f — Agid) sont en somme directe.

o Ker(f—\; id) et Ker(f — A2 id) sont deux sous-espaces vectoriels de C™ donc Ker(f — M\ id)+Ker(f — Ay id)

est contenu dans C™. Montrons l'inclusion inverse.

Soit z un élément de C™. = =id(x) = ! ((f —Aid) — (f — A2 zd)) (z).
A2 — M
Ainsi x = Ny (f = Xaid)(z) + A (f = A id)(z).
1 . )
Posons xlfm(ff)\gzd)(x) et ngm(ff)\lzd)(z). On ax =z + z2.

Montrons alors que z1 € Ker(f — A1 id) et x2 € Ker(f — A2 id).

(7= deid) (@)) = 5

((F = Aid)o (F = haid)) (=),

EEVIEEW

(7= nid e = (7 = wid) (52

1
A1 — Ao
Observons que 0 = (f — Aid) o (f — Xgid) = f2—=Xaf =M f+Mdid=f2 =M f—Ddaf+AAid=
(f —Azid) o (f — Ay id). Par conséquent : (f — Azid) o (f — A1id) = 6. Alors:

1
- N

Donc (f — Arid)(z1) = O(z) = Ocm et ainsi 21 € Ker(f — A\p id).

(f = A2id)(x2) = (f — Az id) (/\21)\1 (f = Arid) (CU)>

b
A2 — N\
Ainsi = 1 4 29, 21 € Ker(f — Ay id) et 25 € Ker(f — Agid). Donc = € Ker(f — Ay id) + Ker(f — Az id).

(7 = Keid) o (f = Aid) ) (@),

Donc (f — Agid)(x2) = 0(z) = Ocm et alors zo € Ker(f — Agid).

Ceci acheve de montrer que C™ C Ker(f — A1 id) + Ker(f — A2 id).
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Par conséquent C™ = Ker(f — Ajid) + Ker(f — A\yid). Comme Ker(f — A;id) et Ker(f — Ayid) sont en

somme directe :

| €™ = Kex(f — M id) ® Kex(f — Apid). |

c) (f=Aid)o(f—A2id) =0 donc (X —A1)(X — A2) est un polynéme annulateur de f dont les racines dans C

sont A; et Ag. Ainsi A\; et Ay sont les seules valeurs propres possibles de f. Autrement dit: Sp f C {A\1, A2}

Rappelons que A; (resp. Aq) est valeur propre de f si et seulement si Ker(f — A\ id) (resp. Ker(f — A2 id))

n’est pas réduit au vecteur nul. Envisageons alors trois cas.

Cas 1: f est distinct de A id et Agid.

Si Ker(f — A1 id) est réduit au vecteur nul alors Ker(f —Agid) = C™ car C™ = Ker(f — Ay id) Ker(f — Az id).
Ainsi f — Ayid = 0 donc f = Ay id ce qui n’est pas.

Si Ker(f — Az id) est réduit au vecteur nul alors Ker(f — Ay id) = C™ car C™ = Ker(f — Ay id) @Ker(f — A id).
Ainsi f — Ay id = 0 donc f = A id ce qui n’est pas.

Donc Ker(f — A1 id) et Ker(f — A id) ne sont pas réduits au vecteur nul. Alors A; et Ay sont valeurs propres

de f. Mieux A\; et Ay sont les (seules) valeurs propres de f.
Or C™ = Ker(f — A1 id) ® Ker(f — A2 4d), donc f est diagonalisable.
Cas 2: f coincide avec A1 id. Alors f est diagonalisable et \; est sa seule valeur propre.

Cas 3: f coincide avec Aqid. Alors f est diagonalisable et Ay est sa seule valeur propre.

’ f est diagonalisable. ‘

’ Si f est distinct de A\; id et de Ay id alors A1 et Ao sont les (seules) valeurs propres de f. ‘

’ Si f = A1id (vesp. f = Agid) alors A (resp. A2) est la seule valeur propre de f. ‘

2) (iI)2=:2T=—1I11

A =T est une matrice de Ma,,11(C) telle que A% = —1.

3 a) Soit f 'endomorphisme de C?"*! dont la matrice dans la base canonique de C2"*1 est A.

Posons A\; =7 et Ay = —1.
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(A_)\l_[)(A_)\QI) = (A—ZI)(A+ZI) = A2 - (’LI)2 = A2 —i2I = A2+I = 0M2n+1((C) (car Aetil

commutent...).

Ainsi (f — Apid) o (f — Aaid) = 6 avec A\ # A2 Ql, appliquée pour m = 2n + 1, montre alors que f est

diagonalisable.
A est alors diagonalisable en tant que matrice de Mgy, 41(C).

A est une matrice & coefficients réels donc A ne vaut ni i1 ni —i 1. Donc f n’est ni A\;id ni Ayid. Ainsi Ay

et Ao sont les (seules) valeurs propres de f. Alors i et —i sont LES valeurs propres de A.

’ A est diagonalisable dans Mg, 11(C) et ¢ et —i sont ses valeurs propres.

b) Soit X un élément de Ma,+11(C). X € E; <= AX =i X < AX —= AX =—-iX.
E

Or A appartient & Mo, 1(R) donc A=A. Ainsi X € E; = AX =—-iX < X €

Si X est un élément de Ma,111(C): X € E; &= X € E_,.

c¢) Soit (u1,us,...,u,) une base de E;.

U1, Ug, ..., U, sont des éléments de E; donc d’apres ce qui précede, (U7, Uz, ... ,Up) est une famille d’éléments

de E_;. Montrons que cette famille est libre.

P
Soit (a1, ag,...,ap) un élément de CP tel que Z g Uk = Opy, 404 (0)-
k=1

p
Alors 0M2n+1 1(C) OMzn+1 1(C) = Z Qg Up, = Z
k=1 k=1

p
ar ug. Donc Z Qg U = 0M2n+1,1(c)'
k

=1

M@

>
Il
—

Comme la famille (uq, ug, ..., u,) est libre: Vk € [1,p], @ = 0.

En conjuguant on obtient : Vk € [1,p], oy = 0. Ceci acheve de montrer que (U7, Uz, ..., u,) est une famille

libre d’éléments de E_;.

’ Si (u1,uz,...,up) est une base de E; alors (u1,uz,...,u,) est une famille libre d’éléments de E_;.
Soit p la dimension de E; et soit (u1,us,...,u,) une base de E;.
(1, uz,...,Tp) est une famille libre d’éléments de E_; donc dim E_; > p = dim F;,.

Bien évidemment on peut montrer de la méme maniere que dim E; > dim E_; et ainsi obtenir 1’égalité entre

dim F; et dim F_;

Reprenons plutét une base (u1,us,...,u,) de E; et montrons que (U7, Uz, ..., U,) est une base de E_;.



I1 ne reste plus qu’a montrer que (U, ag, .. ., Up) est une famille génératrice de E_;.
Soit u un élément de E_;. u appartient E; car & = u appartient & E_; !

P
Donc il existe un élément (o, g, ..., ;) de CP tel que @ = ) aj ug.
k=1

P
En conjuguant on obtient u = u = Z & Uk
k=1

Ainsi tout élément de E_; est combinaison linéaire de la famille (a7, Uz, ..., Tp).
Ceci acheve de montrer que cette famille est une famille génératrice de E_;.

Etant libre c’est une base de E_;. AlorsdimE_; =p =dim E;.

] dim E; = dim E_;.

d) A est diagonalisable dans Mag,,11(C) et ¢ et —i sont ses valeurs propres.
Ainsi Mo,111(C) = E; ® E_;. Alors 2n+ 1 =dimMy;,111(C) =dim E; + dim E_; = 2 dim E;.

2n + 1 n’étant pas un multiple de deux un léger doute nous envahit...

’ Il n’existe pas de matrice de Mo, +1(R) dont le carré est —1I.




EXERCICE 2

-1

1 n
1 a) ee Posons u; = 1 et, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, u, = el
n :

UT
Jj=1

Montrons a ’aide d’une récurrence faible que, pour tout n dans N*, u,, est défini et est un réel strictement
positif.

e La propriété est vraie pour n =1 car u; = 1.

e Soit n un élément de [2, +oo]. Supposons la propriété vraie jusqu’a n — 1 et montrons la pour n.

Pour tout élément j de [1,n — 1], u; est défini et est un réel strictement positif.

n—1
Donc u,, = ﬁ Z u; est défini et est un réel strictement positif. Ceci acheve la récurrence.
j=1
1 n—1
Ainsi en posant:u; = 1 et Vn € [2,+o0[, u, = C— Z u;, on définit une suite de réels strictement
j=1

positifs.
ee Soit (vy,),>1 une seconde suite de réels strictement positifs telle que v1 = 1 et Vn € [2,+00[, v, =
-1
1 n
e — V.
2n —1 Z J
j=1
Montrons que cette suite coincide avec la suite (up)n>1-
Montrons pour ce faire, a ’aide d’une récurrence faible, que : Vn € N*, v, = u,,.
e La propriété est vraie pour n =1 car v1 = 1 = u;.

e Soit n un élément de [2, +oo]. Supposons la propriété vraie jusqu’a n — 1 et montrons la pour n.
1 n—1 1 n—1

I E v = ———— E u; = u,. Ceci acheve la récurrence.
2n—14= "7 2p—14="
j=1 Jj=1

Vi e [l,n—1], v; = u; donc v, =

On définit bien une unique suite (u,)n>1, & termes strictement positifs, en posant : u3 = 1 et, pour tout

1 n—1
entier n supérieur ou égal a 2, u, = —— g Uj.
2n —1 4 f
J:

n—1
2) Vj € N*, u; > 0donc:Vn € [2,+o0], > uj > u =1.
j=1



1 n—1
Alors:Vn € [2,+oo[, u, = - j;uj > Zn_l.Mieux:VneN*, Uy = o — 1 caru;=1>1!
1 1

OrvVneN*, 0<2n—-1<2ndoncVn e N*, 0 < — < < Uy,
2n 2n—1

1 1
Par conséquent Vn € N*, 0 < o < uy, et la série de terme général on diverge. Les regles de comparaison
n n

sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général u,, diverge.

Cette série étant a termes positifs et divergente, la suite de ses sommes partielles est donc croissante et

divergente et tend alors vers +o0.

n

La série de terme général u,, diverge et lim E u; = —+00.
n—-+o0o

j=1
3 a) Soit n un élément de [2, +oo[.
n n—1 m
2n
Vn € [2, 400, upt1 = 1 Up,.
2n

b) Vn € [2,400[, unt1 — un = 2n+1un—un:—2n+1un <0.

. N 1 2
Mieux Vn € N¥, un+1—un<Ocaru2—u1:§—1:—§-

Ainsi la suite (u,)n>1 est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente.

’ La suite (un)n>1 €st convergente. ‘

Up, _ 2n+1Y\ 1
c) Vn € [2,+00[, In (Un+1> —ln< 5 ) =1In (1+ Zn)'

. 1
Comme lim — =0 on a alors:
n—+o00 2M

(@) o3
In ~ —
Upt1 ) n—+oo 2n

. 1 . . . .
La série de terme général o étant divergente et & termes positifs, les regles de comparaison sur les séries a
n

termes positifs permettent de dire que:

- . g U .
la série de terme général In ( L > diverge.
Un+1

Un

d) Vn € [1,+o0[, 0 < upt1 < uy, done Vo € 1,400, In ( ) =Inu, —Inu,y1 > 0.

Un+1
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. P P Un
Ainsi la série de terme général In (

) est divergente et a termes positifs donc la suite de ses sommes
un+1

partielles tend vers 4o0.

lim In ( ? > = 400 ou nEIJrrloo Zl (ln(uj) - ln(uj+1)> = +o00.
j=

n—-+4o00 = Uj4+1
Ce qui donne encore lim (ln Uy — ln(unﬂ)) = +ooou lim <1n Upt1 — 1N 1) = —00.

n—-—4oo n—+00
Par conséquent lim Inw,y; = —o00. Donc:

n—-+oo
lim Inwu, = —cc.
n—-+oo
Alors Vn € N*, u,, = ™% ¢t lim Inwu, = —oo donc:
n—-+oo

lim u, =0.
n—-+o0o

4TL
4 a) Montrons par récurrence que Vn € [2,+o0[, u, = 1 (2n) .
n
1 ; 5 4n 16 16 1 L (666 est d . 9
e uy = — et pour n = 2, = = = —- La propriété est donc vraie pour n = 2.
R m()  dx2x () 8x6 3 PP P
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de [2,4+o00[ et montrons la pour n + 1.
2n 2n 4 4" nln! 4" (n4+ 1D (n+1)!
un = un = = = .
T ot 2n+1 4n (27?) 22n+1)(2n)!  (n+1)2(n+1)(2n+1)(2n)!
mn+ 1) n+1)! 4" (n+ 1) (n+1)! gntl
u’ﬂ = = = .
T T+ 1) (2n+2)! An+1)2n+2)0 4+ 1) (07D)

Ceci acheve la récurrence.

471

n 2n)'

Vn € [2,+oo], up = 1

—~
3

n
n—1

Z u; = +00. De plus lim L
j=1

DN | =

n—+4o0 2n — 1

n

Or lim E u; = +oo donc lim

n—-+00 £ . n—-+00
]:

n—1
n
Ainsi lim (nwu,)= lm E u; | = +oo.
n—>+oo( n) n—-+o00 2n —1 1 7
j=

lim (nuy,) = +oo.
n—-+o0o




n n

" (277,) =4u, et nl{r—&r-loo u, = 0 donc nﬂlfoo " (2n)
n

()

= 0. Ainsi:

5) Vn € [2,4o0],




EXERCICE 3

Remarque Le texte utilise la dérivabilité de ¢ sur R. ¢ n’est donc pas une densité quelconque de X et
1 e
V2T
application est dérivable sur R. Ainsi dans tout l’exercice nous supposerons que ¢ est 'application de R
1 2
V2r

e~ 2 est I'unique densité de X définie et continue sur R et que cette
1) a) Montrons que Z est une variable aléatoire réelle sur (Q,7, P).

de Y. Rappelons (?) que z —

z
e 2.

dans R définie par: Vo € R, o(z) =

Notons que Z est une application de © dans R. Il reste alors & montrer que Vo € R, Z7!(] —o0o,z]) € 7.
Soit # un réel. Z71(] —o00,2]) ={w € Q| Z(w) <z} = {w € Q| Sup (X (w),Y (w)) < z}.

Z7M ] -o0z])={we|X(w)<zetY(w)<z}={weQ | X(w) <z}n{we|Y(w) <z}

Z71(] = o0,2]) = X7(] = 00,2]) NY (] — 00, z]).

X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (2,7, P) donc X (] — oo, 2]) et Y ~1(] — o0, x]) sont deux

éléments de la tribu 7 qui est stable par intersection finie ou dénombrable.
Par conséquent X ~1(] — oo, z]) N Y ~1(] — o0, z]) est encore un élément de 7.

Finalement Z~1(] — 0o, z]) est un élément de 7 et ceci pour tout réel z. Alors:

’ Z = Sup(X,Y) est une variable aléatoire réelle sur (2,7, P). ‘

Montrons que Z est une variable aléatoire a densité. Notons F' sa fonction de répartition.

VeeR, Flz)=P(Z<z)=P{X <z}n{Y <a}) =P X <z)PY <2) =P(x)P(z) = ((ID(x))2 car X

et Y sont indépendantes.
¢ est une (la!) densité continue sur R de X donc ® est de classe C! sur R et @' = ¢.

Ainsi F = ®? est de classe C! sur R ce qui suffit trés largement pour dire que Z est une variable aléatoire &

densité.

’ Z = Sup(X,Y) est une variable aléatoire & densité sur (Q,7, P). ‘

b) De plus F’ est une densité de Z. Notons que: F' = (@2)/ =20'd=2p0.

f:x— 2p(x) ®(x) est une densité de Z = Sup(X,Y). ‘
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Foo +oo 1 2 1 Foo 2
2)a)l= t)dt = e 2 dt = — e 2 dt. Ainsi:
Y= [ ema- [ = =/

+oo .2
/ e~ 7 dt existe et vaut v/ 2.

t
b) Posons Vt € R, 9(t) = —-
) vt =
1 est de classe C! sur R, 1 est strictement croissante sur R, , lim (t) = —oc0 et , hI_P P(t) = +oo.

2 .
“ est continue sur R.

+oo
Alors le théoreme de changement de variable sur les intégrales généralisées indique que / e du est de
—0o0

Ainsi 1 est une bijection de R sur R de classe C* sur R. Notons aussi que u — e~

“+o0 2

méme nature que / e (w(t)) ' (t) dt et qu’en cas de convergence ces deux intégrales sont égales.
— 00

—+oo

2
e~ T dt converge et vaut /2.

(o)
Observons que Vt € R, e vt P'(t) =e T X % et rappelons que /

— 00

+oo 2
1
Alors / e_(w(t)) Y’ (t) dt converge et vaut: V21 x — = /m. Par conséquent :

V2

+o0 R
/ e~"" dt converge et vaut /7.

—00

22
c)etd)Vz € R, ¢(x) = e~z donc y est dérivable sur Ret Vo € R, ¢'(z) = = —xp(z).

1
V2
Remarquons que ¢’ est continue sur R donc ¢ est de classe C! sur R.

Alors Vz € R, z f(z) = 2z ¢(x) ®(z) = —2 ¢ (x) ().

Soit A dans R. ¢ et ® sont de classe C! sur R. Une intégration par parties simple donne alors :

A A A A
| o t@de=[-20@ e@] | - [ (200 #'@) ds = ~20(4) B() +20(0) 8(0)+2 [ (p(a))*da.
0 0 0

B(0) = 5. 6(0) = Z= et Vo € R, (pla))” = 5o

A A
1 1 2
Alors z f(x)de = —20(A) P(A —1—7—1—7/ e~ * dx et ceci pour tout réel A 1).
| ar@ar=—2eem+ =+ [ b (1

0 0
1 1
En multipliant par —1 on obtient : / xf(x)de =2¢(A)P(A)— — + — / e~ dx et ceci pour tout réel
A

\/ﬂ T™JaA
A (2).

+oo R +oo R 0 R
/ e~ dt converge donc/ et dt et/ e~ dt convergent.
0

—00

1A Lot I 1o
Alors lim </ e dx) = 7/ e dz et lim (/ e dx) = 7/ e da.
A—+oco \ T 0 ™ Jo A——oo \TT A T J_—0o

— 00
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Notons que AETww(A) =0, AEIEOO w(A) =0, AEIEOOCI)(A) =1let AHIEOOCP(A) =0, car VA € R, p(A) =
1

Nox
Donc  lim ( —2p(4) (I)(A)) =0et Alim (2 w(A) @(A)) = 0.

2
e T et ® est une fonction de répartition.

— 400 — =0
ors onne 1m T J[(x)dx e Z. € qul perme e dire que :
0 /72 0 qul p q

oo 1 1 [t
z f(z)dz converge et vaut + —/ e~ dux.
/0 V2T T Jo

0 0
1 1 2
(2) donne lim zf(z)de = ———+ — e " dx. Ainsi:
V2Tt T )

——0o0 [

™

0 0
1 1 2
x f(z)dx converge et vaut f—Jrf/ e ¥ dx.
/m f(x) g P .

0 +o00 400
/ x f(x)dx et / x f(x) dx convergent donc / x f(x) da converge. Ainsi Z possede une espérance.
0

— 00 — 00

0 oo 1 1 /0 2 1 )
E(Z) = T xdx+/ T xdx:———&—f‘/ e " dac—&———i—f/ e ¥ dux.
@ = [ sr@art [ os@ =t/ =+

1 [t _ > 1
E(Z):f/ eV dr==Vr=
™

— 00

1L
NG

1.
N

Z possede une espérance qui vaut

3) a) X et Z sont deux variables aléatoires réelles sur (Q,7,p) il en est donc de méme pour X2 et Z2.
Notons Fy: (resp. Fy2) la fonction de répartition de X2 (resp. Z2).
Vz €] — 00,0[, Fx2(z) = Fz2(z) = 0 car X2 et Z? prennent leurs valeurs dans [0, +oo].

Vo € [0,400], Fx2(z) = P(X? < z) = P(—y/z < X < z) = ®(\/z) — ®(—/7) car X est une variable
alétoire a densité.

De méme :Vz € [0, +00], Fz2(z) = Fz (V) — F(—/2).

Rappelons que F; = 2 et que Yu € R, ®(—u) =1 — O(u).

Alors Va € [0, o0, Fza(z) = (2(vD)" ~ (2(~va))" = (2(vD))" - (1 - 2(va))".

Vo € [0, +00], Fra(x) = (8(vD)" —1+20(ya) — (2(va)* = B(v/2) — (1 - (V7)) = ®(V7) — (— /7).
Va € [0, +00[, Fy2(z) = Fx2(z). Finalement Vo € R, Fy2(z) = Fy2(z).

X? et Z2 ont la méme fonction de répartition donc:



X2 et Z2 suivent la méme loi. ‘

b) X suit la loi normale centrée réduite. Alors E(X) existe et vaut 0 et V(X) existe et vaut 1.
Ainsi E(X?) existe et vaut V(X) + (E(X))2, c’est a dire 1.

Comme Z2 a méme loi que X2, Z2 possede une espérance qui vaut 1 donc Z posséde une variance.

V(Z)=E(Z%) - (E(2))" =1- <\}%) =1-

1
7r

1
L’espérance de Z2 existe et vaut 1. La variance de Z existe et vaut 1 — —-
T

12
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PROBLEME

Partie 1: étude de la variable aléatoire X,,.

1) A linstant 0 le mobile est sur le point d’abscisse 0 donc & l'instant 1 le mobile se trouve sur le point

0+1
d’abscisse 0 4 1 avec la probabilité 0 _—:: 5 ou sur le point d’abscisse 0 avec la probabilité 02 Ainsi:
1

2) Montrons par récurrence que pour tout n dans N, X, () = {0,1,...,n}.
e X(92) = {0} donc la propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

Si & I'instant n le mobile est sur le point d’abscisse k, avec k dans [0, n], & U'instant n + 1 il se trouve sur le

k+1
point d’abscisse k + 1 avec la probabilité 3 1 5 ou sur le point d’abscisse 0 avec la probabilité
Ainsi X,+1(Q) = {0} U{k+ 1;k € [0,n]}.

Par conséquent X, +1(Q2) = {0} U{k;k € [1,n+ 1]} ={0,1,---,n + 1}. Ceci acheéve la récurrence.

’ Pour tout élément n de N, X,,(Q) = {0,1,...,n}. ‘

3) a) Soient n un élément de N* et k un élément de {1,...,n}.
Comme k est supérieur ou égal a 1, I’événement {X,, = k} est contenu dans 'événement {X, 1 =k — 1}.
Donc {X,, =k} ={X,,-1 =k -1} N{X, =k}. Ainsi:

P(X,=k) = P({Xn 1 =k—1}N{X, = k}) = P(Xp_1 =k — 1) Px,_,—x_1}(Xn = k).

(k—1)+1 k&
(k—1)+2 k+1

Donc P(X, = k) = P(X,_1 =k —1) P(X,_1=k—1).

k
1
b) Montrons par récurrence sur n que:Vn € N, Vk € [0,n], P(X,, = k) = F 1 Uk
. 1 1
e Posons n = 0. Soit k € [0,n]; k=0! P(X,, =k) = P(Xo=0) =ug = ﬁuo,o = mun,k.

La propriété est donc vraie pour n = 0.
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e Soit n dans N*. Supposons la propriété vraie pour n — 1 et montrons la pour n.

1 1
Soit k un élément de [0,n]. Sik=0:P(X,, =k) = P(X,,=0) =u, = 01 T — 1 Up— k-
k
Supposons k non nul. Alors n est dans N* et k dans {1,...,n}; ainsi P(X,, = k) = Pl P(X,—1=k-1).
1
k—1 est dans [0,n — 1], 'hypothese de récurrence donne alors: P(X,,_1 = k—1) = m U(n—1)— (k—1)-
1
Clest a dire P(X,,_1 =k —1) = Eun,k.
Donc P(X,, = k) i P(X kE—1)= L L Ceci acheve la récurrence
n n=k = —— 1=k— —— e Up_p = T Up_k- i récurrence.
v E+1 n—1 k+1k“nk k+1unk v u
Wn €N, ke {0,1,...,n}, P(Xp=k)= —
n ) y ALy, Mg, n — _k+1unfk

n

c) Soit n dans N. ({X}, = k})keﬂo ] €st un systéme complet d’événements donc Z P(X,=k)=1.
k=0
Alors ];) Pl Uy, = 1. Le changement d’indice j = n — k donne alors : Z m =1

d) L’égalité précédente donne en faisant successivement n =0, n=1,n=2et n=3:

U U U U U U
uozl,?O—kul:l,—O+—1+uQ=1et—0+—1+—2+u3:1.

3 2 4 3 2
1 1 1
AlorsuozLul:1—5:5OnretrouveP(Xo:0):u0:1etP(X1:0):u1:§~
1 1/2 2 1 5 1 1/2 5/12 3 1 5 18—4-5 9 3
:1— _— - — = —_ —1—7—7— = - - = — = — = —.
12 372 T3 4 129" 173 2 4 6 24 24 24 8
1 5 3
P(XOZO):U(]—].,P(Xl:0)—U1—§,P(X2:0)_U2_EetP(X;g:O):Ug—g
4) a) Soit n un élément de N*
k
Alorsz k+ P(Xn:k):ZkP(an—k—l) Ce qui donne encore
k=1 k=1
n n n—1 n—1 n—1
Y kPXp=k)+Y PXn=k)=> (i+1)P(Xy1=i)=» iP(Xp1=1i)+» P(Xp_1=1i)
k=1 ou 0 k=1 =0 =0 =0

Alors E(X,) + zn: P(Xp=k) = E(Xp_1)+1ou B(Xp)+ 3 P(Xp=k) — P(Xp =0) = E(Xn_1) + 1.

Ainsi E(X,,)+1—up, =14 E(X,—1) ou E(X,,) — up, = E(X,,—1). Finalement. E(X,) — E(X,_1) = ty.



b) Soit n un élément de N*. E(X,,) = E(X,) — 0= E(X,,) — E(Xo) = i (E(Xk) — E(Xk—1)) =

k=1
Vne N, B(X,) =) u
k=1
¢) Soit n un élément de N*. n — 1 appartient & N!
n—1 Wi n—1
Alors Q3 ¢ appliquée pour n — 1 donne Z m =1ou Z p— j =1
j=0 7=0
n—1
Q3 ¢ donne encore Z m = 1. En détachant le dernier terme il vient : un—i—JZO m
n—1 W n—1 W n—1 " n—1 1 1
Alorsunzlfziqzz ]Z]_Z<< - - )UJ>
j:On—j+1 ol jzon—]—I—l = n—j mn—j7+1
b 7i:l((n—j—i—l—(n—j)) ) "il u;
onc U, = - - uj | = . - :
S\ n—j+1)/) ) =g n—j+1)

=1.

n—1 n—1 n—1

Jj=0 Jj=0

Sin est un élément de N*, =1, u, + —  —=1letu,= — :
Zn*] ;nfwrl Z(ﬂ*])(ﬂ*ﬁrl)

d) Soit n un élément de N*. Vj € [0,n—1],0< n—j+1<n+letn—7>0.

Par produit il vient:Vj € [0,n —1], 0< (n—j5+1)(n—j) < (n+1) (n—j).
1 1

Alors Vj € [0,n — 1], — < - —et 0 < u
Ln=1 e =) S D7)
U; U;
Par produit on obtient : Vj € [0,n — 1], J — < — —~
R S [y RN ES VI )
n—1 u n—1 W
En sommant ceci donne : J J
L TS < )
1 n—1 u n—1 u
Ou encore : I < J
n+1 z_:nfj z_: (n—j)(n—j+1)
7=0 7=0
— n—1 s 1
*1etu7,7 — < Up»
= ]Zo (n—j)(n—]—i-l) n+1

Notons que cette derniere inégalité vaut encore pour n = 0.

Vn € N(*), Uy = ———-
n

15
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Vn € N*, u, >

1
> 0 et la série de terme général
n+1 n+1

a termes positifs montrent alors que la série de terme général u,, diverge.

diverge. Les regles de comparaison sur les séries

La série de terme général u,, diverge et est a termes positifs donc la suite de ses sommes partielles est
n

croissante et non convergente donc tend vers +oo. Ainsi lim E up = +oo. Alors:
n—-+oo
k=1

lim E(X,)=+oc.

n—-+4oo

Partie 2 : étude du premier retour a l’origine.

1) a) De toute évidence:

{T=1={X1 =0} et {T=k} = {Xi =1} N{Xp =2} NN {Xp 1 =k~ 1} N{X; =0} |

b) Soit k un élément de [3,+oo]. {T =k} ={X1=1}n{Xa=2}N---N{Xp_1 =k -1} Nn{X;, =0}.

La formule des probabilités composées montre alors que P(T = k) vaut :

k-1
P(X;=1) (H Prx,—13n{x,=2}n-n{Xs_1=i—1}(Xi = Z)) Prx,—13n{x,=2}n--n{xp_1=k—1} (Xx = 0).
i=2
1
PX;=1)=1-P(X;=0)=1- 5=3 Pour tout élément i de [2,k — 1] :

1 1
(k—1)+2 k+1

1 (= 1 Loy 1 11 1
ors P(T = k) 2<Hi+1>k+1 (Hiﬂ)kﬂ kk+1 k(k+1)

De plus Ppx,—1}n{x.=2}n--n{Xs_1=k—1}(Xx = 0) = Pix, _,—k—13(Xx =0) =

=2 =1
1
Ainsi P(T =k) = m Montrons que ce dernier résultat vaut encore pour k =1 et k = 2.
PT=1)=P(X;=0) =+ = 1
I S N G IS )

1 1

P(T =2) = P{X; = 1} N {X5 = 0}) = P(X; = 1) Prx,—1}(X» = 0) = % 3= 264

- Finalement :

. 1

1 b
c) e Soient deux réels a et b tels que Vk € N*, m = % + P

. 1 kb
Alors Vk € N r D) 7a+k7+1~
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En faisant tendre k vers +oo il vient 0 = a + b donc b = —a.
1 b
En posant £ =1 on obtient:E =a+ 3 donc 2a+b=1.

b= —aet 2a+ b =1 donne sans difficulté a =1 et b = —1.
b 1 1 k+1-k 1

k+1 k k+1 k(k+1) k(k+1)

e Réciproquement posons a = 1 et b = —1. Vk € N*, % +

1
LES constantes a et b telles que Vk € N*, ————— = — +

AUES AN T sont respectivement 1 et —1.

P(T—O)—l—ioP(T—k)—l—io;—1—+OC LR zn: 11
B S k(k+1) ko k+1)  nodeed= \k k+1)

k=1 k=1

PT'=0)=1— lim (1

n—-+4oo

>—11—0. Donc
n—+1

’ P(T =0) =0 et il est donc quasi-impossible que le mobile ne retourne pas & lorigine.

1
2) Vk € N*, k P(T = k) = —— donc la série de terme général k P(T = k) est divergente. Ainsi:

k+1
T n’a pas d’espérance. ‘
Partie 3 : informatique.
k—1 w
1) Notons que Vk € N* up =1 — —7 .
) Notons qu h ; k—j+1
E
. g . . * Ui—1
En faisant le changement d’indice ¢ = j + 1 on obtient : Vk € N* uy, =1 — Z —_
prt k—i+2
LA
On peut aussi faire le changement d’indice i = k — j et obtenir: Vk € N* u, =1 — Z - ifi
i
i=1

Répondons alors & la question en réécrivant la onziéme ligne du programme (pour le moins le begin end ne
s’impose pas...)

| 1 For i:=1 to k do s:=s+u[i-1]1/(k-i+2); ulk]:=1-s; i

Ou
‘ 1 For i:=1 to k do s:=s+ulk-i]/(i+1); ulk]:=1-s; I

Il était sans doute plus naturel d’écrire :

‘ 1 For i:=0 to k-1 do s:=s+uli]/(k-i+1); ulk]:=1-s; I
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n
Pour le deuxiéme point en se souvenant que E(X,,) = > uj on peut écrire en treizieme ligne :
k=1

‘ 1 e:=e+ulk]; l

2) a) Ici c’est plus subtil. Notons que la variable T' contient le temps.

Observons également que ’on commence par incrémenter 7' et que ’'on décide apres si le mobile retourne a

Porigine ou pas.

Supposons qu’apres Uinstruction T:=T+1, T contienne la valeur k (k € N*). Le mobile se trouve alors
au point d’abscisse k — 1 et il convient de décider si a l'instant k il retourne en O, d’arréter dans ce cas le

processus et de le poursuivre dans le cas contraire.

1 1
(k—1)+2 k+1

Le mobile étant au point d’abscisse k — 1 il retourne a l'origine avec la probabilité

Remarquons que si 'on tire un nombre au hasard dans [0, k] on obtient 0 avec la probabilité P

Remarquons également que random(k+1) donne un entier au hasard entre 0 et k et k est la valeur contenue

dans T'.

Ainsi en stockant random(T+1) dans la variable hasard on décidera que le point est de retour a origine si
(et seulement si) hasard a pris la valeur 0. La cinquiéme ligne du second programme peut donc étre :

‘ 1 Repeat T:=T+1;hasard:=random(T+1);until(hasard=0); I

b) Le nombre de passages dans la boucle peut étre infini dans le cas ol hasard ne prend jamais la valeur 0.

La partie IT nous a montré que cela était quasi-impossible.

Le nombre de passages dans la boucle est presque stirement fini.




