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EXERCICE 1

1) a. X posseéde une espérance et une variance qui ont pour valeur commune A.

V(X
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne alors: Ve € R**, P(|X — E(X)| > ¢) < (2 )
€

. N A

Ainsi Ve e R**, P(|X =M\ > ¢) < —-
5

, . . . A

A étant strictement positif nous pouvons écrire que P(|X — A| > A) < 2

Une simplification évidente donne alors :

P(X =X >N <

> =

b {{X=A2A={X-A>AU{X-A< A} ={X > 2 }U{X <0}. Alors {X >2\} C {{X—\| > A}.

La croissance de P fournit P(X > 2)X) < P(|X — A| > \) et a) donne alors:

P(X >2)) <~

2) a. Montrons 'inégalité de Markov. Soit a un réel strictement positif.
Version 1 Notons S I'événement {Y > a} et Ig son indicatrice. Ig posséde une espérance qui vaut P(S5).

E(Y
E) revient & montrer que a P(S) < E(Y) ou que a E(Is) < E(Y).

Montrer que P(Y > a) <
Cela revient encore & montrer que: E(Y —a Ig) > 0.

Montrons en fait que Y — a Ig ne prend que des valeurs positives ou nulles. Soit w un élément de €.

Si w appartient 4 S:a < Y(w) donc 0 < Y(w) —a=Y(w) —algw) = (Y —als)(w); (Y —als)(w) > 0.
Si w n’appartient pas & S: (Y —a lg)(w) =Y (w) —a Is(w) = Y(w) = 0 (Y prend ses valeurs dans R*).

Ainsi Vw € Q, (Y —als)(w) > 0. Y —als ne prend que des valeurs positives donc son espérance est
positive.

C’est ce qu'il fallait démontrer.

Version 2 Posons I ={i e N|y; > a}.

E(Y
Si I est vide P(Y > a) = 0 et 'inégalité est alors vérifiée car E) est un réel positif ou nul.
a

Supposons I non vide.



{Y2al={we|Yw) 2al={weQ| FeN, Yw=yety,2at={we|Fel, Y(w) =y}
Alors {Y > a} = U{w €EQ|Y(w) =y} = U{Y =y}

i€l i€l
Alors P(Y > a) = Z P(Y =y;) car la réunion précédente est constituée d’une famille finie ou dénombrable

icl
d’événements deux a deux disjoints.

+o00o

E(Y) = Z y P(Y =) > ZyiP(Y —yi)car ICNetVieN, y; P(Y = y;) > 0.
i=0 i€l

Observons que Vi € I, y; > aet P(Y =y;) 20. Donc Vi € I, y; P(Y = ;) 2 a P(Y = y;).

Alors E(Y) 2 Y 4 P(Y =y;) 2> aP(Y =y)=a» P(Y =y)=aP(Y >a).

iel iel il
Y
En divisant par a qui est stritement positif il vient : Q > P(Y > a)
a
Pour tout réel a strictement positif: P(Y > a) < .
a

b. Soit (a,x) un élément de |0, +oo[xR*. Soit w un élément de 2 tel que Z(w) > a.
Z(Ww)+x>a+z>0etainsi (Z(w) + ar:)2 > (a+2)? ou (Z+x)2(w) > (a+xz)2.
L’événement {Z > a} est donc contenu dans 1'événement {(Z + x)? > (a + x)?}.

Alors la croissance de P donne: P(Z > a) < P((Z +2)? = (a +2)?).

V(a,z) €]0,400[xR", P(Z > a) < P((Z+2)* > (a+2)?).

c. Soit (a,z) un élément de ]0, +oo[xR*.
(Z + x)? est une variable aléatoire discréte & valeur positives.
Montrons que (Z + x)? posséde une espérance.

Z possede une variance donc E(Z) et E(Z?) existent. Alors (Z+x)% = Z?+2x Z + 2 posséde une espérance
égale & E(Z*) +2x E(Z) + 2.
E(Z) =0 et B(22) = E(2?) — (E(2))? = V(2) = 0® donc E((Z +)?) = E(Z2)+ 22 E(Z) +22 = 0% +a2.

En appliquant 2) a. & (Z + x)? avec le réel strictement positif (a + )2, on obtient :

P2+ > arap) < BUZEE)_ o

(a+x)? (a+a)2
2, 2
Alors P(Z 2 a) < P((Z+2)* > (a+2)?) < ﬁ.
4 o? + 22
Y(a,z) €]0,+o0[xR*, P(Z > a) < @t

d. Soit a un réel strictement positif.



24 .2
Posons Vz € RY, f(x) = (0‘4_;332 et notons que Vo € RY, P(Z > a) < f(z).
a+x
f est dérivable sur R* car c’est une fonction rationnelle.
vz € RY, f'(z) = 22 (a +2)? — (02 + 22) 2(a + z) _ 2(a+ x) (a:a—l—x2 2 —a:2) __ 2a (x— oﬁ)
(a+x)* (a+x)* (a+z)3 a

’ p . o? s o? , . o2 .
f’ est négative sur |0, —| et positive sur |—,+oo| donc f est décroissante sur |0, — | et croissante sur
a a a

2
g N .. o
[, 400 [ Alors f possede un minimum en xg = —-
a a

Hum, un minimum pour majorer P(Z > a)? 7 Oui, on ne pouvait espérer mieux! Chez les majorants c’est
> b J s p P J

le plus petit qui est le meilleur!

Comme Vo € RY, P(Z > a) < f(z) en particulier P(Z > a) < f(z).

2

o+ (Ui> o®a’+o? 20,2 2 2 2 2

a = 0% (a® +0?) o o o
= = = = . S > < = = .
f(.’l?o) (a N £)2 (a+g2)2 (a2 T 0_2)2 2102 Alors P(Z > U:) X f(-TO) a2 + o2 02 + g2

a a
o2
Pour tout réel a strictement positif: P(Z > a) < ———-
o°+a

e. Posons ici Z =X — A= X — E(X). Z est une variable discréte d’espérance nulle et dont la variance est

celle de X. Ainsi V(Z) = A = (VA)*.

En appliquant ce qui précede & Z = X — X avec a = A on obtient : P(Z > A) <

Or P(Z=2))=P(X —-A>2X)=P(X >2)). Finalement :

1

P(X>22)\) < ——
( ) A+1

AP At)k
3) a. Soit t un réel. Vk € N, P(X = k)th = e M F = ue_”\.

! k!
(A"
k!

La série de terme général étant convergente, il en est de méme de la série de terme général P(X = k) t*.

Ainsi Gx(t) existe.

+00 400 ()\t)k +o00 ()\t)k
De plus Gx(t) = Z P(X =k)th = Z ( e_>‘) = e_AZ L e =MD,

k!
k=0 k=0

Pour tout réel t, Gx(t) existe et vaut et~

b. Version 1 Soit ¢ un élément de [1,4+00[ et a un un élément de ]0, +o0[.

Observons que I'événement {X > a} est contenu dans 'événement {tX > t*} (2 — t* est croissante sur R

2
puisque t > 1). Ainsi P(X > a) < P(t* > t%).

tX est une variable aléatoire réelle discréte & valeurs positives.
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La série de terme général t* P(X = k) est convergente, d’aprés a), et méme absolument convergente car a

termes positifs.
+oo
Alors le théoreme de transfert permet de dire que ¥ posséde une espérance qui vaut Z t P(X = k) donc

k=0
Gx(t).

En appliquant Q2 a) & la variable tX avec le réel strictement positif ¢ il vient :

EtY)  Gx()
te g

P(X >a) < Pt¥ >t <

Yt € [1,+o0], Va €]0,4+00], P(X > a) <

Version 2 Soit t un élément de [1,+o00[ et a un un élément de ]0, +oo[. Notons =, le plus petit élément

de N supérieur ou égal & a (v, vaut a si a est entier et [a] + 1 si a n’est pas entier).

—+o0
P(X >a)= Z P(X = k). Comme t appartient & [1, +o00[, si k est un élément de [v,, +oo[, P(X =k) >0
k=7a
tF ’ tF
et 1 < t—a;alorsP(sz)SP(X:k)t—a-
+oo +oo tk 1 +oo .
Ceci permet d’écrire: P(X > a) = Z P(X =k) < Z (P(X =k) ta) = Z P(X =k)t" car la
k=va k=va k=7,
série de terme général P(X = k) t* converge.
k R Pl k_ Gx(t)
vk €N, P(X =k)t" >0 done > P(X =kt < Y P(X =kt = P
k=va k=0
Gx(t
Le tout redonne sans difficulté: P(X > a) < j;( )

t2 t—1 o1 t—1 t—2 t—1
c. g est continue et sur [1,+oo[ et V¢ € [1,+o0[, ¢'(t) = c m S ( tiz S

g’ est négative sur [0, 2] et positive sur [2,4+o00[. Donc g est décroissante sur [0,2] et croissante sur [2, +o0.

Alors g possede un minimum en 2 qui vaut g(2) = 2

R .. ) e
g posséde un minimum sur [0, +oo[ qui vaut 7

Gx(t) er(t=1)

d. D’aprés b), Vt € [1,4o00[, P(X >2)) < > _ o _ g(t))k.
A
En particulier P(X > 2\) < (g(2))>\ _ (Z) .
e\ A
P(X >2)) < (1) :

A
4) Par croissance comparée )\lim <(>\ +1) (Z) ) =0 car
——+00

e

- <1

4‘

Alors, il existe un réel strictement positif Ay tel que pour tout réel A strictement supérieur a Ag on ait :

(A+1) (E))\ < 1 c’est a dire <E>A < L
4 4 A+1



La derniere amélioration est meilleure que celle obtenue a la question 2 e) dés que A prend des valeurs

assez grandes.

EXERCICE 2

1

1) Soit z un élément de R. Posons Vt € [1,+o0], g.(t) = [

g est continue sur [1,+o0].

Envisageons deux cas.

e Supposons x strictement positif.

1 1

Vt € [1,+o0[, 1+t+t* > =1 > 0 donc Vt € [1,+o0[, 0 < g.(t) = T < e

+oo
Comme x+1 > 1, 'intégrale /1 prEs

+oo
converge. La convergence de / prany et les regles de comparaison
1

“+oo
sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent la convergence de / 9. (t) dt.
1
e Supposons x négatif ou nul.
Comme z + 1< 1, Vt € [1, 400, t*t1 <t donc Vt € [1, 400, 0 < 1+t +t"TL <1+t +t<t+t+t =3t

1 1
<

Alors Vt € [1,400[, 0 < 3t STt et = gu(1).

—+oo
La divergence de / 37 et les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives
1

+oo
donnent la divergence de / g, (t) dt.
1

+o00o
Finalement / gx(t) dt converge si et seulement si  est strictement positif.
1

’ Le domaine de définition de f est ]0, 400l ‘

Remarque  On pouvait également obtenir le résultat en montrant que :

1
n siz <0
1 1 .
1+t—|—tz+1t—)+oo E S1xr =
1
tmﬁ sixz >0

2) Montrons que f est croissante en utilisant la définition.
Soient deux éléments x et y de |0, +oo[ tels que x < y. Montrons que f(y) < f(x).
Soit t un élément de [1,+oo[. Int > 0et © <y donc (x+1) Int < (y+ 1) Int.

Alors 211 = elet) Int < o(y+) Int — 4v+1 qone 0 < 1+ ¢4+t <1+ ¢+ ¥+



Ainsi L < L
insi < .
1+t+v+l = 14t 4=+
. 1 1
Finalement : V¢ € [1, 00|, g < =
+oo dt +oo dt
En intégrant (les bornes sont dans 'ordre croissant) il vient —— < ——————— clest a
1 14t4ytl 1 L4+ttt

dire: f(y) < f(@).

’ f est décroissante sur |0, +o0]. ‘

1
3) a. Soit z un élément de ]0, +oo[. Posons Vt € [1, +oo|, hy(t) = AT hy est continue sur [1, +o0].
. 1
Vt € [1,+oof, t(1+t7) =t + o1 > tv+1 > 0 donc Vt € [1, +oof, 0 < ha(t) < e
+o0 too q¢
Comme x+1 > 1, Uintégrale / prasy converge. La convergence de / prasy et les regles de comparaison
1 1

“+oo
sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent la convergence de / ha(t) dt.
1

teo At
Pour tout élément = de ]0, +o00[, la quantité g(x) = /1 AT existe.

oo dt
Remarque  Notons que si x appartient a | — 0o, 0], / 0 diverge.
1

1+ 1o)

1 1 oo dt
En effet, si x appartient a | — 0o, 0], Vt € [0, +oo[, 0 < 27 < AT et /1 5 diverge.

Tl 14—t 1

1
b. Vz €]0,+oo[, Vt € [1,+o0], PR ey B M SES

1 ! 1
Va €]0, +oo], Yt € [1,+o0], - — - :
@ €0, +oo] Lol 3 =T =t

Soit = un élément de ]0, +00[. Soit A un élément de [1, +o0].
A

A A rz—1 ’
dt 1t 1 ! tol .
/ 7:/ L dt = |Injt| — = In|1 +¢*|| =-— {xlntfln(lthm)} = — {hl } :
) L\t L1y x 1T 1 14+t*11

A
a1 A N
/1 t(1+tr)_5(ln1+Ar 1“5) (%),

T x

Alirfoo A% = 400 donc Alirfoo A Alirfm @ =1 Alors Alirfm In T 0.
e dt 1 1 In2
En faisant tendre A vers 400 dans (**) il vient : / - s =f
1 t(l+t7) x 2
oo dt In2
Yz €]0, +00], x:/ _ =
0400l a0 = [ i =
c. Soit & un élément de |0, +o0].
1 1

vt e [1, 14t +tmt >ttt = ¢ (14 ¢®) > 0 donc Vt € [1, , 0K < :
1,400, 1+t + + (1+1t7) onc Vt € [1, 400 Tt S i1+



In2
En intégrant (les bornes sont dans l'ordre croissant) il vient: 0 < f(z) < g(z) = 2z
x
In2
Yz €]0, +oof, 0 < f(z) < ——=-
x
. In2 L
Comme hrf - = 0, 'encadrement précédent donne :
li =0.
A /() =0
4) a. Soit z un élément de 0, o0
In2 oo 1 1 T Lt — gt
_ — —_ = — dt = de-
z W= - J@ /1 (t(1+t-r) 1+t+tz+1> /1 (t(1+tm)(1+t+tf+1)>

In2 oo dt
T_f(l'):‘/l t(1+tx)(1+t+tx+1).

Soit ¢ un élément de [1, +oo].

t>t>0, 1+t >t >0et 1+t +t"" > "1 > 0 donc ¢ (1 +¢%) (1 4+t + 2+ > ¢ ot = 2242 5 (.

Alors Vt € [1, 400, t (1 +t%) (1 +t+t*+1) > 222 > 0,

1 1
Ainsi Vt € [1,4+00], 0 < A+ (Lt er < 22 (%)
oo dt
Observons que 2x + 2 > 1 donc / 2tz converge. De plus:
1

1

/*O" dt i /A dt i 1 4 i 1 .
= lim = lm |————Fm— = lim |-
Lo T i e T e T @ et T At \U (20 1 1) A2

1
2z +1
Alors en intégrant I'encadrement (***) (les bornes sont dans l'ordre croissant) il vient :
oo dt 1 In2 1
0< < - Ce qui d 0 — - < :
/1 AT Qrtrr S apyq Ceauidome 0< === f(@) S 5=y
In2 1
Va €]0, , 0 — — < .
v €0, bool, 0< 22— @) < o1
b. ¥z €]0, +00], 0 < 22 — f(2) < — - Done ¥z €]0, 400, 0 < 2 — 2 f(z) < —"
. X — S . ot 5 ) X 1na— X :
z €]0, +o0], . 7) < 57 Done Vz 00 v f@) < o
Comme xlir{)1+ il 0 il vient par encadrement xlir(r)lJr (z f(z)) =In2.
In2

Comme In2 n’est pas nul, = f(x) ~ In2et donc f(z) ~ al

z—0t z—0t T

. In2 .
lim — = 400 donne alors lim f(z) = +oo.
z—0t T z—0
In2
~ _— t 1. - .
0o | o [ S =t

5) f est décroissante sur |0, 00|, lir(r)1+ f(x) = o0 et lirf f(x)=0.

Je vous laisse le tableau...

2¢ 4+ 1

>:




EXERCICE 3

1 sizel0,]] .
1) a. Posons:Vz € R, f(z)= . [ est une densité de X et de Y.

0 sinon
X et Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes de densité f.

Alors Z = X + Y est une variable aléatoire & densité admettant pour densité la fonction h définie par :

—+oo

Ve e R, h(z) = / f@) f(z —t)de.

1
Soit x un réel. Par définition de f, h(z) = / flz—1t)dt.
0

r—1 T
Le changement de variable « =  — t donne alors h(z) = —/ flw)du = / f(u) du.
z—1

x

e Si x est élément de | — 00, 0[, [x — 1, ] est contenu dans | — 00, 0[ et h(z) = / 0du = 0.
r—1

e Si z est élément de ]2, +oo], [x — 1, z] est contenu dans |1, 4o00[ et h(z) = / 0du = 0.

r—1
x
o Si z est élément de [0, 1] alors z — 1 < 0 < x < 1 et h(z) :/ 1du = z.
0
1

e Si z est élément de [1, 2] alorsO<x—1<1<xeth(m):/ ldu=1—-(z—-1)=2—=.

rz—1

x size|0,1]
La fonction h définie par:Ve € R, h(z) =< 2—2 sixz € [1,2] est une densité de Z = X + Y.

0 sinon

b. Soit z un élément de ]0,1[. Notons que 0 <1 —z <1 <142 <2,

‘P(Z>1)2/1+Ooh(t)dt:/12(2—t)dt: [*22"”2]?: L

2

1+x 1 1+x t2 1 _(2 _ t)2 1+z
.P(1—x<Z<1+x)=/ h(t)dt:/ tdt+/ (2—t)dt:[2] +[2} .
1 1 1 11—z

1-2)2 (1-2)% 1

1
P(1 - Z <1 = - — — Z=1—(1=2)2
1-z< +x) 5 5 5 +2 (1-1x)

221" 1 (1-a2)?
.2 2

1+x _(
e P({Z>1}n{l-2 < Z<1+x}) = P(1 < Z < 1+x) :/ (2—t)dt = [ 5

AlorsP({Z>1}ﬂ{1—x<Z<1+x}):%(1—(1—:6)2):P(Z>1)P(1—I<Z<1+x).

’ Les événements {Z > 1} et {1 —x < X <1+ z} sont indépendants. ‘

2) a. Cherchons la fonction de répartition Fr de T'= Max(X,Y).



Notons Fx et Fy les fonctions de répartition de X et Y.
0 size€]—o00,0]
Rappelons que: Ve € R, Fx(x) = Fy(x) =< = six €][0,1]
1 siz€]l, o0
Soit z un réel. Fr(z) = P(T < z) = P(Max(X,Y) <z) = P({X <z} n{Y <z}).

Les variables X et Y étant indépendantes il vient : Fr(z) = P(X < 2) P(Y < z) = Fx(x) Fy(z) = (FX(JC))2

0 size€]—o00,0]
Alors Vz € R, Fr(z) = 2? six€[0,1]
1 six€]l,+oo]

Comme Fr(0) =0 on a Yz €] — 00,0], Fr(z) =0 et ainsi Fr est de classe C! sur ] — oo, 0].

Comme Fr(1) =1on aVz € [1,+00[, Fr(z) =1 et ainsi Fr est de classe C! sur [1, +o0l.

De plus Vz € [0,1], Fr(x) = 2% donc Fr est de classe C* sur [0, 1].

Ce qui précede permet alors de dire que Fr est continue sur R et de classe C! au moins sur R — {0, 1}.

Par conséquent :

’ T est une variable aléatoire a densité. ‘

2z size|0,]1]
YV €] — 00, 0[U]1, +o00[, Fp(x) =0 et Vo €]0,1], Fr(z) =2x. Posons Yz € R, fr(z)= .

0  sinon
fr est une application positive de R dans R qui coincide avec F. sur R privé d'un ensemble fini de points

donc fr est une densité de probabilité de T'.

) o 2z siz€|0,1] o
La fonction fr définie par Vo € R, fr(z) = est une densité de probabilité de T
0  sinon

0

+o0
b. Comme fr est nulle sur | — oo, 0], / t fr(t) dt existe et vaut 0. Il en est de méme pour / t fr(t)dt.
o) 1

1
t — t fr est continue sur [0, 1] donc / t fr(t) dt existe.
0

“+o0 1
Finalement / t fr(t)dt converge et vaut / t fr(t)dt.
—00 0
1 1 1 43 1 9
Alors T possede une espérance qui est égale a/ t fr(t)dt. De plus/ t fr(t)dt = / 2t2dt =2 {3} =3
0 0 0 0

2
T possede une espérance qui vaut 3

c. Soient a et b deux réels.
Supposons a < b. Max(a,b) =bet |a —b =b—a.
Donc 2 Max(a,b) =2b=a+b+ (b—a)=a+b+ |a—b|. |a —b] =2 Max(a,b) — (a + ).

On montre de la méme maniere cette derniere égalité lorsque a > b.
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Ainsi ¥(a,b) € R?, |a — b| = 2 Max(a,b) — (a +b).
Remarque  On observera et on retiendra que ¥(a,b) € R?, Max(a,b) = %(a +b+]a— b|)
De méme :¥(a,b) € R?, Min(a,b) = %(a +b—l|a— b\)
En appliquant ce qui précede on obtient :
Yw € Q, Uw) = |X(w) — V()| = 2 Max (X (w), Y () — (X(w) + Y (w)) = (2 Max(X,Y) — (X + Y)) ().
Alors Vw € Q, U(w) = (2T — Z)(w) et ainsi:

U=2T-7.

1
Z=X+Y. X et Y possedent une espérance qui vaut 3 Alors Z posséde une espérance qui vaut 1.

2 2
Rappelons que E(T) existe et vaut 3 Alors U = 2T — Z posséde une espérance égale a 2 3~ 1 c’est a dire
1

3

1
L’espérance de U existe et vaut 3
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PROBLEME

Partie 1

1) e Par définition N est un sous-ensemble de Fs.

e Op, s’annule en 0 et 1 donc est un élément de NV ; N n’est pas vide.

e Soient f et g deux éléments de N et soit A un réel.

f(0) = g(0) = f(1) = g(1) = 0 donc (A f +9)(0) = A f(0) + g(0) =0 et (A f +9)(1) = A f(1) +9(1) = 0.

A f 4 g est un élément de N. Ceci achéve de montrer que:

’ N est un sous-espace vectoriel de Fs. ‘

2) Soient f et g deux éléments de N et soit A un réel.

uANf+9)=Af+9)"=Xf"+9¢" = u(f)+u(g); u est une application linéaire de N dans Ej.
Soit f un élément de Kerwu. Alors f” est nulle sur 'intervalle [0, 1] donc f’ est constante sur [0, 1].
Ja € R, Vz €[0,1], f'(z) =a;donc I € R, Vx € [0,1], f(z) =az+ O.

Comme f(0) = f(1) =0, 8=a+ 3 =0. Ceci donne « = 3 =0 et u = Oy.

Le noyau de u est réduit a {0y} donc u est injective.

’ u est une application linéaire injective. ‘

3) a. Montrons que G est dérivable sur [0, 1]. Soit = un élément de [0, 1].
G(z) = % (/: (x—t)g(t)dt-l—/: (t—x)g(t)dt).
(x/ozg(t)dt—Axtg(t)dt+/;tg(t)dt—x/;g(t)dt)
<x/0$g(t)dt—/Oztg(t)dt—/jtg(t)dt—l—x/jg(t)dt).

x x

g est continue sur [0,1] donc z — / g(t)dt (resp. =z — / g(t)dt) est dérivable sur [0,1] car c’est la
1

0
primitive de g sur [0, 1] qui prend la valeur 0 en O (resp. 1).

t — tg(t) est continue sur [0, 1] donc z — / tg(t)dt (resp. = — / tg(t)dt) est dérivable sur [0, 1] car
0 1
c’est la primitive de ¢ — ¢ g(t) sur [0,1] qui prend la valeur 0 en 0 (resp. 1).

Notons que x — x est également dérivable sur [0, 1]. Ce qui précéde permet alors de dire que G est dérivable

sur [0,1] et que:
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vz €1[0,1], G'(z) = % (/Om gt)dt + zg(x) —xg(x) —xg(x) + /jg(t) dt+xg(x)).

vz € [0,1], G'(z) = % (/01 g(t)dt + /lwg(t) dt) ouVz € [0,1], G'(z) = % </07« g(t)dt — /11 g(t) dt).

Observons que G’ est sur [0, 1] la somme de deux primitives de g. Donc G’ est dérivable sur [0,1] ce qui

suffit trés largement pour dire que G est de classe C! sur [0,1]. Ainsi

1

1 xT
G est élément de E; et Vz € [0,1], G'(z) = 3 (/ g(t)dt —/
0 T

g(t) dt) .

b. Nous venons de voir que G’ est dérivable sur [0, 1].

De plus Vz € [0,1], G"(z) = %(g(x) +g(x)) car Vo € [0,1], G'(z) = % (/Owg(t) dt + /lw g(t) dt).

Finalement G” = g et ainsi G” est continue sur [0, 1] donc G est de classe C? sur [0, 1]. Résumons:

| G est élément de Ey et G = g. |

c. G et z — ax + b sont de classe C2 sur [0,1] donc H est de classe C? sur [0, 1].

Ainsi H € N <= H(0) = H(1) = 0 <= G(0) +b=G(1) +a+b=0 <= a=G(0) — G(1) et b = —G(0).

1

1 1 1
Notons que G(0) = % /0 tg(t)dt, G(1) = % -/0 (I1-1t)g(t)dt et G(0) — G(1) = 3 /0 (2t —1)g(t)dt.

e e
H:xz — G(z)+ ax + b appartient & N si et seulement si a = 3 / (2t—1)g(t)dt et b= ~3 / tg(t)dt.
0 0

I I
Remarque Dans la suite nous supposerons que a = 3 / 2t—1)g(t)dt et b= —3 / t g(t)dt donc que
0 0
H appartient a N.

1 1 1
Ainsi Va € [0, 1], H(x)zG(x)+ax+b=%/ |x—t|g(t)dt—%/ tg(t)dt—g/ (1—20) (1) dt.
0 0 0

d. H appartient & N et u(H)=H" =G" =g. |u(H) = g.

Nous avons donc montré que pour tout élément g de Ey, il existe un élément H de N tel que u(H) = g.

Ainsi :

’ u est une application surjective de N sur Ej. ‘

e. De 2) et 3 d) il résulte que u est une application linéaire bijective de N sur Ej.

’ u est un isomorphisme d’espaces vectoriels de N sur FEj. ‘

4) Soit g un élément de Fy. La question 3) nous a montré que Uantécédent de g par u dans N est la fonction

1 /1 1 1
H définie par Vx € [0,1], H(z) = 5/ |z —t| g(t)dt — 5/ tg(t)dt — g / (1 —2t)g(t)dt. Alors
0 0 0

Vg € By, Vo € [0,1], u_l(g)(m):%/o |x—t|g(t)dt—%/0 tg(t)dt—g/o (1— 2t) g(t) dt.

Partie 2
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1) e (fo, f1,---, fn) est de toute évidence une famille d’éléments de N, ;2.
e Soit P un élément de P, ys.
PeNyi2<—=P0)=P1)=0«<=3Q € P,, VxR, P(z) =z(x—1)Q(x)

P € N, 19 < 3(ap,a1,...,a,) E R Vo e R P(x) = a(x—1) Z ay, zF.
k=0
P € Npyo <= J(ag,a1,...,a,) € R"M Vo e R, P(z) = Z ap 2"z —1).
k=0

n
P e N,io < J(ap,a1,...,a,) € R P = Z ap fx <= P € Vect(fo, fi,-- s fn).
k=0

(fo, f1 -+, fn) est une famille génératrice de N, ;o.

e Montrons que cette famille est libre.

n
Soit (ag,ai,...,a,) € R**! tel que Z ar fr = 0N, 0-
k=0

Vz € R, Z ar fr(z) =0. Ve € R, > apz(x —1)ex(xz) =0 donc Vo € R —{0,1}, Z ay ex(x) =0.
k=0 k=0 k=0

Z ay, eg est alors un élément de P,, admettant une infinité de zéros, c’est donc la fonction nulle de P,.

k=0

n

Alors Z a e, = 0p,. Comme (eg,e1,...,e,) est libre:ag=ay =---=a, =0.
k=0
Ceci acheve de montrer que la famille (fq, f1,..., fn) est libre. Ainsi:

’ C = (fo, f1,---, fn) est une base de N, ;2. ‘

2) a. Soit k£ un élément de [1,n].
Vo € R, fr(z)=a"?2 — a1 donc Vo € R, f{'(z) = (k+2)(k+1)a* — (k + 1ka*L.
Ainsi v(fx) = (k+2)(k+1)ex — (k+ 1k eg_1.

Vz € R, fo(r) = 2% — 2 donc Vo € R, f§(x) = 2. Ainsi v(fy) = 2eo.

| v(fo) = 2eq et ¥k € [1,n], v(fx) = (k+2)(k+ 1) ex — (k+ Dker1. |

dgo —dy 0 --- 0
0 d - :
La matrice de v relativement aux bases C et B est A = : 0
_dn—l
0 0 dp,
avec Yk € [0,n], dp = (k+2)(k+1).
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b. La matrice A est une matrice triangulaire supérieure de M, 1(R) sans zéro sur sa diagonale; elle est

donc inversible.

Ainsi v est une application linéaire bijective de N, 4o sur P,.

’ v est un isomorphisme de N, o sur P,. ‘

c. Soit k un élément de [0,n] et = un réel.

k k k k k41 k
Z filz) = Z (2712 — 211 = Z LI+2 Z LI+ — Z IRTSUE U N e
7=0 j3=0 =0 =0 = =
k
Vk € [[O,Tlﬂ, V‘T S R’Z f](ﬂf) = Ik+2 — X.
=0

d. Le résultat de la question P1 2 c) peut s’appliquer pour déterminer v~! dans la mesure ot :
e la restriction d’un élément de N, 1o (resp. P,) a [0,1] est un élément de N (resp Ey);
e deux fonctions polynomiales réelles qui coincident sur [0, 1] sont égales.

Déterminons A~! en utilisant le résultat de la question 2) c. Soit k& un élément de [0, n].

"

k k
Vo R, fiw) =a*? —zdone Vo R, [ D fi | (@) =(k+2)(k+1)a".
Jj=0 j=0
k
Par conséquent : v Z fil =E&+2)(k+1)es.
3=0
k
Ceci qui donne encore Z fi=v " ((k+2)(k+1)exr) = (k+2)(k+1)v ' (eg). Ainsi:
§=0
1 .. 1
2x1  3x2 (n+2)(n+1)
1 b 0 ﬁ B¢ +2)1( 1)
Vk O -1 = — . A*l — n n
Slonl e = G SR
1
0 T 0 (n+2)(n+1)

Remarque Un calcul assez simple donne :

vk € [0,n], va € [0,1] {/ﬁFﬂﬁ&—l/%ﬁﬁ—x/%Ldﬂﬁ&—:l@“%m)
T 2 2 Jo 2 Jo R+ 1)(k+2) '

II permet de retouver le résultat précédent en utilisant la question 4 de la partie 1.

2 -2 0 x x’
e. Supposonsn =2. Alors A=[0 6 —6].SoitX =]y |etY =]y | deuxélémentsde Ms;(R).
0 0 12 z z'
2r —2y=1' z—ﬁz’ x:%x’—s—%y’—l—%z’
AX_Y<:>{6y_GZ:y’ = ly=tytz=ty+57 = oy=sy+457
— A
12z =2 m:%x/—i—y:%x'—i—%y’—}—%z’ z:ﬁz’
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11 1

2 6 12

Alors A est invresible et A1 = | 0 % =

1

0 0 3
11 1
2 6 12

Remarque  On pouvait se contenter de vérifier que: A | 0 % ﬁ = I3...

1
0 0 3

[u—

3) a. Soit ¢ I'application qui & tout élément P de P, associe

(2% — z) P(x).

"application ¢(P) définie par Vz € R, ¢(P)(z) =

 est clairement une application linéaire de P,, dans N, ;2. Remarquons alors que w = v o (.

w est alors la composée d'une application linéaire de P,, dans N, 1o avec une application linéaire de N, 42

dans P,. Alors w est une application linéaire de P, dans P,.

’ w est un endomorphisme de P,. ‘

b. Soit k un élément de [1,n].
Vo € R, (2% — ) ex(x) = 2872 — 281 done Vo € R, w(er)(x) = (k+2)(k + 1) 2% — (k + 1)k a*~L.
Vz € R, wley)(x) = ((k +2)(k+1) e — (k+ 1)kek,1) (). Alors w(ey,) = (k +2)(k + Dey, — (k + 1)k er_1.

Vz € R, (2% —x)eg(x) = 22 — 2z donc Vo € R, w(eg)(x) =2 = 2ep(z). w(eg) = 2ep.

| w(eo) = 2eg et Vk € [1,n], w(ex) = (k+2)(k+ 1)ex — (k+ Dkex 1. |

C. ’ La matrice de w dans B est clairement A ! ‘

d. La matrice A de w dans la base B est triangulaire supérieure , donc I’ensemble des valeurs propres de w

et de A est 'ensemble des éléments de la diagonale de A.
Alors Spw =SpA = {(k+2)(k+1);k € [0,n]}. Posons Vk € [0,n], A\ = (k+2)(k+1).
VEe[0,n—1], Mpr1 — A =(k+3)(k+2)— (k+2)(k+1)=2(k+2) >0. Alors \g < Ay < -+ < Ap.

w est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n + 1 qui admet n + 1 valeurs propres deux a

deux distinctes donc

’ w est diagonalisable. ‘

Nous avons déja vu que A est inversible ainsi w est un endomorphisme bijectif de P,.

’ w est un automorphisme de P,. ‘

2 -2 0
e. n = 2. La matrice de w dans la base Bests A=10 6 —6
0 0 12

Les valeurs propres de w et de A sont : 2, 6 et 12. Les trois sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
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Notons que w(ep) = 2 ¢y donc:

’ le sous-espace propre de w associé a la valeur propre 2 est la droite vectorielle engendrée par eg.

Soit P =xeg+ ye; + zex un élément de Ps.

dr+2y =0
z=0

y=-—-2x

z T 2z -2y =62z
w(P)=6P<«=A|ly|=6|y| <=3 6y—62=6y ‘E’{ ‘:’{2:0 ;

z z 122 =62

’ le sous-espace propre de w associé a la valeur propre 6 est la droite vectorielle engendrée par ey — 2 e;.

T T 20 — 2y =12« y= -5z
wP)=12P<= Ay | =12 |y | << 6y —62=12y <:>{Z:_y:5x ;
z z 122 =122

’ le sous-espace propre de w associé a la valeur propre 12 est la droite vectorielle engendrée par eg — 5e1 + 5es.




