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EXERCICE 1
U7L+3 4 Un+2 — 5 Unp+1 +2 Unp 4 -5 2 Un+2
].) a. Vn € N, Xn—i—l = Un_;'_g = Up42 = 1 0 0 Up 41
Un+1 Up 41 0O 1 0 Uy,
4 -5 2
AlorsVneN, X,;,1 =11 0 0| X,. Finalement:
0 1 0
4 -5 2
vneN, Xpp1=AX,avecA=(1 0 0
0 1 0
3 -5 2\ /3 -5 2 3 -5 2 4 -8 4
b.(A-I)?*=([1 -1 0 =11 -1 0 1 -1 0 =12 -4 2
0o 1 -1 0o 1 -1 0o 1 -1 1 -2 1
4 -8 4 2 -5 2
(A-D*(A-2)=[2 -4 2 I =2 0 | =0pmym)-
1 -2 1 0o 1 =2

[(A—20(A—2D)=0.|

2) a. Le théoréme de la division euclidienne montre que, pour tout élément n de N, il existe un couple (@, R,)

d’éléments de R[X], et un seul, tel que: X™ = PQ,, + R,, et deg R,, < deg P = 3.

’ Pour tout élément n de N, il existe un unique couple (Q,, R,,) de R[X] x Ry[X] tel que X" = PQ,, + R,,. ‘

b. (1,X —1,(X —1)?) est une famille de trois éléments de Ry[X] de degrés échelonnés. C’est donc une famille libre de
trois éléments de Ry[X] qui est un espace vectoriel de dimension 3. Ainsi (1, X — 1, (X — 1)?) est une base de Ry[X].

Comme pour tout élément n de N, R, appartient & Ro[X] on peut alors affirmer que :

’ pour tout élément n de N, il existe des réels ay, by, et ¢, tels que: R, = a, + b, (X — 1) + ¢, (X —1)% ‘

1
La formule de Taylor donne a,, = R, (1), b, = R, (1) et a,, = B RI(1).

c. Soit n un élément de N. a, +b, (X — 1)+ ¢, (X =12 =R, (X)=X"—-PQ,, = X" — (X - 1)}(X —2) Q.

Un +0p (X —1) 4+, (X —1)2=X"— (X -1)%(X -2)Q, (%).
En évaluant en 1 et en 2 on obtient:a, =1 et a,, + b, + ¢, = 2".
En dérivant (x) il vient: b, +2¢, (X —1)=n X" - 2(X - 1)(X —2)Q, — (X —1)2Q,, — (X —1)}(X - 2)

/
n*

En évaluant en 1 on obtient alors: b, =n. Ainsia, =1,b, =netc,=2"—-b, —a, =2" —n—1.

Pour tout élément n de N, a,, =1, b, =netc, =2" —n— 1.
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3) a. Soit n un élément de N.
A" = (PQn+ Rn)(A) = (PQn)(A) + Rn(A) = P(A) Qn(A) + Rn(A) = Rn(A) car P(A) = Opg,(w)-

A" = Ryy(A) = (an+bn (X =1)4cn (X =1)2)(A) = an T+bp (A—D)4cn (A—1)* =T+n(A-I)+(2"—n—1) (A-1)%.

(VneN, A"=T+n(A-D)+@" —n—1)(A-1) |

b. Les troisiemes lignes de I, A — I et (A — I)? sont respectivement: (0 0 1),(0 1 —1)et(1 -2 1).

Alors la troisieme ligne de A" = I+n(A—I)+ (2" —n—-1)(A—1?est: (0 0 1)+n (0 1 —1)+[2"—n—
(1 -2 1).

Les éléments de la troisieme ligne de A™ sont alors 2" —n—1,n—2(2"—n—1)et 1 —n+ (2" —n—1).

Ou encore 2" —n — 1, =2"! 4+ 3n + 2 et 2" — 2.

Pour tout élément n de N, les éléments de la troisiéme ligne de A™ sont:2" —n — 1, —=2"t! 4+ 3n + 2 et

2" — 2n.
1
4) a. Montrons par récurrence que Yn € N, X,, = A" | 1
0
Ug 1 1 1
La propriété est vraipour n =0car: Xo= | uwy, | =1 | =I[1]=4°[1
Ug 0 0 0

Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

1 1
Xpp1=AX,=AA" | 1| = A" [ 1 |. Ceci acheve la récurrence.
0 0
1
VvneN, X, =A" |1
0
Up+2 1
b. Soit n un élémnent de N. | upy1 | =X, =A" [ 1
U, 0

Ainsi u,, est le produit de la troisieme ligne de A,, avec

O~

Par conséquent : u, = (2" —n—1) x 1+ (=2" 1 +3n4+2) x 14+ (2" —2n) x0=2"-2x 2" +2n+1= —2"+2n+1.

’VnEN, un:—2"+2n+1‘.
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EXERCICE 2

1) a. Soit n un élément de N tel que n > p. Supposons d’abord que n > p.
Vk € [p,+oof, Vt € [k, k+1], f(k+1) < f(t) car f est décroissante sur [p, +0oo].
k+1 k+1
En intégrant il vient alors Vk € [p,n — 1], f(k+1) = / flk+1)dt < / f@®)dt car k < k+ 1.
k k
E+1

far= [ swaon S i< [
p k p

=p+1

n—1 n—1
En sommant il vient : Z flE+1) < Z /
k=p k=p k
mmm%_f@)g/'ﬂﬂ&.
P

P
Notons que ceci vaut encore pour n = p car S, — f(p) =0 et / f(t)dt = 0. Finalement :
P

VHE Hp,+00ﬂ, Snff(p) g/nf(t)dt

+00 n +oo
b. / f(t) dt existe et f est positive sur [p, +oo[. Alors Vn € [p, +oo], / f&)dt < / f()de.
P P P

+o0 +oo
Ainsi Vn € [p, +oo[, Sn — f(p) < / f(t)dt ou Vn € [p, +oof, Sy, < f(p)/ (&) dt.
P P

La série de terme général f(n) est & termes positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée par f(p) +

+oo
/ f(t)dt. Ainsi:
P

’ la série de terme général f(n) converge. ‘

Remarque | Ceci est en fait un résultat de cours dans la mesure ol f est continue positive et déroissante sur [p, +00].

2) a. Soit n un élément de N tel que n > p.

VEk € [p,+oof, Vt € [k, k+1], f(k+1) < f(t) < f(k) car f est décroissante sur [p, +00[.

k+1 k+1

En intégrant il vient alors Vk € [p, +oo[, f(k+1) = /

f(k+1)dt</
k
k<k+1.

k

f®&</ k)t = f(k) car

k

q q k1 a+1 q
En sommant il vient : Vg € [n, +o0o], Z flE+1) < Z / f)dt = / f(t)dt < Z f(k).
k n

k=n k=n
En faisant tendre g vers 4+oco on obtient :

+o0o
flk+1) <
X seene ]

+oo “+oo

fff%)s/

k=n-+1 n

+o00o
fydt <> f(k) ou Ry =
k=n

<Mms/+mf@ﬁhfm)ang/%mf@yh
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+00 +oo
Vi € [p, +ool, / F(t)dt — f(n) < Ry < / F(t)at.

n

—+oo
b. Soit n un élément de [p,+oo[. f est strictement positive sur [p, +oo[ donc / f(t)dt est un réel strictement

n

positif.
L . e L f(n) R,
En divisant ’encadrement précédent par f(t)dt il vient: 1 — oo S 7= < L.
n LT fw)yde [T f()dt
Le théoreme d’encadrement sur les suites nous indique alors que:
lim %zldésque lim <1+O£(n)>1ouque lim #:O.
n—-4o00 f ) dt n—-+4o00 fn f(t) dt n—-4o00 fn f(t) dt
+0o0 +oo
Ainsi B, ~ / F(#)dt dés que f(n) = o ( / (1) dt).

n—-+oo

+00 Foo
f(n)=o (/ (@) dt) est une condition suffisante pour que R, ~ / f(¢) de.
n n

3) a. * — x et ¥ — (Inx)? sont continues et strictement positives sur [2,4+oo[ donc # — = (Inx)? est continue et
strictement positive sur [2,4+o00[. Alors f est continue et strictement positive sur [2, +o0].
r — z et z — (Inx)? sont croissantes et strictement positives sur [2,+oo[ donc # — =z (Inz)? est croissante et

strictement positive sur [2, +oo[. Alors f est décroissante sur [2, +00].

A A
dt 1 1 1
vA €2 rel /f t)dt = /2 t(Int)? [lnt}2 mA 2

+oo 1
Alors 11111 / f@®) —— Ainsi / f(t)dt converge et vaut s
*} o0 2
A A
1 1 1 1
2 li = 1l ——| =1 - )=
n € [2,+o0], lmoo F(t)at A—Foo [ lnt}n Pl ( InA + lnn> Inn
+oo 1
Alors 2 t)ydt = —-
ors Vn € [2,+oo, /n f(t) o
1
n{inn 1
Par conséquent : lim # = lim (11 P — lim =0
n—-+oo f f(t) dt n—-+oo mn n—+oomn Inn

f est continue, strictement positive, et décroissante sur [2, +oo].

[0 dt)

—+oo

+oo
De plus / f(t)dt est convergente et f(n) =o </
2 n

0o +00 1
b. D’apreés la question 2, R, = Z flk) ~ / f&)dt = —-

n—-+00 Inn
k=n+1

= 1 1

ke (Ink)2 n—too Inn
k=n+1

c. lirf (nRy) = lirf (%) = +o0; il existe alors ng dans [2,4+o00[ tel que Vn € [ng, +oof, n Ry, > 1.
n—-+o0o n—-+oo \Inn
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1
Alors Vn € [ng,+oo[, R, > — > 0. La divergence de la série de terme général — et les régles de comparaison des
n n

séries a termes positifs montrent que la série de terme général R,, diverge.

La série de terme géral R,, diverge.
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EXERCICE 3

1) Rappelons que tr est une forme linéaire sur M3(R) et que la trace d’une matrice A de M3(R) est égale a la trace

de sa transposée.

e Soient A, B et C trois éléments de M3(R). Soit A un réel.

<AAB+C>=tr("AAB+C)) =tr(AAB+'AC) = A tr(*AB) + tr(*AC) =A< A,B> + < A,C >.
Alors < AAB4+C>=A< A, B>+ <A C >.

e Soient A et B deux éléments de M3 (R).

<A, B>=tr(*AB) =tr (*(*AB)) = tr(*BA) =< B,A >. < A,B >=< B, A >.

e Soit A = (a;;) un élément de M3(R). Posons ‘A = (b;;) et *AA = (¢;5).

3 3 3 3 3 3 3
<A A>= tr(tAA) = Z Cii = Z Z bir ari = Z Z Qi Qi = Z Z aé
1=1 =1 k=1 1=1 k=1 =1 k=1

3 3
Alors < A,A>= 3 Y a}, > 0.
i=1 k=1

3 3
e Reprenons les notations du point précédent et supposons < A, A >= > Y a2, =0.
i=1 k=1
Comme Vi € [1,3],Vk € [1,3], af, >0, Vi € [1,3],Vk € [1,3], a3, = 0.
Par conséquent Vi € [1,3],Vk € [1,3], ar; = 0 et ainsi A est nulle. < A, A > donne A = 0q,(w)-

Les quatre points précédents montrent que :

’ < .,.> est un produit scalaire sur M3(R) ‘

=0

o O O
o O o
o O O
o O O
O = O

1
0 =tr
0

’ Ainsi (I,.J,J?) est une famille orthogonale de FE. ‘

(I,J, J?) est une famille orthogonale constituiée de vecteurs non nuls de E donc (I, J, J?) est un efamille
libre de E. Or par définition c’est une famille génératrice de E. Ainsi (I, .J,.J?) est une base orthogonale de E. Ceci

permet de dire que E est de dimension 3.

3) a. ||[I||? =< I,I >=tr(*I]) = tr(I?) = tr(I) = 3; ||I|| = V3.
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0 0 O 01 0 0 0 O
IJ)1? =< J,J >=tr(!JJ) = tr 1 0 0 0 0 1 =tr|{ 0 1 0] =2; ||JH:\/§
01 0 0 0 O 0 0 1
0 0 O 0 0 1 0 0 O
|72)|? =< J?, J? >=tr(*J?J?) = tr 0 0 O 0 0 O =tr|{0 0 O =1;]|J||=1.
1 0 0 0 0 O 0 0 1
1 1 1 1 1
Posons alors: Kgp= — I =—1 Ki=—J=—Jet Ky = J? = J?
1]l V3 /1] V2 2]

Ky, K1 et K5 sont trois éléments de E de norme 1.

De plus comme (I, .J, J? est une famille orthogonale de E il en est de méme de (Ko, K1, K»). Alors (Ko, K1, K2) est

une famille orthonormée de E.

(Ko, K1, K2) est une famille orthonormée, donc libre, de trois éléments de E qui est de dimension 3. (Ko, K1, K3) est

donc une base orthonormée de E.

’ (Ko, K1, K2) est donc une base orthonormée de E et pour tout i dans [0,2], K; est proportionnel a J*. ‘

1 1 1
b.<K,A>:trtKA:tr(tIA>:trA:a + age + ass).
0 ( 0 ) \/g 3 ( ) \/g( 11 22 33)
1 1 0 0 O aj; a2 ais 1 0 0 0
< Kl, A >= tI‘(tKlA) = tr ( tJA) = — tr 1 0 O ag1 a9 a3 = — tr ail a19 a13
V2 V2 010 asy asx ass V2 az a2 Gg3
1
< K1, A>= — (a2 + as3).
1 \/5( 12 23)
0 0 O a11 Q12 Aais 0 0 0
< Ko, A>= tr(tKgA) = tr (tJQA) =tr 0 0 O a21 Q22 Q23 = tr 0 0 0 = a3
100 as asy ass ail a2 a3

Si A = (a;;) est un élément de M3(R),

< Ko, A >= (a12 —+ ago + a33) < Ki,A>= (a12 + agg)) ’ < KQ,A >= a3

L
V2

1
V3

c. Soit A = (a;;) un élement de M3(R). Comme (Ko, K7, K2) est une base orthonormée de E, la projection

orthogonale p(A) de A sur E est < Ko, A > Ko+ < K1, A> K1+ < K3, A > Ko.
1

7 (a12+a93) K1+a13 Ko.

1
Ainsi P(A) =< Ky, A> Ko+ < K1,A> Ki+ < Ky,A> Ky = ﬁ (a11 +a22+a33) Ko+

1
(@11 + ag2 + azz) Ko + —= (@12 + a23) K1 + a13 Ko

V2

Si A = (ai;) est un élément de M3(R), P(A) = %

d. Soit A = (a;;) un élement de M3(R). Rappelons que (Ko, K1, K3) est une famille libre. Ainsi:

1 1

Ae Kerp = ﬁ (au +a22+a33) Ko—l—ﬁ (a12+a23) Ki+ai3 Ko = OM3(]R) <= a11+as2+tasz = ajat+asz = a3 = 0.
a33 = —a11 — a22

AecKerp <= a2 =—az3 =0
a13 = 0
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aip  —ag3 0
AEKerp(z)A: ao1 a9o a3 .
asy as39 —a11 — @22
1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
AeKerp<=a;; |0 0 O +a1 |1 0 O] +a3z3 |0 0 O)+ax3|0 O 1] 4+ax|0 1
0 0 -1 0 0 0 100 0 0 O 0 0
0 0 0
aso 0 0 O
0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 -1 0 0 0 O 0 0 0
Alors Ker p = Vect 0 0 O ,1 0 0o),{O O O}),{0 O 1],{0 1 O ,10 0 O
0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0
Kerp = E+ donc dim Ker p = dim M3(R) —dim E =9 — 3 = 6.
1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 -1 0 0 0 O 0 0 0
Or F = oo o}, 00,0 0 O0O}fJ,{0 0 1,10 1 0 }],10 0 O est une famille
0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 0 0 0 -1 01 0
génératrice de Ker p de cardinal 6 donc c’est une base de Ker p.
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 00 O 0 0 0
oo o}, 00,00 O0}),{fO O 1}|,{0 1 O |,{0 O O est
00 -1 0 0 0 1 00 0 0 O 0 0 -1 0 1 0
une base de Ker p.
PROBLEME

Partie 1

Dans toute cette partie, 7 est un élément de N.

1
Dans tout le probléeme nous noterons f la fonction définie sur | [ |0, 1] par Vz €| [ |0,1[, f(z) = m
1) Notons que f est une fonction de C*° comme restriction a [0, 1] d’une fonction rationnelle.
k)! 1

Montrons par récurrence que Yk € N, Vz € [0,1[, f®) (z) = (r —7: ) = x)r+1+k'
L’égalité est claire pour k = 0.
Supposons qu’elle soit vraie pour un élément k de N et montrons la pour k£ + 1.

Ry _ (T EK)! 1 _ (r+k) —r—1-k
Vo € [0,1], fP(@) = Ay = A1) :

(r+k)! in HEF) 1
Alors Vx € [0, 1], f(k+1)(x) = (—r=1-k)(-)(Q—a) 1= l 1- x)r+1+k+1'
Ceci achéve la récurrence.
(r+k)! 1

VkeN, Vz e [0,1], f®(z) =

r (1= g)r ik
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2)Sir=0:Yn €N, mEr) = =" par conséquent nr ~ L.
n 7l n ) n—+oo 1l
n+r n+r\ (m+r)(n+r—1)--(n+r—r+1) 1 { S
Supposons r > ( ) ( . )— - _HH(H_Fk)n—:\—;-ooﬁ Hn_ﬁ'
k=1 k=
Dans tous les cas:
n+r n77
n n—+oo 7!
3) Soit x un élément de [0, 1]. |z| < 1 donc, par croissance comparée : lirf (n"tta™) = 0.
vz € [0,1], liI_E (n"tt2™) = 0.
4) Soit = un élément de [0,1].
—1
Vte[0,a], z—t>0et1—t>0doncVte0,2], pu(t) = T_t > 0.
-t —zt+t  t(1—

vt € [0, x], x—gam(t):x—x e (1-2) > 0. Alors Vt € [0, 2], ¢.(t) < z.

1—-1 1—-1 1-—t

T —t
Vo e [0,1], Vt € [0,z], 0 < p,(t) = 1% <z
5) a. Soit z un élément de [0,1] et » un élément de N.
f est de classe C"*! sur [0, z]. La formule de Taylor appliquée & f sur [0, 2] & 'odre n donne :
" (z—0)F T =)™
f(z) = Z %f(k)(o) _|_/ (7') FOHD () dt.
. 0 n.
k=0
. "L gk (r k) T=t)" (r+n+1)! 1
Ainsi: f(z) = Z TR +/0 n! d (1 —t)rtitntl dt.
k=0
Onaencore'f(x)*zn: bt 2+ (r+n+1) nr /I rt)" L dt
' =\ k n o \1—t) (1—t)yrt2""
(k) n+r Tl —t\" 1
Y N, V 0,1 = 1 dt.
nemvee bl s =30 (V) e ernsn (") [(15) ape

b. Soit z un élément de [0,1] et » un élément de N.

f(x)fzn: (kzr) = (rtn+1) ("ZT> /Om(%(t))” ﬁdt.

k=0
1
Or vVt €[0,z], 0 < ¢,(t) <z. Ainsi on a:Vt € [0,z], 0 < (p.(t))" < 2™ et 0 < T
Par conséquent : V¢ € [0,z], 0 < (¢, (t))" ! <z" !
q . ) b ~ (pI (1_t)7‘+2 ~ (1_t)/r+2
Comme 0 < z, il vient en intégrant : 0 < /r( N ¥dt <" /f 4t
= S Y D
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En multipliant par (r + n+ 1) (n + r) on obtient :
n

0<(r+n+1) <n;r> /Ox(s%(t))n ﬁdté(r+n+l) (nzr>x" /()gc(l_CItt)7+2

Ainsi:0 < f(@)— 3 <kzr)xk<(r+n+1) ("ZT%" /m(lc1;+2
0

k=0

Vn € N, Vz € [0, 1], ng(x)—i (k}:r>xkg(r+n+1> <n—|—r>xn /T(dt
n 0

. 12 n+r n nr n 1 r+1 _.n 9 s
c. Soit z un élément de [0,1[. (n+7r+1) 2" o~ nx —z"=—n"""2z" (daprés Q2).
n n—+oco 7l 7l

1
Alors Q3 autorise & dire que lim (' nrt x”) =0 donc que lim ((n +7r+1) (n + r) x") =
n

n—-4oco \ 1! n—-4oo

L’encadrement de b) donne alors lim <f(x) — Z <k ;: T) xk> =0ou lirf Z (k —]: T) 2 = f(x). Ainsi:

n—-+4oo
k=0 k=0

14 . o k+r
pour tout élément x de [0, 1], la série de terme général ( i ) z" converge et :

> (1) -

k=0

Partie 2

1) a. On effectue une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes et X; compte le nombre d’épreuves qu’il faut

réaliser pour obtenir un premier succes. La probabilité de réalisation d’un succes étant p:

’ X, suit une loi géométrique de parametre p.

1
b. Le cours indique que: E(X))=-etV(Xy) = %
p p

2) Dans cette question n est un élément de N*.

a. ’ X, (92) = {0} U [n, +oo[. ‘

b. Soit k£ un élément de N. Notons T}, x_1 la variable aléatoire qui compte le nombre de succes au cours des n+k — 1

premies épreuves. T, 41 suit une loi binémiale de parametres n+ k — 1 et p.
n+k—1 _
> P (1—p)".

Ainsi P(T4p—1=n—1) = < 1
n—

Pour tout entier naturel k, la probabilité que I’on obtienne n — 1 succes au cours des n + k — 1 premieres épreuves

n+k—1 -1 &
: (1 —p)~.
est ( n 1 )p (1—p)

c. Soit k£ un élément de N. Notons S+ I’événement la (n + k)éme épreuve donne un succes.
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P(Xn =n-+ k’) = P({Tnjqc,l =n— 1} n Sn+;€) = P(Tn+k,1 =n— 1) P{Tn+k71:n71}(sn+k).

n+k—1\ ,_ n+k—-1\ ,
P(Xn:n+k’)=( n 1 )p 1(l—p)’“p:< S )p (1-p)*

-1
VkeN, P(X,=n+k) = <n+k )p"(l—p)k

n—1

d. En appliquant le résultat de I Q5 cpourr=n—letz=1—p (n—1€Net 1 —p €]0,1]) on obtient:

+oo
(1-p)" = n—1+1"
;< k (1--p)" "
X (k+n-1 1 X (k+n-1
. 5z . . k o , . n k _ . .
Ce qui s’écrit encore.z ( n—1 ) (1-p)¥= ]; Par conséquent : Z ( n—1 )p (1 —p)¥ =1. Ainsi
k=0 k=0
“+oo
S P(Xp=n+k)=1
k=0
+oo +o0
Rappelons que X,,(Q2) = {0} U[n, +oo[. Alors P(X,, =0) = —Z P(X, =1) = —Z PX,=n+k)=1-1=0.
i=n k=0
| P(X, =0)=0.]

3) a. Soit n un élément de N* et soit k& un élément de N.

(n+ k) (n+k1> (it k) (ntk—1!  (n+k) :n(n+k)! :n<n+k)'

n—1 (n—1)K! (n—1)K! n! k! n
-1
Vn € N*, Vk € N, (n+k)(n+k >=n(”+k).
n—1 n

b. Soit n un élément de N*.

“+o00 +oo +o00
n+l+k—1 n+k
1:ZP(X"+1:“+1+k):Z( >pn+1(l_p)kzz< )pn+1(1_p)k.

k=0 =0 n+1-1 P n

Xn+k/mtk—1 pJrc>o n+k—1
1= n+1 _ ok — 2 n o k.

S R a2 e (" )

k=0 k=0

p+oo “+o0 n +oo n
1== (n+k)P(X,=n+k). Alors (n+k)P(X, =n+k)=— ou encore: () P(X, =1i)=—-

La série de terme général i P(X,, = i) est convergente et mme absolument convergente car elle & termes positifs. Donc

E(X,) existe et vaut .
p

n
Pour tout élément de N*, X, possede une esprance qui vaut —-
p

4) a. Soit n un élément de [2, +oo[ et k un élément de N.

n—1 (n+k-1\ n-1 n+k-1)! O+k-2) (n+k-2
n+k—1 N '

n—1 ) n+k—-1 (n—DIk!  (n—2)k! n—2
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n+k—1 n—1 n—2

Vn € [2, +oof, Vk €N, n_l<n+k_l> = (n+k_2).

b. Soit n un élément de [2, +o0].

D’apres le théoréme de transfert, X 1 possede une éspérance si et seulement si la série de terme général

n

-1 -1
o 1 P(X,, = 1) est absolument convergente ou si et seulement si la série de terme général % P(X,=n+k)

— n —
est absolument convergente.

-1 —
Vk € N, - P(X, =n+k) > 0. Donc possede une éspérance si et seulement si la série de terme
n -+ k—1 Xn -1
-1
général # P(X,, =n+ k) est convergente.
n—1 n—1 n+k—-1 & n+k—2 &
VkeN, —— P(X,, = k)= ——— "(1—-p)¥ = (1 -
< "n+k-1 ( n+k) n+k1( n—1 >p( P) ( n—2 )p( P)
n—1 n+k—2 _1 &
VkeN, — P(X,, = k) = (1 - =pP(X,_1=n—-1+k).
€N, 7 B n+)p<n_2>p(p)p( 1=n—1+k)
+oo
La série de terme général P(X,,_1 =n—1+k) converge et Z P(X,—1 =n—1+k) =1 donc la série de terme gééral
k=0

n—1 X -1

m P(Xn =n-+ k) Converge et ; m P(Xn =n -+ ]{J) =p. Finalement:
n—1 . . .
~ 1 possede une espérance qui vaut p

5) a. Soit n un élément de N*. Vk € [n, +oo[, 0 <

La convergence de la série de terme général P(X,, = k) et les régles de comparaison des séries & termes positifs
n
montrent que la série de terme général % P(X,, = k) converge. Cette série étant a termes positifs elle est absolument

convergente. le théoréeme de transfert permet alors dire que:

b possede une espérance, et ceci pour tout élément n de N*.
n

-1 -1 k —
b. Soit k un élément de [n + 1, +oo[. % > Z_ T car % - Z_ 1= Rk _nl) >0, et P(X, =k)>0.
n n—1 X n =X n-1
Alors — P(X, = k) > P(X,, = k) donc Z —P(X,=k)> P(X,, = k) (ces deux séries conver-
k k-1 k=n+1 k k=n+1 k—1

gent).

n n n—1 n—1 ) n n—1 -
DoncE(Xn>—nP(Xn:n) >E<Xn_1>—n_1P(Xn:n). ParconsquentE(Xn> >E<Xn_1>. Ainsi:

n
Jol e
(5) > v

6) Soit n un élément de [2,+oo]. E(Y;, existe et vaut p et E(Z,) existe et est strictement supérieure & p. Par

consquent :
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pour tout élément n de [2, +oo[, ¥, est un estimateur sans biais de p alors que Z,, n’est pas un estimateur

sans biais de p.




