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La présentution, In Hsibilité, Vorthogrophe, la quolité de lg rédaction, la clarté et la précision des
roisonnements entreront pour une part importante dans Fappréciotion des copies.

Les candidats sont invitds @ encadrer dans la mesure du possible fes résultats de letrs culeudy.

{ls ne doivent faire usgge d'aucun document Lutilisetion de towie calenlotrice ot de iopt matériel
elecivonigue est interdite. Seule Vutilisation d'une régle graduée est qutorisée,

Si gu cours de Pépreuve, un candidal repére ce gui lui semble étre une erreur d'énoncé, i la signolera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliguant les roisons des indtigtives qu'il sero omend & prewdre.

Exercice 1
Soit 7 lafonctionde xR dans B deéfinie par:

Y{x, ) eRxR, f{x,3)=x+y ~3zy

Porite 1

1) Jusiifier que fest une fonction de classe C? sur R2.

2} a} Calculer les dérivées partielies d’ordre 1 de .
b) Déterminer les points critiques de £ .

3) ay Calculer les dérivées parntieiles d’ordre 2 de .
b) Veéritier que f ne présente un extremum local gu’en un seul de ses poims critigues et préciser
sa nature ef sa valeut,

4} Cet extremum est-H global ?

Puyrtie 2
On note g la foaction de X dans & définie par .
vxeR, glx)= f{x1)
3} Montrer que, pour tout entter natwrel n supéricur ou Ggal 4 4, équation g{x} =, dinconnue x,
posséde une unigue solution que Pon notera u, .
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6) On note h la restriction de g a {1,+] .

8) Diresser le tableau de variations de & .

by Calculer fim u,.

Ll ]

¢) En déduive, en revenant & 1a définition de u,, le réel o pour lequel ona: u, T 71"
Exercice 2
Toutes les variables aléatoires renconfrées dans cet exercice sont SUpposees définies sur un espace
probabilisé (€, 4, P) que 'on ne cherchera pas a déterminer.

. . expl———1isix>0
1) a) Vérifier que la fonction £ qui & tout réel x assogie f{x}= {x p( _'xz} peut &re
0 six<@

considérde comme une densité d vne certaine variable aléatoire ¥
b} On note ¥ la fonction de répartition de Y. Déterm iner F{x) seloaque x>0 ou x<0.
(2

2) &) Vérifier que la fonction g qui & tout réel x associs g(x):‘;?
4 six<l

stxzi . o
peut 8tre considérée

comme une densité ¢ une certaine variable aléatoire X.

©) On note G ia fonction de répastition de X, Déterminer G(x) selon gue x=1 ou x<1.

%) On copsiddre me sute (X)), de variables aléatoires mutucilement indépendames, et suivant

toutes la méme loi gue A\
Pour tout entier nature! » non nul, on pose M, =max{X fes X} ot on admet que M, esi ume

variable aléatoire & densité, définie elle aussi sur 'espace probabilisé (2, 4, P).
@) Onnote G, la fonction de répartition de A, . Exprimer G, {x} & ¥aide de la fonction G puis en
déduire explicitement G, {x} en fonction de x.

b) Onpese ¥, = %_i . Justifier que la fonction de répartition F, de I, est dommée par .
#
[(i .___l...._.)ﬁ Si X "w_?:._
nx? T

& St X < e
-F2

VieR, F,(x) =

4) Déterminer, pour tout réel x négatif ou nul, ia fimite de 7, (x) lorsque n tend vers +w.

5} a) Seit x un réel strictement positif. Vérifier que, dés que » est supérieur strictement 4 la paitie

gntidre de l—,;:ma: Fn(x}-—-{'i - } .
x* . nx?

by Domner un équivalent de fu{l +u) lorsque u esian voisinage de B, puis en déduire, pour toal
réel x strictement positif, la fimite de F, (x} lorsque 1 tend vers +%.

6) Conchrs que la suite (¥,), .. converge en loi vers une variable aléatoire dout Ia loi est celle de Y.
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Exercice 3
On considére un nombre réel @ ¢lément de 101 ot endomorphisme f; de ®? dont la matrice dans la

[ 6 0)
base caponique de Rl est M, =[1-a a 0.
L & -

1} 2} Donmer les valews propres de M.
b) Déterminer les sous-espaces propres associés 4 ccs valeurs propres,
¢) En déduire que A/, v'est pas diagonalisable.

16 0
2y Onpose I={0 1 0 | et on note £ l'espace vectoriel engendré par [, M, et M7 .
0 01 J
ay Quelle cstla dimension de £ 7
(6 0 0) 0 0\l
by Onpose J=| 1 -1 GEethrl 0 0.
|\\O -1 1o 1 GJ

Caleuler J K2 puis en déduire (3, — NY{M, —af)’
¢y En déduire que M appartienta E.

3} a) Moatrer que, pour tout entier naturel », it existe un unigue triplet de réels {u,, v,, w, }, tel que :
Vae N, MM =u, M +v, M, +w,

On donnera Jes valeurs de «y, vy ¢ wy ¢t on Sorira Tes relations Hant 1,.,, Vi, Waw & #,, ¥, €8 W, .

b) Enuttiisant les celations précédentes, expliquer pourquoi e seript Scilab qui sult se permet
pas de caleuler et d'afficher fes valeurs de #,, v, et w, lorsque » et u sont entrés par Putilisateur. On
poulta examiner attentivement fa boucie « for ».

n=inpat{entrez une valeur pour n %}
a=input{'entrez une valeur pour a :'}
u=0

v=0

W=l

for k=1:n

n=(2%a+1Y*u+e

w=—a*{a+2) *untw

w=a*a*u

ernd

disp {w, v, 1)

¢} duodifier {a boucle de ce script en conséquence.
4y Montrer que: Vue N, u, o ={2a+ D,y —a{a + 2w, +an, .

On admet que on peut en déduire u,, pour towt entier naturel », sous la forme

_(n—Ba" —natt 11
{a—17

i
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5} On dit qu'une suite de mmtrices {4, ), tend versia matrice 4 lorsque i tend vers two si chaque
coefficient de 4, tend vers le coefficient situé & la méme place dans 4.
il en résulte (et on admet ce résultat) que Hm M :( lim u, )M h +( Hm v, )_M u +( lim w, )l 2
o] 3yt Rt Liior
a) Déterminer lim u,,puis lim v, et 1im w,.
Fre el H—r—a FE e

by En déduire la limite Z,, lorsque n tond wvers oo, de la sulte {M o )ﬂEN .

¢) Vérflerque L2 =1,.

&) On note v, fendomorphisme de R* dont fa matrice dans la base canonique de R est L,.

wontrer que :
a) YxeKer{f, — iy, g (x}=x

by Vxelm(f, — Y}, 9, {x}=0.

Froblégme
On dispose de deux piéres identiques donnant pile avec Ja probabilité p, élément de ]_G,E[f ot face

Partie I : un jeu natf

Deux jousurs 4 et B s'affrontent lors de lancers de ces pi¢ces de la fagon suivante, les lancers de
chaque piece étant supposés indépendants |

Pour la premiére manche, 4 et B lancent chacun leur piece simuitanément jusqu’a ce qu’ils abtiennent
pile, e gagnant du jeu ftant celui qui a obtenu pile ie premier. En cas d’égalité et en cas Fépalité
seulement, les joueurs pariicipent & une deuxidme manche dans les mémes conditions et avec ia méme
régle, ef ainsi de suite jusqu’a la victoire de P'un d’entre eux.

Pour tout £ de N*. on note X, (resp. ¥, ) la variable aléatoire cgale au rang d’obiention du 1™ pile par
4 (resp. par By lors de la k-igme manche.,

On note, toujours pour kdans N, E, Vévénement : « ty a égalité a la fin de la k-itme manche ».

On note £ Pévénement : « il y a perpétueliement €galits ».

On note & (resp. H) Pévénement : « 4 (resp. B) gagne & ¢ jeu », et pour tout entier naturel # non nul,
onnote G, (resp. H,} Vévénement : « 4 {resp. f) gagne le icu & la #-iéme manche ».

1) Etude de Ia premiére manche.

a) Donger la loi commune & X et F. B déduire qu’il est quasi-impossible que fa premigre
manche dare sternellement. On admet alors qu’il en est de méme pour chague manche jouce.

b) Lerire Vévénement £, & Paide des variables Xy et Xi.

+a
¢} Montrer que P(E )= z P{X,; =i)P(Y, =i} et en déduire ¥’ expression explicite de P{E}} en
r=i
fonciion de pet g.
dy Justifier sans aucun calcul que les évenements Gy et H, sont équiprobables. En déduire la

probabilitc de G en fonotionde pet g,

2} Caicul de la probabilité de V'événement G

r

2} Ecrire, pour tuf entier naturel 7 supétieur ov égul 42, Pévénement G, & "aide des évdnements
E, etde Pévénement (X, <1}
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b) Pour tout entier k supériewr ou égal a 2, calculer P By {F.) puis en déduire :

ar-t
Yrz2, P(G,)= (1—51;_) Tf_q'

¢) Vérifier que le résultat précédent reste valable pour n=1.
. . i - .3
d) Exprimer G en {onction des. (7, puis conclure, aprés calenl, que : P(G)= 3

€} Expliquer comment obtenir la probabilité de Févénement ¥ : « B gagne & ¢6 jeu » et en déduire
que ce jeu a presque slirement une fin, ¢’est--dire que P{£)=0.

Pgrtie 2 : un autre jexu
En paralléle du jeu précédent, 4 parie sur le fait que la manche gagnée par le vainqueur le sera par un
lancer d'écart et B parie le contraire.
3) a) A Paide du systéme complet ¢’ événements (X} =1} . montrer que P(¥; =X, +1)= 1—‘?—
Vg
b} En déduire la probabilité « que 1'un des deux joueurs gagne & Ia premiére manche par un lancer

’écart,
4) a) Utiliser les ¢vénements E; pour écrire Pévénement K, « I'un des deux jouewrs gagne 2 ia

n-i¢me manche par un lancer & écart », ceci pour tout 1 de N*.
b) En déduire, pour tout entier naturei # non nul, la valeur de P (K,}.

5} Donner finalement Ia probabilité de I"événement X : « 4 gagne ce pari ».

Pertie 3 : informatique
On rappelie que fa commande grand (1,1, ‘geom’ ,p) permet & Scilab de simuler une variabie
aleatoire suivant la loi géométrique de paramétre p.

6} Compléter le seript Scilab suivant pour quil simude expérience décrite dans Ia partie | et
affiche Ie nom du vainqueur du premier jeu ainsi que le numéro de la manche a laguelle i & gagné.

p=input {‘entrez une valeur pour <]
c=1
X=grand(l, 1, ‘geom’ , D}
Y=grand(l, 1, ‘geom’, p)
while X==Y
W e ——
VW — i o

end

if E<Y then ~————-
elge ==————

end

displc)

73 Compléter la commande suivante afin qu'une fois gjoutée au script préoédent efle permette de
simuter le deuxiéme jeu et d’en donner le nom du vainqueur ?

— —

:

[if ———~—— then disp{‘A gagne le deuxiéme Jeu’) else ———emee end
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