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La présentation, la lisibilité, Uonthographe, la qualité de la rédaction, la clorté et {a précsion des raisonnements
entreromt pour une part importante dans Uappréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mestire du possible les résultats de leurs calculs,

Iis ne doivertt faire usage d'aucun document. Uufilisgtion de foute calcwlatrice ef de tout matériel électronigue est
interdite. Seule U'utilisation d une régle graduée est autorisée.

St au cours de {'épretve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivia sa composition en expliguant tes raisons des inttatives qu'il sera amené d prendre.

LUne question que se pose un jouenr de earfes est de savoir contbion de (nis i cst néecssaire de battre
los cartes pour que le pagael s0il convetblement wélangd, Co probléme décrit un procédé trés &émentatre
ponr mélanger fes cartes of propose de répondre alors & cette question.

Comsidérans un jeu de N cartes lumdérotées de € & Cy ot disposées en un paquet sur une table. Un
joueur hal les carles ol repose e paguet sy la table, Le vésultat du mélange est une permmutation de ces N
cartes.

Notations et Bappel : on note Sy Pensemble des permutations possibles pour ce pagquet de NV oartes et
on rappelic que card(8:) = !

On e place dans un cspace probabilisé {,.4,P) avee 2 — Sy, A = P(Sy} Vensemble des purties de
Sy vt P 'équiprobabilité sur 0. Pour toute variable aléatoire X on notera F(X) ef V(X)) Pospérance el Ia
variance de X lorsqu'elles existeul.

On considére quun paguet est convenablement mélangd lorsque Lontoes les perimdations sonl équiprobables,
c’ost-d-dire lorsque pour tonle permutalion ¢ de Sy la probabilité que le tas de cartes se trouve dans la
coufiguration ¢ vaut /N

o



Vocabulaire et notations:

Une earte sitnde au sommel de la ptle est dite en position n® 7, celle qui se trouve immédiatement en Jdessons
est dile en pesitton »°2, cte. Ainsi une carte située en position n°N désigne la carle situde cu bas de la pile,
On prendra garde A bien distingner la position dhune carle dans le pacguct du numére quielle porte.

Puartous d'un tas de cartes ranpgées initialernent dans Fordre swivant :
pour tout ¢ élément de [1,N]. Ia carte Cj se trouve en position 4,

Ainsi, 4 nstant initdal, la carte ) se trowve sur le dessnas du paguel alors que Cn se trouve done tout en
; : 1 Pay

dessous du paguet.

Pour & élément de [LN], on appelle insertion @ fu E-idme ploce Popdration qui consiste a prendre la
carte située an-dessns dn paguel ol i Uiusérer cotre la k-idme ot la (& + 1)-igme place. [ne insertion i la
preiniére place ne change pas ovdre des cartes. Une insertion A la ¥-ikme place consiste & faire glisser la
carle située au-dessus du paquet pour bmnettre sons le paguet.

Le battage por insertions du jeu de cartes consiste A effecluer nne suite d'insertions aléatoires, en choi-
sigganl, & chaque instant, au hasard uniformément daus {1,-- &} la place & laguelle IMinsertion 4 lien,
indépendamment des inserlions précédentos.

Tes instants siecessils d'insertions sevont notées .2, .. ,m. ..., UVluslant initial est no= (1

Notations. Nous notons:

e {7 lo promier instant ol la earte sibuée sur le dessus du paguet est glissée cn dernitre position. ¢'ests
A-dire le premier instant o la carle Cy se irouve remontée de la position N 4 la position N — 1,

o 15 lc premicr instant ol la carte Oy se lrouve remontée cn position /¥ - 2,

s e plus géndéralement, pour 1 dans (1N — 1], 7} le premier instant ol la varte Ca attoint la position
N

o On poscra également Ay =T et Ve 2,8 1

A=
e lolin, onnotera f' =Ty + L

On adniel gue les conditions de Pexpérience peninettent de [aire Phypothése que les variables aléatoires
(& }ie[La 1] sout indépendanies.

Description d*un cxemple. Dans le tablean cimdessous, nous déerivons les résultats d'une expérience [alle
sur un paguet de N = 4 cartes, La premifre ligne du tableau indique les instanis n, Ta denxieme ligne indigue

les positions d'insertions, el dans la derniére ligne figure la conftguration dn paguet 4 Uinstant n.

ingtant n | 0 1 2 3 4 b t 7

insertion en place k 3 2 4 1 3 42

_E-iiiiligurél.tion podition 1 & ;73“(‘_3“_03 Oy O Oy s
du position 2 | Cs &y 4 O Oy Oy O
paguel position 3 | Gy O Oy Oy Ch Oy O Oy
position 4 | Cy O Oy Oy Oy Oy (4 )

Pour cette expérience, on a los résultabs 43 (w) = 3, 13(w) = 3 ef Ty(w) = 6 ol T{w) =

Partic 1 - Description et promiers résultats
1) Justifier que v < [2,08 - 1] Ty = Ay —As 4+ 4+ A
(Juc représente intervalle de lemps 87
2) Loi de A .
Détorminer pour toul cutier n ¢ N P(A > n) et reconnaitre a loi de A
3) Boit 4 € [2,N — 1|i. Lot de Ay,

. £ N . y U R i . o . ; . .
a) Frablir que pour lout entier 7 € N, on a P(A; > »n} = (%417, Bo déduire que A, suit une o
) Jue | , i
usuclle que Fon préciser.



. N N g
(b) bn déduire F(A,) = = et V(A = Ny :
* +

4) Lol de 45 Boit n = 2,

n—1
() Démontrer gque P(1; = n) Z P{Az=n— kP& =k).
ko1
TN/ 1NNE 1 1—1/N
(b) Justifier que z | "—\ = \ [ 1
‘ A1 2N N \T=2/N

(¢) En déduire que V'on a: P(T = n) == [(1 - %)n -{l- i)” 1].

3) A linstant 75, la carte Oy est située en position N - 2 et deux cartes se irouvent sous clle gui ont été
insérées anx iustauls 77 ot T5.
(e valem alors les probabilités, qu'd Finstam Ty
(a) la carte insérée A 'iustaut 77 soit en place N — 1 et celle insérdée & Uinstant 15 en place X7
(b) la carve msdérdée & Uinstant 13 soit en place & — 1 el celle insérée & UVinstant 7 en place N7
6) A linstant Ty, la carte Oy est sitnée eu position N - 3 of trois carfes, mwérées anx inslanls 1Y, Ty ot
Ty, se tronveul sous elle. On note alors, pour £ € {123}, 4; 1a position do la carte ayvant été insérée A
Tinstant 1.
{a) Combien v a-1-11 de résuliats possibles pour lo triplet (o) ,0z.05)7
(b} Quclques exemples. Douner los probabilités qi’a Vinstant Fy:

1) ou oblicone (a).e2,03) = (V —2,N — LN}?
il} on obticnne (a),az,03) = (N — 2,N¥,N§ -- 1}7
7) Justifter la phrase snivante:
» A partir de Uinsrant 1', touses les configneations du jen de cartes sont équiprobables.”
Orn retiendra que si on arréle le bollage dés cartes par tnsertion esaclemend & Uinstant 17 on o un
paquet convenablemen mdlangé. Cependant le temps T élonl aléutvire, il n’est pas possible d'arréler
de battre les cartes & cet fnstant précis, & moins de merguer lo carte Cx bien siir!

Partie 2 - Fstimation du nombre d’insertions pour bien mélanger les cartes

Notations : on indroduit les suites {Holns1 #b (i )new délinies par:

T
1
W=l H, = Z T ot Uy = M — Tufn)
h= 1
8) Espérance ol variance de T
N
. - . y [ =1 -
Justifier que £ = NHy et que V(T) = N7 L =) NHa.

Pt

9) Etude de la suite {8y,

, , 1 e 1
(a) Montror gque pour tout entier & > 1, on a P = / Y < T
7 S ' -

{b) Fn déduire suceessivement
1) la décrotssance de la suile (i),
it) Pencadrement: ¥n ¢ 87, In(n+1) < A, <Inin} - 1
(¢) Déduire e ce qui précede que la suite () ost convergente el que sa limite, notée v appartient
a 10,1).

107 (a) Etablir que #(7)  ~ NIu(®} ot E(T) = NIn(N) + Nv+ ofN).
) N _ 4} )




Vil o ,
(b)Y Quelle est la nalure de la suite (-——)) T for prendre goarde au foil que V(1) dépend de
M

N
Justificr qu'il existe une constante o, stticlement positive, telle que

VLY o~ alN? et V(T) < aN®

MN—i

11} Leart 4 la moyenne
On rappelle UVinégalité de Bienaymé- Chebychey valable pour une variable aléuioire X admeliant une
capérance el une wrrianoe:
VIiX)

Ve >0 PX - BX) > ¢) < S5

Soit N Axé el une coustalte ¢ strictement plus grande que 1.
(a) Justificr que Ww € ©, [T{w) — NIn(N)] < |T(w) - £(1)]+ N,
Coraparer par une inchision les événements suivants

T ET) > Ne—1 ;.)

(|"..’" — NIn(Nj| = r:N) al (

(b} Démontrer gque

ik
([ - NN} > :N) L
| nNY > o = Te- 1)2
of v a été délinie A la guestion 106,
Le nombre & étant fixg, que vank lirln P (|T ~NInN| = c_?\-*) ?
o o

12} Démontrer aussi que pour tout ¢ > ()

Hm P( T — NN} > eN 1n(.-\-f}) =0
On peut traduire ces résultots en disond gque Vdvénement . 71 'écarte de N In(N) do monidre signifi-
cative” est un duénernent gsyrrplotiqguement rave.
Pour information, pour un peguet de 32 carfes, on donne 32In(32) = 110 ef pour un paguet de 52
cartes, 52In(52) ~ 203,

13} Simulation informatique. Dans cette question on congidére un jen de N = 32 carves.

MonRRLISATION : On délinit en PASCAT le TYPE Paquet=ARRAY[1..32] OF INTEGER; Le paqnet de

——

32 cartes esh représenté par une variable Jeu de TYPE Paquet rempli initialemoent d'ontiers entre 1 et
32: done, initialement, Jeufi] coutient i, c'osl & dire que la carte (% est en posiliow . Au cowrs des
inscrtions, Jeul[1] désigne le nnméro de la carte en position rmmeéra 4. Par exemple, Jen [1]1=10 signifie
que la carte (g est on position 1.

On indigue & la Ln de celic question un extrait de programme & compléter en suivant Jes questions

silvantes:

(a) Lerire la procédure Init permeltant de délndy une variable Jeu correspondant 4 la configuration
initiale du paguel Jde cartes.

(1) Compléter la proctdure Imsertion qui simule une opéralion d'inscriion. On rappelle que la
fonction RANDOM(S2) permet de tirer un nombre entier an hasard dans Uintervalle [0,31].

¢y Que fait Ja fonction T?

{d) J2erire le programnie principal permettant de ealeuler el d’allicher la moyenne des valeurs prises
par o fonciion T sur 100 expériences el compléter la ligne de déclaration de variables.

-,
P
Ty



Exirait du programme.

PROGRAM ESSEC2011;
TYPE Paquet=ARRAY[1..32] OF INTEGER;
VAR Jeu :Paquet;

............... (& compléter)

PROCEDURE Insertion(¥AR Jen :Paquet);
VAR i,k,cartedessus : INTEGER;
BEGIN
kKi= ....... (posttion of on va insérer la carte du dossus)
cartedessus :=Jeu[t];
IF k>»1 THEN FOR i:=1 TO k-1 B Jeuli]:= ....
Jeulk] := .. ..
D

FUNCTION T{Jeu :Paquet) : INTEGER;
VAR n :INTEGER;
BEGIN
Init{Jeu};
n:=0;
WHILE Jeu[1]«>32 DO
BEGIN
Insertion{Jeun);
n:=n+l
END;
T:=n
EHD;

BEGIN { programme principal }
END,
Partie 3 - Distance variationnelle a la loi uniforme

Notations:
» On note & équiprobabilité sur Sy, ¢est-A-dire application de P(Sy) dans [0,1] telle que:

¢ard(A) ey ol
7 e particuiicr, ¥o ¢ Sy = {{c}) = i

YA C Sy m(A) =

e On note également gy, 1o probabilité sur &y définic comme suit:
pour chague conliguration o de Sy, ue{{o}} désigne ba probalalité qu's Vinstant » le tas de cartes se
trouve dans Ja configuration .
Ou 4 alors pour pour toute partie A de Sy, p(A) = Z: it (1))

FEA .
On peut mesurer la gualité du mdélange 3 un instant donné # en estimant Uécart enive fo of 7. Une
distanee d catre cos probabilités est définle de la maniére suivante;

d jtn. 1) = rrm}c{ b (AY —w(AY, Ao S;\.-}

5
if
£



14) Sojent A nne parile de Sy, no€ N7 el B, Uévéncment: "4 Plostant n lo paguet de cartes sc trouve
dang une configuration qui apparticnt 4 la partie 4.7

(a) Expliquer, en utilisant la question 7, I'égalite suivante: Prroyy (L) = w(A)
En déduire P{E, N (T < n)} = «{AYP(T < nJ.

(b) Etablir que P(E, V(T > n)) < P(T > »).

{c) Montrer que

pen AV < wlA) | P(E > n)
13} Soit A une partie de Sy et n € N*. Ou note A Pévénemernt contrairs de A

(a) Exprimer p,(A) - x{A) cn fonction de p, (A} ot #{A}.

(b)Y Téduire des questions précédentes 1a najoralion:
i (A — (AN < PIT = n)

16} Montrer que ¥a € MY, 0 < d{py, 7} < (T > n), Déterntner la limile  lim d(pe,,7).
iy

oy
Partic 4- Une majoration de P(T = n

Dans cetle parlle, nous nous inldéressons provigoirement a un collectionnenr de timbres. Celui-¢i regoit
chague jour une lettre affranchie avec un timbre choist au hasard uniformément parmi les N flmbres en
viguaur. Ou étudie icl le nombre de jours que doit altendre le collectionneur pour posséder la collection
complite des N Limbres. Le jour 0 il n'a avcun timbre,
On nole alors:
+ pour tout entler & € [1,N], S le nombre aléatoire de jours que doit attendre 1o collectionneur
pour que le norubre de tunbres dilldrents qu'll posstde passe de & - 1 A &,
s S =58+5 —- -+ 8y, soit la variable aléaloire correspondaint au nembre de jours & attendre
pour posséder la collection complote des Y timbres,
¢ en snpposant les N limbres en vigueur numdérolés de 1A N, pour tout 7 £ [1,M5], 5’;” T'événement
"le jour m, le collectionmeur n'a toujours pas reqn de lettre affranchie avee lo timbre namdéro §.7
On admet qne les variables aléatoires {Sy)gep v sont indépendantes.
17) Déterminer Ta loi de 5.
1#) Déterminer pour tout entier & € [2.N] la Ioi de ba variable S,
19) En déduire que La variable 5 suit la méme loi de probabilité que la variable T éindice dans les parties
précédentes,
Ce rdsultat sera utilisé pour estimer ln guandité P(T > w).
2N Soil moo N*,

(a) Exprimer Uévénemnem (5 > m) a Paide des événements B, BFE, ... B
(b) Que vaut P{BT) pour toul entler j € |1, N7
{c) On rappelle qm-' pour LouL cnticr i > 2 ot pour toute famitle d'événements A, ... A4, ou &
. e 1y™
Vinégalité: I( L_f Ay < Z;P[flf) En déduire P(S = m) < N (.L - f\:_) .
1 =

21} (8} Moutrer que In(1 4 2} < z pour tout & ¢] - 1. + ocf.
(b Deduire des résultals précédets La majoralion

Yoo N, P >om) < NeTw

22) On reprend les notations introcluites daus la parlic précédente.
(a} Boil ¢ > 0 fixé. Montrer gue pour # entier supérienr on égal & N1nN -} eN on a: dpg,n ) < e,
(b} Application nuwmérigue. On estime quiune distance en varlalion 4 lx lol aniforme de 0.2 est ac-
ceptable.
Avee un jeu de 32 cartes, combien de battoges par dnserlions doil-on falre pour considérer le
paguet mélangé de [agon acceptable? '
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