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ECRICOME 2004

EXERCICE 1

S est une matrice de M,,(R) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes donc S est diagonalisable. Alors:

’ il existe une matrice inversible P de M,,(R) telle que P~1SP soit une matrice diagonale D.

a) e Soient V' et W deux éléments de F et « un réel.
FlaV+W) = ((aV F WO, (@V + W)(AL),..., (aV + W)(A,'g)).
F@V +W) = (aVO§) + WOE), a V) + W), ..., V() + WAL)).

flaV+W)=a (V()\’f), 0 V(Aﬁ)) + (W()\’f), WOk, ..., W(A;g)).

flaV+W)=af(V)+ f(W). f est une application linéaire de E dans R"™.

e Soit 7' un élément de Ker f. f(T) = Og» donc Vi € [1,n], T(\F) =0.

Rappelons alors que # — z* est strictement croissante sur R car k est . Cette application est donc injective.
Les réels A1, Ao, ..., A\, étant deux a deux distincts il en est alors de méme pour les réels /\’f7 /\’2“7 s )\ﬁ.
T est donc un polynéme de degré au plus n — 1 qui a au moins n racines distinctes. Ainsi T est le polynéme nul.

Par conséquent Ker f = {Og} et f est injective.

f est alors une application linéaire injective de E dans R" et dimE = (n — 1) + 1 =n = dimR” < +oo donc:

’ f est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E sur R™. ‘

b) Soit T' un élément de E.

Vi€ [L,n], TOAF) =X <= f(T) = (M1, A\2, .., M) &= T = f71(A1, X, ..., \y). Par conséquent :

il existe un unique élément U de E tel que Vi € [1,n], UNF) = Xi; U= f~ (A, Aoy -, An)-

Montrons que R(D) = 04, (r), c’est a dire que U(D¥) = D.

Jouons la “difficulté” en reprenant la logique de la premieére question et en supposant que P est une matrice inversible
de M,,(R) telle que la matrice P~1SP soit une matrice diagonale D (et pas plus...).

a; 0 - 0
. 1, n 0 [6%) ' :
1l existe alors un élément (v, as,...,a,) de R™ tel que D =
: .0
0 - 0 a
Nous écrirons plus simplement D = Diag(aq, ag, ..., ap).

S et D sont semblables donc ont méme spectre. Alors {ag,as...,0,} =SpD =SpS ={A1,\2..., A\ }.
n—1

1l existe un élément (ug,u1,...,u,—1) de R™ tel que U = Z w X°.
i=0
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a; 0 0\ i ki 0
n—1 n—1 n—1 0 « n—1 0 ki
UMDY = ¥ w(D) =Y wDM=3 u, : =Y w
i=0 i=0 i=0 . 0 i=0 : 0
0 0 oy 0 0 ok
n—1
u; (o) 0 0
=0 - U(ak) 0 0
V(D) = 0 2 u (o) | 0 U
0
. 0 0 Uah)
0 0 u; (aF)?
0

Ainsi U(D*) = Diag(U(a}),U(ah),..., U(ak)).

Pour montrer que U(D*) = D il ne reste plus qu’a montrer que Vi € [1,n], U(a¥

) = Q4.
Soit ¢ un élément de [1,n]. 1l existe un élément j de [1,n] tel que a; = A;j. Alors U(af) = U(AF) = \j = .
Finalement U(D*) = Diag(U(a}),U(a}),...,U(ak)) = Diag(as, as, ..., a,) = D.

n

Donc R(D) = U(D*) = D = 04, (w).-

’ R est un polynoéme annulateur de D. ‘

n—1
Il existe un élément (rg,r1,...,7,—1) de R™ tel que R = Z r X°.
i=0

Rappelons que D = P~1SP donc S = PDP~ ! et Vi € N, S = PD'P~! (récurrence simple).

n—1 . n—1 . n—1 .
R(S)= > rS=> rnPDP =P <Z T Dl) P! =PR(D)P! = POMn(R)P’l =0, (m)-
=0 =0 =0

’ R est un polynéme annulateur de S. ‘

a) Montrons par récurrence que Vp € N, ASPF = Srk A

e L’égalité est vraie pour p = 0 car dans ce cas SP¥ = I,,.

e Supposons 'égalité vraie pour p dans N et montrons la pour p + 1.
ASPF = SPF A En multipliant & droite par S* il vient ASPFSk = SPEASF ou ASPHDE = grk AGk

En remarquant que AS* = S*A on obtient : ASP+F = gPkgk 4 — §(r+1Dk A ce qui achéve la récurrence.

|VpeN, ASPE =5k A,

n—1

b) Rappelons que U = Z u, X et que U(S*) — S = R(S) = O, (m)-
p=0

Ainsi § = U(S%) = Z (SFyP = Z u, SP*.

n—1 n—1 n—1
Alors AS = AU(Sy) = (Z u 5?’“) =3 up, ASPF =", SPFA = (Z u,, S”’“) A=U(S")A = SA.
p=0 p=0 p=0

’ A et S commutent. ‘
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1 0 1 1 1 1
a) Observons que S (1> = (1 O) (1> = (1> et (1> # O, 1 (r) ; alors 1 est valeur propre de S.

R 1Yy (01 1\ 1 1 o
De memeS<_1> = (1 0> (_1> = — <_1) et (_1> # O, . (r) 5 —1 est valeur propre de S.

Notons que 1 et —1 sont alors LES valeurs propres de S car S est un élément de Ms(R).

’ S possede deux valeurs propres distinctes. ‘

b) S? = ((1) (1)> ((1) (1)> = ((1) (1)> =1I5. Alors Vr € N, S$?" = (S§%)" =I5 = I5. 1l est alors clair que:

’ A commute avec toute puissance paire de S. ‘

1 -1 0 1 -1 1 0 1 1 -1 2 2 .
AS<2 2><1 0><2 2>etSA<1 0><2 2><1 _1>.AlorsAS7éSAeta1n51.

’ A ne commute pas avec S. ‘

EXERCICE 2

2.1. Etude de la bijection réciproque.

cos’ x sinx

f est dérivable sur I = {0, %} et Vo € [0, %} , flx) = o s  coa

7r ™
f" est nulle en 0 et strictement positive sur }07 Z} Comme f est continue sur [O, 1}7 ceci suffit pour dire que f est

m
strictement croissante sur [O, Z}

T T
f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [0, Z} donc f réalise une bijection de [0, Z} sur 'intervalle

0.5 (F)] = v

f réalise une bijection de I = [O, g] sur Dintervalle J = [1,/2].

Désolé et pardon aux familles de courbes tout ca...

Retenons que dans un plan muni d’un repere orthonormé la représentation graphique C;-1 de f ~! est I'image de la
représentation graphique C; de f par la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x.

Notons que f/(0) =0 et f'(T) = V2.

Notons encore que f est convexe sur I car f” existe et est positive sur I (voir plus loin...).

1 “1(gy) = L,
= s @) Alors cos (f~(z)) = .

7 (z) est un élément de [0, 7] donc sin (f~(z)) est positif.

Donc sin (7! (z)) = |sin (f~'(2))| = \/sin? (f=1(x)) = /1 —cos? (f~1(z)) = /1 — % Finalement :

Va € J, cos (f7(x)) :é et |VaeJ, sin(f(z)) = 1—%~

Soit z un élément de J. z = f (f~'(z))

f est dérivable et de dérivée strictement positive (donc non nulle) sur }0, %} .

Alors f~! est dérivable sur f(]0,Z]) =]1,v2] = J — {1}. Donc:
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’ 1 est dérivable J — {1}. ‘
[ = 7N

Remarque f est croissante sur I et f'(0) = 0 alors lim1 = +o00; en particulier Cy—1 admet une
xr—

z—1
demi-tangente “verticale” au point d’abscisse 1.
1 cos? (f1(x)) L 1 x? 1 ||
Soit dément de J — {1}. (f71) (z) = = = S L
oit z un élément de { } (f ) (x) f’(f*l(x)) Sin(ffl(x)) 1 % 22V 221 22 a2 — 1

1 T 1
79\/332—1 CoavVr2—1

voed — {1} () @) = -

Comme x est positif: (ffl)/(ac)

1

21

f~1 est dérivable en v/2 donc f~! possede un développement limité en /2 & I’ordre 1 qui est :

F7H @) = VR (F7Y) (V) (@ = V2) +o(z - V),

[\)

= £ Alors :

(VB = ——— =
V2 vap -1 V22

f~! possede un développement limité en /2 & I'ordre 1 qui est: f~*(z) =

Notons que f~1(v/2) = — et (f_l)/

+

|G

% (z — V2) +o(z — V2).

2.2. Etude des dérivées successives de f

x — cosz est de classe C*° et non nulle sur 7. donc:

’ f est de classe C*° sur I.

Montrons par récurrence, que pour tout n dans N (qui peut le plus peut le moins!), il existe un polynéme P,

P, (sinx)
tel Veel fM(p)= """,
el que Ve € I, f\"™(x) cos™1(z)
<12 ~ (0) 1 Po(sinx) <sp 2 .
e Considérons le polynéme Py =1. Vo € I, f)(z) = f(x) = = - La propriété est vraie pour n = 0.
cosz  cosVtl(z)
PR 14 . . (n) P, (sinx)
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N. Il existe un polynéme P, tel que Vo € I, f\"(z) = T()
cos"TH(x
¢ s P! (sinz) cos"t(x) — P,(sinz) (n + 1) (—sinx) cos™(x)
v 7. fn+1) — ( (n)) _cosx n .
vel, jo @) = (1) @ T
n
Vo eI, [ (z) = (m [cos®(z) P, (sinz) + (n+ 1) sina P, (sinz)]-
1
veel, fOH)(z) = o 22 [(1 —sin®(2)) P, (sinz) + (n + 1) sinz P, (sinz)]-
2y pr . (n+1) P,y (sinz)
Posons alors P,y1 = (1 — X*) P, + (n+1) X P,,. P11 est un polynéme et Vo € I, f () = —FF—F—"—~
" cos(ntD)+1 ()

Ceci achéve la récurrence.

P, (si
Pour tout n dans N, il existe un polynéome P, tel que Vx € I, f(”)(a:) = M
cos"tl(x)

Remarque Soit n un élément de N.
_ Qn(sinx)

cos™t1(x)

Supposons qu’il existe un second polynéme Q,, tel que Va € I, f™ (z)



JF.C. p. 5
Alors Vx € I, Qn(sinx) = P,(sinz) donc Vz € [O, Z] , (Qn — Pp)(sinz) = 0.

Ceci donne encore :Vz € [O, %} , (Qn — Pu)(2) =0.

Alors Q,, — P,, est un polynéme qui admet une infinité de racines c’est donc le polynéme nul. Par conséquent Q.,, = P,.
P, (sinx)

Finalement pour tout n dans N, il existe un unique polynéme P, tel que Vx € I, f(”)(x) = T()
cos x

;. sinz  Pi(sinx) B
Va: el, f'(x) = o7~ costT1(a) avec P, = X.

ey 200N (e o 7 w2 L2
Veel, f'(z) = cost (2) [cosx cos®(z) — (sinz) 2 (—sinz) cos x| o () [1 —sin®(z) + 2 sin*(z)].
Ve €I, f"(z) = —55— [1 +sin®(z)]. Finalement Va € I, f"(z) = Polsinz) avec P, = X2 +1

’ cos2t1(z) ' ’ cos2t1(z) 2 '

Pr=X et P2:X2+1

Remarque Le tout pouvait s’obtenir encore plus rapidement avec P, 1 = (1 — X?) P, + (n+1) X P,.

La question 2 sa remarque permettent de dire que:

Vne N® Py =(1-X?)P +(n+1)XP,.

Alors Ps=(1-X*)P,+ 2+ 1) XP=(1-X?)2X)+3X(1+X?) =X3+5X.

Py =X315X. |

Montrons par récurrence que, pour tout élément n de N (ou de N*), le terme de plus haut degré de P, est X™.
e La propriété est vraie pour n = 0 car Py = 1 (ou pour n =1 car P; = X).

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N (ou de N*) et montrons la pour n + 1.

P, est de degré n donc X P, est de degré n+ 1 et (1 — X?2) P/ de degré au plus n + 1 (si n =0...).

Ainsi P = (1 — X?) P, + (n+1) X P, est de degré au plus n + 1.

Les coefficients de X"*! dans (1 — X?) P! et (n+ 1) X P, sont respectivement —n et n + 1 car le terme de plus haut
degré de P, est X".

Alors le coefficient de X™*+! dans P, est —n + (n+ 1) donc 1. Ainsi le terme de plus haut degré de P41 est Xntl
ce qui acheve la récurrence.

Pour tout élément n de N, P,, est de degré n et son coefficient dominant est 1. ‘

2.3. Etude de la suite d’intégrales.

™

,z} donc f™ également. Alors I, = /4 [f(2)]" dz existe.

Soit n un élément de N*. f est continue sur I = [0 1
0

’ (I)nen+ est bien définie. ‘

(=N

T 1 ™
[2:/0 de:[tanx] :tanz—tan():l.

1 114t41-¢ 114t 11—t 12 1/2
[Q2]vteR—{-1,1}, ;=5 = reblot 1A+t _Y2 Y

T2 1 21— "21—-2 1-t "1+t
1 a b 1

vte R—{-1,1}, = —bh=—.
L oo =y gy aveca 2




JF.C. p.6

T T cosz T osin'z
3| = dex = ——dx = ———duz.
! /0 cos T /0 cos?(z) /0 1 — sin?(z)

2
Posons Vz € [0, %} , u(x) =sinz. u est de classe C! sur [0, %} et définit une bijection de [O, %} sur [O, g}

Le changement de variable ¢ = sinz = u(z) donne alors

£ i 2 32 V2

1 sin’ 2 dt 1 2 1 1 1 vz
h= Ty dr= =5 — T T dt:f{fl 1—t|+In|1 t} =
' /0 1—sin’(x) /0 1 2/0 <1_t+1+t) 5[~ t—t I 1]

1+t
L]
Il

DN | =

1| 14+ 140] 1 1+ 1 24v2) 1 V21l 1 (V241
Ilzfln‘ —1n’—’ :71n‘ ‘:qn — - — - n ‘
2 1- 2 1-0 2 202 2-v2) 2 |V2-1) 2 V2-1

_1l (vV2+1) _1l > 1y
Li=31 ((\/ﬁﬂ)(ﬁ_l))_Ql (V2412 =In(v2+1).

I =In(v2 +1).
dx T de T 1 1

4 | Soit Slément de N*. I, — I, = - = - dz.

Otb v i elemettt de + /0 cos™t1(x) /0 cos™(x) /0 (cos”“(x) COS”(:U)) v

T 1—cosx
I -1, = ——dz.
n+1 n A COS”'H(,T) x

INE)

jus
7 1—cosx

77} 1 —cosx
’ cost1(x)

Or 0 < et Vr € |:O, Z W dx > 0. Finalement :

il > 0 donc In+1—In:/
4 0

’ (I)nen+ est croissante. ‘

Soit n un élément de N* (hum!).

™

/I dw /Z dw / dw /1'—52 dz
In — n = n - n = n ’
z_1, COS (z) o cos"(x) =_ 1 cos™(x) 0 cos™(x)

pi—

INE)

Distinguons alors deux cas.

e Supposons n supérieur ou égal a 2.

™ 1
1 1 1 TR d
E7—>Oeth€ O,Ef—,720alors/ x > 0.
4 n? 4 n?|’ cos™(x) 0 cos™(x)
I d E d
Par conséquent I,, — / a >0et I, > / r .
=_ 1 cos™(x) =_ 1 cos™(x)
472 n2

e Supposons que n soit égal a 1.

> 0.

Alors —T < LT _]cQetVoe |~ 1 ——>0ce uidonne/0 dz
2 -4 mr 4 n? |7 cos"(z) d =1 cos™(x)

)

s 1 ™
P —— d 1 d
Donc/ 7m<OetIn</ v I
0 cos™(x) z_ 1 cos™(z)

Dans la suite de cette question nous supposerons pudiquement que n est supérieur ou égal a 2.

x — cosx est décroissante et strictement positive sur I donc x — est croissante et strictement positive sur I (ce
coszT

qui n’est pas nouveau!).

1
Alors z — est croissante sur I = [O, g} donc sur [ﬂ W] .

1
cos™(z) 4 n2'4



. /1 dx >/Z dx 7 | 1 1 1 Final .
onc = —_— = _ = _— — = — - f1nalement :
sy eo@ Sy (G- 1 1w s (G- %)  w cov (5 - &)

1
Posons Vn € [2, 400, hp, = —

Soit n un élément de [2,4+o00[. hy, > 0 et In(hy,) = —2Inn—nIn (Cos <7r — > )

1w
In(hy) = n [—211171" “In (cos (Z - n12> )]

lim 1n—n:Oet lim 1n(cos<7r—1))—ln<cos(7r))—ln(\/§)—ln(1)——ln\/§.

n—4oco N n—-+4oo 4 n2 4 2 \/i

1 1
Alors lim [—2 an In (cos (W - ) )} —Inv2>0donc lim Inh, = +occ. Par conséquent HI_P h,, = 4o0.

n—-+4oo n 4 n2 n—-+4oo

Or Vn € [2,+0][, I, > h, donc

lim I, = +oc.
n—-+oo

2)0 0
ILr=1= (O\[T)l + 01 Iy donc 1’égalité est vraie pour n = 0 (oui, Iy n’a pas une forme intégrale...).

Soit n un élément de N*.

s s s s

Iio= /Z _de /Z 1 ;dx = /Z tan’(z) #dx = /Z tan’(z) cos™"(x) dx
2 cos"t2(z)  Jy cos?(x) cosn(x)  J, cos"(x)  Jo '

z T
Un intégration par parties alors évidente donne: I,, 1o = {tanx cos*"(:zr)} ! f/ tan(z) (—n) (—sinz) cos " () dz.
0

(=)

Inyo = tan % cos™" (I) —-0— /4 tan(z) (—n) (—sinz) cos™" ! (z) dz.
0

4
V2 - T sinz 1 1\ ™" I sin2(ac)
L= Y] - i do=(—=) - S e
+2 ( 2 n/o cosz Y cos"t1(z) * (\/§> n/o cos"t2(x) .
11— cos?(x) 1 dz T dx
Lo = (V2)" — —————dr=(v2)" — _— =(V2)"=-nl, I,.
2 =(V2) n/o cos"t2(x) r= (V)" —n / cos™t2(x) o /0 cos™(x) (V2" =l 4

Alors (n+1) I,10 = (vV2)" +n 1, et donc I,,;5 =

0
v2)" . _

] 1 I,,. Finalement :

(V2" n

VneN, I,10=
" +2 n+1 n+1

n-
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PROBLEME

’ 3.1. Etude d’une variable discréte d’univers image fini.

3.1.1. Préliminaires
C2 2 1 1
a1 Vi T4 9 al_ﬁ'
il (2n + 2)! _(2n+2

Soit n un élément de N. Notons que Cy,/ 5 = CECES e 1))
n '(n ! n

Contz _ 2(2n+1) anp1 VA1, 4" Vit
= = - Alors = I — =
C2n (n + 1) Qp 4n+ \/’ﬁ CQn f

2n+1) (2n)! 2(2n+1)
(n+1) nln! (n+1)
(2n+1)  2n+1

.. 112
Ainsi : - = .
4 n+1 2/n(n+1)

N o+ 1
VneNs, Sl =sntl
O 2y/n(n+1)

n
2n+1

Montrons par récurrence que, pour tout élément n de N*, a,, <

1 1 1 / 1
=5= \/; < \/; “Vaoxisl L’inégalité est vraie pour n = 1.

e Supposons l'inégalité vraie pour un élément n de N* et montrons la pour n + 1.

2n+1 n 2n+1 1 2n+1 2n+1
Gnt1 = Gn — = .
+ 2 (n+1) 2n+12./n(n+ 1) 22 n+1 22 (n+ 1)
n+1 2n+1 1 9
_ _ 4(n+1)% — (20 +3)(2 1).
"mi3 2Z(mtl) 4(2n+3)(n+1)( (n+1)"=@n+3)2n+1)
n+l  2n+1 1 1
Ainsi An® 4 8n+4—4n?—8n—3) = >0.
B 3 22(n+1) 42n+3)(n+1) (4n® 48044 —dn® —8n— 120 +3)(n+1)

Al n+1 > 2n+1 n+1 2n+1 . Soit 2n+1 n+1
ors c 4/ oit encore : </
2n+3 7 22(n+1) 2n—|—3 22 (n 22(n+1) (n+1) m+3
+

p Squent < J2nrl o) heve 1
ar consequent : a NS ce ul acneve la reCurrence
4 n+l 2(n+1) m+3 T4

n
Vn € N* .
e 1
Soit n un élément de N*.
" 2 1 2 1)2 4n?2 +4 1 4n2 +4
(L+1: n —+ _ (n+ ) _ n*+4n+ \/mzletan>0. Alorsan+1>an,
On 2/n(n+1) dn(n+1) 4n2+4n 4n2+4n

’ La suite (an)n>1 est strictement croissante.

n 4+
N* 2 \/7
Vn €N, \/2n+1 \/2n+1 2

La suite (an)n>1 est croissante et majorée par — elle donc convergente.

&

L
V2

1 1
Notons /¢ sa limite. Vn € N*, 5= a; <a ; en passant a la limite il vient 5 S </IL<

7

_ n
- CZn'



JF.C. p. 9

(an)n>1 converge vers un réel £ tel que

3.1.2. Etude de cas particuliers

Encore une fois qui peut le plus peut le moins. Nous traiterons donc, le plus souvent possible le cas ou
n = m et ou p est quelconque.

Dans toute la suite nous noterons, pour tout élément k de N*, Ay (resp. By) I'événement a la k®me

épreuve on met une boule dans l'urne A (resp. B).

’ Q1 ‘ ° ’ R; est la variable certaine égale a 0. ‘

o Ry(Q) = {0,1}.

L’événement {Ry = 0} est la réunion disjointe des événements Ay N Ay et By N Bs.

Donc P(Ry = 0) = P(A; N A) + P(B1 N By). Alors P(Ry = 0) = P(Ay) P(Ay/Ay) + P(By) P(B2/B1) = p* + ¢°.
On peut encore écrire: P(Ry =0) =p> +¢*> = (p+¢)* —2pg=1—2pq.

Donc P(Ry,=1)=1—P(Ry=0)=1— (1 —2pq) = 2pq.

Remarque On peut retrouver ce dernier résultat directement en écrivant :

{Ry=1}=(B1NA2NA3)U(A1N BN A3) U (A1 N By N Bs) U (BN Ay N Bs).

1
’ R2(2) ={0,1}, P(R2 =0) =2pg et P(Ra =1)=1—2pq. ‘ Sip=q= B alors P(R; =0)=P(Ry=1) = =

o R3(Q) = {0,1,2}).

L’événement {R3 = 0} est la réunion disjointe des événements Ay N Ay N A3 et By N By N Bs.
Done P(R3 = 0) = P(A; N Ay N As) + P(By N By N Bs).

Alors P(R3 = 0) = P(A;) P(Aa/A1) P(A3 /A1 N As) + P(By) P(Bs/By) P(Bs/By N Bs) = p? + ¢°.
Finalement P(R3 = 0) =p® +¢* = (p+¢)° =3p*¢-3¢°p=1-3pq(p+q) =1-3pq.

L’événement {R3 = 1} est la réunion disjointe des événements By N A2 NAsN Ay, AiNBaNAsN Ay, AN AN B3N Ay,
AlmBgﬁBgﬂB47 BlﬁAgﬁBgmB4 et BlmBgﬁAgmB4.

p(BiN Ay N A3 N Ay) = P(B1) P(A2/By) P(A3/B1 N Ag) P(Ay/B1 N Ax N A3) = qppp = qp°.

De méme P(A; N By N A3NAy) = P(A;N Ay N B3N Ay) = qpd.

De méme encore P(A; N BN B3N By) = P(BiNAs N B3N By) = P(B1N BaN A3 N By) = pg°.

Alors P(Ry = 1) =3qp® +3pq¢® = 3pq (p* + ¢°) = 3pa ((p + 0)* — 2pq) = 3pq (1 — 2pg) = 3pg — 6 (pg)*.
Ainsi P(R3 =2) =1~ P(R3 =0) - P(Rs =1) =1 - (1 =3pq) — 3pq —6(pq)*) = 6 (pg)*.

| R3(2) = {0,1,2}, P(Rs = 0) = 1 —3pq, P(Rs = 1) = 3pg — 6 (pq)? et P(Ry = 2) = 6 (pq)*. |

CP(Ry=1)= 2 et P(Ry = 2) = -

. 1
Slp:qzialorsP(R;),:O): 3 3

E(Ry) =0. E(Ry) = P(Ry = 1) = 2pq.
E(R3) = P(R3 = 1) +2P(R3 = 2) = 3pq — 6 (pg)* + 12 (pg)* = 3pq + 6 (pg)*.
[E(R1) =0] [E(R2) =2pg| | E(Rs) =3pq+6(pa)? |

RNy
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. 1 1 9

(R7) =0. E(R%) = P(Ry =1) =2pgq.

(R3) = P(Rs = 1) + 4 P(Rs = 2) = 3pq — 6 (pq)* + 24 (pq)* = 3pg + 18 (pq)*.
V(R1) = 0. V(Ry) = E(R3) — (E(R2))* = 2pq — (2pa)® = 2pq (1 - 2pq).
(Rs)
(Rs)

2
V(R3) = E(R3) — (E(R3))” = 3pg + 18 (pg)?> — (3pg + 6 (pg)*)* = 3pg + 18 (pg)* — 9 (pg)* — 36 (pq)® — 36 (pg)*.
V(Rs3) = 3pq (1 + 3pg — 12 (pg)* — 12 (pq)®).

1 1 39
Des calculs simples donnent pour p = ¢ = 3 :V(Ry) =0, V(R2) = 1 et V(R3) = 61

[V(R) =0] [V(R) =2pg(1-2pq) | [V(Rs) =3pg(1+3pg—12(pg)* — 12 (pg)*).

. 1 1 39
Slp:qzi, V(Rl):O V(Rg)zz V(Rg) 64

R,, prend ses valeurs dans [0,n — 1]. Mieux si k est un élément de [0,n — 1], en mettant au cours des k premieres
épreuves une boule dans I'urne A et au cours des n épreuves suivantes une boule dans B on réalise ’événement
{R, = k}. Ainsi:

| Ra(@) = [0,n—1]. |

m Faisons d’abord remarquer & notre ami concepteur que 'on ne tire pas (pas plus que l'on ne pointe) mais on
place des boules dans I'urne A ou dans 'urne B.

Soit k un élément de [0,n — 1].

a) Notons U, (resp. UP |, ) Pévénement & l'issue des n — 1+ k premiéres épreuves 'urne A (resp. B) contient
n — 1 boules et 'urne B (resp A) contient &k boules.

Chaque épreuve a deux issues : mettre une boule dans A ou mettre une boule dans B. Le premier événement se produit
avec la probabilité p et le second avec la probablité q.

U;‘_l L se réalise si et seulement si en faisant n — 1 + k épreuves de maniére indépendante on réalise n — 1 fois le

premier événement et k fois le second.

Alors les amateurs de lois bindmiales n’ont pas de mal & comprendre que P(U; 14k) = CZj_HC p gk

De méme P(Un 1+k) = CZ:hk q”_lpk.

La probabilité qu’a l'issue des n — 1 + k premieres épreuves 'urne A contienne n-1 boules et I'urne B

n—1+k _
CZ hkp 1qk:< n—1 )pn 1qk-

contienne k boules est :

b) L’événement {R,, = k} se réalise si et seulement si & 'issue des n — 1 + k premiéres épreuves 'urne A contient n-1
boules, 'urne B contient k boules et & la (n + k)éme épreuve on place une boule dans A alissuedesn—1+k
premieres épreuves I'urne B contient n — 1 boules, 'urne A contient &k boules et a la (n + k)éme épreuve on place une
boule dans B.

Ainsi {R,, = k} est la réunion disjointe des événements Uz |, N Apip et UP | N By
Alors P(R,, = k) = P(U2 1, N Apq) + P(UB . N Bogi).

P(R, =k) = P(Urf—1+k) P(An+k/Un—1+k) + P(Uf—l+k) P(Bn+k/Uf—1+k)~
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P(R,=k)=Cp i P " p+Chl ¢ P a=Coty (06 +amph).

Vk e [0,n—1], P(R,=k) =CI 1, (p"¢" +q"p").

2

1 1 n+k—1
Sip:qzi,Vke[[O,n—l]], P(Rn:k:):CZ:hk <> .

1
Jusqu’a la fin de de 3.1.2. nous supposerons p = ¢ = 3 <«

Soit k un élément de [0,n — 2].

n+k nt+k—1
2(k+1)P(Ry,=k+1) = (k+1>cn+k(;> :(’“‘Ll)( (n+:+1 G)

N |

i n+k—1
2(k+1)P(Rnk+1)(n+k)m <;) — (n+k) O 1+k<

|k €[0,n—2], 2(k+1) P(Ry = k+1) = (n+ k) P(R, = k). |

En sommant de 2 jusqu’a n — 2 ’égalité précédente il vient :

[\

n—

(k+1)P(R,=k+1)= i n+k)P(R, =k).
k=0

En effectuant un petite translation d’indice dans la premiere somme on peut écrire :

n—1 n—2 n—1
2Y kP(Ry=k)=) (n+k)P(Rn=k) =Y (n+k)P(Ry=k) —(n+n—1)P(R, =n—1).
k=1 k=0 k=0
n—1 n
Ainsi 2E(R,) = > kPR, =k)+n Y P[R,=k)—(2n-1)P(R, =n-1).
k=0

Alors 2E(R,) =E(R,)+nx1—(2n—1) P(R, =n —1). Finalement :

B(R) = n—@n=1) PRy =n-1)=n-@n-1 5 (3)

E(R, E(R, o
Exercice Montrer dans le cas ol p est quelconque que Vn € N*, (Fnt1) — () = Con (pg)™.
n+1 n n+1

Ecrire un programme en Turbo-Pascal permettant de calculer E(Ry,).

2n—2
Q7|n—E(R,) =(2n-1)P(R,=n—1)=(2n-1) C},', (;) 2n 1

= \/ﬁ A1
Rappelons que nligloo ap = ﬁ Donc a,, ~ %
Alors n — E(R,) = \2/% Gy ™~ 2—\/% % =2v/n %

n—B(R,)~—= Vi

Q8| Vke[0,n—2], 2(k+1) P(Ry =k+1) = (n+k) P(R, = k).
Donc Vk € [0,n—2], 2(k+1)?P(R, =k+1) = (k+1) (n+ k) P(R, = k).

En sommant de 2 jusqu'a n — 2 1’égalité précédente il vient :

n+k—1
) = (n+ k) P(R, = k).

.11
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2712 (k+1)* P(Ry =k +1) -3 (k+1) (n+k) P(R, =k).
k=0 k=0

En effectuant un petite translation d’indice dans la premiére somme on peut écrire :

|
—

2% kQP(Rn:k):n (k+1)(n+k)P(R,=k)—n(2n—1)P(R, =n—1).
k=1 0

b
Il

n—1 n—1 n—1
Ainsi 2B(R2) = K*P(Ry=k)+ (n+1) Y kP(R,=k)+n Y P(R,=k)—n(2n—1)P(R,=n—1).
k=0 k=0 k=0

ER: ) =(n+1)ER,)+nx1-n(2n—1)P(R,=n—-1). Or 2n—1)P(R,=n—1)=n— E(R,) donc:
ER?)=(n+1)E(R,)+n—n(n—E(R,))=2n+1)E(R,) —n(n—1).

|BE(R2) = (2n+1)E(R,) —n(n—1).|
V(Ry) = B(R2) — (E(R,))* = (20 +1) E(R,) —n (n— 1) — (E(R))".

V(R,) = (2n+1) E(R,) — (E(R,))* —n (n—1).

2n—2
1
Rappelons que:Vn € [2, +oo[, B(R,)=n—(2n—1) C5, %, <2> :

1
Observons que ceci vaut encore pour n = 1 car B(R;) =0et n— (2n —1) C4,. b, (

2n—2
2) vaut également 0 pour

n=1.
1

Posons alors Vn € [1,+oo[, b, = Ch. b, (

2n—2
> . Alors b; = 1.
2

Soit n un élément de [2,4o00[. b, =

(2n —2)! <1)2”2 (2n—2)(2n—3) (2n—4)! (1)2"4 1

((=1p* \2 =17 (-2’ \2) i
f(zn_2)(2n—3) B 2n —3 B 05
bn = 4(’17, — 1)2 bp—1 = m bp—1 = (1 — n—l) by_1.

n—1

0.5
Alors Vn € [1,4o00[, E(R,) =n— (2n—1)b,, by =1 et Vn € [2,+o0[, b, = (1 — ) bp_1.

Il n’y a alors plus de difficulté pour écrire un petit programme qui calcule E(R,,)... et V(R,,).
Program ECRICOME_2004;

var k,n:integer;b:real;

begin

write(’Donnez la valeur de n. n=’);readln(n);

b:=1;

for k:=2 to n do b:=(1-0.5/(k-1))*b;

b:=n-(n+n-1)*b;

writeln(’L’’espérance de R’,n,’ est : ’,b);

writeln(’La variance de R’,n,’ est : ’,(n+n-1-b)*b-n*x(n-1));

© 00 N O O W N

=
(=)

Remarque Pour s’éviter une soustraction a chaque passage dans la boucle on peut remplacer la ligne 7 par :

‘ 1 for k:=1 to n-1 do b:=(1-0.5/k)*b; I
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3.1.3. Retour au cas général

L’événement remplir 'une des deux urnes est certain. Notons R4 (resp. Rp) 'événement on remplit en premier
l'urne A (resp. B).

P(RA URp)=1let RANRp = (. Ainsi 1 = P(R4) + P(Rp).

Pour tout élément k de [0,m — 1] notons R% I'événement on remplit I'urne A en premier et I'urne B contient alors k
boules.

m—1
R4 est la réunion disjointe des événements RY, R, ..., R ~'. Donc P(R,) = Z P(R
k=0

Soit k dans [0,m — 1]. Notons X,,_14x la variable aléatoire qui compte le nombre de boules placées dans A au cours
des n — 1 + k premieres épreuves. X, suit une loi bindmiale de parametres n — 1+ k et p.

P(RZ) = P({anlJrk =n- 1} N An+k) = P(anlﬂc =n- 1) P(An+k/Xn71+k =n- 1) = CZ:%-&-k pn71 qk b.

(Rk) Chz 1+kp q".

Alors P(Ry) = ch 1o P ¢ =p" Zq Cnz 1+k

n—1
En échangeant les roles de A et B on obtient : P(Rg) = ¢" Z p" O 1+k
k=0

Comme P(R4)+ P(Rgp) =

q Zp Cm 1+k+p Zq Cn 1+k71

Dans toute cette question n est un élément de N*.

a) Soit m un élément de N*. w1 — Uy = ¢™ CRZ1,,, > 0.

’ La suite (wm,)men+ est strictement croissante. ‘

n—1 n—1
De plus, d’apres la question précédente : ¢ Z p" O 1+k + p"u,y; = 1. Comme ¢™ Z " C:i:hk est un réel
k=0 k=0
strictement positif : p" u,, < 1. Ainsi u,, < —
1

La suite (um)men+ est majorée par —-
p

Ainsi la suite (4, )men+ est croissante et majorée, donc :

’ La suite (um,)men+ est convergente.

b) Soit k un élément de [0,n — 1].

k—1
1
* —1 k .
Supposons k > 0. Vm € N*, C/'_1_ ;= Cp14% = 7 H(m +1)
i=0
OrVvie[0,m—1], m+i ~ mdonc
m——400
k—1 k
g(m +1) T m*. Alors co- 1+k e T - Notons que ceci vaut encore pour k£ = 0. Ainsi:
mF

Vk € [[0 TL—].]] Cm 1+km—>+oo k' .
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n—1 n—1
)VmGN*,qu p Cm 1+1€ :Z qum Cm 1+k)

k=0 k=0
Soit k un élément de [0,n — 1]. p* g™ g T
oit k£ un élément de [0,n —1]. p” ¢™ C'~ 1+k P T T e

k
Comme |g| < 1, par croissance comparée on a: lim ¢™m" =0. Ainsi: lim b ¢"m* | =o0.
m—+00 m—+oo \ k!

Par conséquent, pour tout élément k de [0,n — 1], mLiI}rloo (pk q" C%:L—k) =0.

n—1
. k -1 . .
Ce qui donne l_1>r_ri_1 kg . (p q™ C;"FlJrk) = 0. Finalement :

n—1
ml—l)I—I‘rloo qm Z p Cm 1+]<? =0.

ZP Cm_ 1+k+p Uy = 1 donc u,, = — (1—qm2p ch- 1+k>

n—1

1
Alors lim  u, = — car lim ¢™ Z p” C” 1+k =0.

m——+00 P m——+00

. 1
lim u,, = —
m——+o0o pr
+oo 1
La série de terme général v, = ¢ CZ:%M converge et Z q" Ch_ 1+k =—
p
k=0

’ 3.2. Etude d’une variable discréte d’univers image infini. ‘

En anticipant sur Q3 nous pouvons sans doute dire que :

’ T, prend presque stirement ses valeurs dans N...

Soit k£ un élément de N. Notons X,, 1 la variable aléatoire qui compte le nombre de boules placées dans A au
cours des n — 1 + k premieres épreuves. X,,_14x suit une loi bindmiale de parametres n — 1 4+ k et p.

Alors {T,, =k} = { X146 =n—1} N A1k.

Donc P(T, = k) = P(Xp-14x =n—1) P(Apik/Xn-14x =n—1) = CZ:hk pr 1 g1k —(n=1) pp — Ch- 1+k " gk,

P(T,=k)=Cl"1 " d"

+o0
1
m 3 1.3 Q3 a montré que: Z q" Ch” 1+k = —n- Alors Z (i hk p" ¢* = 1. Finalement :

+oo
Z P(T, =
k=0

Soit j un élément de [1,n]. Z; + 1 suit une loi géométrique de parametre p car Z; compte le nombre d’épreuves
nécessaires a ’arrivée d’une nouvelle boule dans A.

1 1
Ainsi E(Z; + 1) existe et vaut — Alors E(Z;) existe et vaut — — 1 = 4
p p p
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De méme Z; + 1 posséde une espérance qui vaut % donc Z; possede une variance qui vaut également %
p p

vjelLnl, B(Z) =1 et v(Z) =5
p p
Clairement :
n
T, = Z Zj
j=1
n
Alors T, possede une espérance qui vaut : Z E(Z;)=n q.
i=1 b
n
Les variables aléatoires 2, Zs, ..., Z, étant visiblement indépendantes, T}, possede une variance qui vaut : Z V(Z;)
j=1
) s g q
c’est a dire n —-
p
q q
E(T,)=n-et V(T,)=n—-
(@) =nd e V(T =nd




