ECRICOME 2001

EXERCICE 1

Dans toute la suite, si T' est une variable aléatoire, nous noterons Fr sa fonction de répartition.

X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre a. Ainsi sa fonction de répartition est
définie par:Vz € | — 00,0, Fx(z) =0 et Vz € [0,+00[, Fx(z) =1— e .

Déterminons la fonction de répartition de —X.

VeeR, Fox =P(-X<z)=PX>-2)=1-P(X <—z2)=1-Fx(—x).
Ainsi:Vz € | —00,0], Fox(z)=1—(1—e" %) et VY €0, +00], F_x(z)=1-0.
Alors Vo € | — 00,0], F_x(x) =€ et Vz €]0,+o0[, F_x(z) = 1.

Ou [ Va €] = 00,0[, F_x(x) = €™ et Va € [0, +0o], F_x(z) = 1]

11 est aisé de vérifier que F_x est continue sur R et de classe Ct sur R*.

De plus:Vz €] — 00,0, F’ x(x) = ae® et Yz €]0,+o0[, F’ x(z) =0.

’ Des lors, posons: Vz €] — 00, 0], f(z) = ae® et Yz €]0,+o0], f(x) = 0. f est une densité de —X |.

Posons Vo € | — 00,0[, g(z) = 0 et Vo € [0,+oc[, g(z) = be™*®; g est une densité de Y car Y suit une loi
exponentielle de parametre b.

X et Y étant deux variables aléatoires indépendantes il en est alors de méme pour Y et —X. De plus Y et —X sont deux
variables aléatoires & densité de densités respectives g et f. Le cours nous permet alors de dire que Y — X =Y + (—X)
est une variable aléatoire & densité admettant pour densité la fonction h définie par :

—+oo

YVt eR, h(t) = / g(t —u) f(u)du

— 00

0
Fixons t dans R. h(t) = / g(t —u) ae® du.
t “+o00
Le changement de variable v =t — u donne alors: h(t) = 7/ g(v) ae®") dy = a/ g(v) et~ dy.
+oo t
+oo
Ainsi: h(t) = a/ be =" ¢**=") du. Posons, pour simplifier les écritures, z = Max{t,0}.
Max{t,0}

+oo —+oo
h(t) = a/ be " V) dy = ab e“t/ e~ (@+0)v gy,

—(atbyw 14 —(a+b)z
h(t) = abe® lim A, — U = ab ea(t=2)=bz
A—too | —(a+1D) ], (a+0b) a+b
Si t appartient & | — 00,0], 2 =0 et h(t) = ab e et si t appartient & ]0,+oc[, z =t et h(t) = ab e bt
PP ’ ’ - - a4 b PP ) ) - - a4 b
b b
Des lors la fonction h définie par Vt €] — 00,0], h(t) = C—li-b e™ et Vt €]0, 00|, h(t) = Z—b e~ est une densité
a a
deY — X.




Soit s un élément de [0, +0o[. P(Z < s) = P(|IX—Y|<s)=P([Y=X|<s)=P(—s <Y—-X < s) = / h(t) dt.

0 s at0 —bt7 S
ab ab ab e e ab |1 1 1 1
< — at —bt _ - _ - _—as - = —bs'
P(Z < s) /_57a+b6 dt+/0 =3¢ dt_aer([a]_er[_bL)_a+b[a ce s e }

5) _ ab |:CH’b B i (befas + aebs):| =1—

PZ < be 9 4 gebs

a+b| ab ab a+b
be—as —bs
Finalement : | Vs € [0, 400, P(Z <s)=1— ~& %€
a+b
. be—(ls + ae—bs .
a) Nous venons de voir que:Vs € [0, +o0[, Fz(s) =P(Z <s)=1- iy F7 est alors de classe C

sur [0, +oo.

De toute évidence: Vs €] — 00,0[, Fz(s) = P(|X — Y| < s) = 0. Comme F%(0) = 0 nous pouvons méme écrire que :
Vs €] — 00,0], Fz(s) = 0. Ainsi Fz est de classe C! sur | — oo, 0].

Fy est de classe C! sur | — 00, 0] et sur [0, +oo[ donc Fy est continue sur R et de classe C!' au moins sur R*, non ?

Ceci suffit pour dire que ’ 7 est une variable aléatoire a densité ‘

b(—a)e™® 4 a(—b)e b ab _ _
_ / — / —0— _ as bs
Vs €] — 00,0, F,(s) =0 et Vs €]0,+oo[, F5(s) =0 P P {e +e }
b
Des lors la fonction ¢ définie par Vs €] —o00,0[, £(s) =0 et Vs € [0, +oo], £(s) = aC:_ ; [e_as —|—e_bs} est une densité
de | X - Y.

b) Posons Vs €] — 00,0[, f(s) =0 et Vs € [0+ o], f(s) =ae ot
o . 7 J— 1 7
f est une densité de X et { = PR [bf—l—ag}.

1 1 oo oo 1
X (resp. Y') possede une espérance qui vaut — (resp. 5) Ainsi / s f(s)ds (resp. / sg(s)ds) existe et vaut —
a a

—00 — 00

1
(resp. E)

+ee 1 11 2+ a?
Alors / s£(s) ds existe et vaut b—+4+a—|.|Z=|X-Y]| admet une espérance qui vaut : ——— -
a+b | a ab(a + b)

— 00

EXERCICE 2

tr est une application de E dans R. Montrons qu’elle est linéaire.

Soient A = (a;j) et B = (b;;) deux éléments de E et A un réel.

ANA+ B = (Xaj; +b;j) donc tr(NA+ B) = > (Aas+bii) =X Y aii + > biy = A tr(A) + tr(B).
i=1 = ;

=1 =1

’ L’application tr est une forme linéaire sur £ ‘

a) Soit M = (m;;) un élément de E. *M = (mj;). Ainsi tr(*M) = Y my; = tr(M)!
k=1

(VM € B, tr('M) = tr(M) |

b) Soit (A4, B) un couple d’éléments de E. D’apres ce qui précede : tr(*AB) = tr(*(*AB)).



Or {(*AB) =t'B*(*A) = 'BA. Ainsi g(A4,B) = tr(*AB) = tr(*(*AB)) = tr(*BA) = g(B, A).

| V(A,B) € B2, g(A,B) = g(B,4) |

Soit A = (ai;) un élément de E. "AA = (¢;;) avec, pour tout élément (¢,7) de [1 [1,n]?, Z Alei Q-

Alors g(A, A) = tr(*AA) = Zn: c
i=1

||M:

n n n
Z ARGk = Y.y aj
k=1 i=1 k=1

’ Pour tout élément A de E, g(A, A) est la somme des carrés des coefficients de A ‘

I
NE

s
Il
-

<.
Il
-

Remarque Plus généralement si A = (a;;) et B = (b;;) sont deux éléments de E :| g(A, B) a;jbij |

e De toute évidence g est une application de F x E dans R.

e Soient A, B et C' trois éléments de E. Soit A un réel.

g(AANB+C)=tr(!fANB+C)) =tr(AN'AB +1AC).

La linéarité de I'application tr donne alors: g(A,AB + C) = Mtr(*AB) + tr(*AC) = A g(A, B) + g(A, C).
V(A,B,C) € E3, VAER, g(A,AB+C) = \g(A,B) + g(A,C). g est linéaire & droite.

e D’apres Q2 b) :V(A, B) € E?, g(A, B) = g(B, A). g est symétrique.

Ces deux premiers points permettent de dire que g est une forme bilinéaire symétrique.

e Soit A un élément de E. g(A, A) est la somme des carrés des coefficients de A donc g(A, A) est un réel positif ou

nul.

Mieux, si g(A, A) est nul, les carrés des coefficients de A sont nécessairement tous nuls donc les coefficients de A sont
également tous nuls et A est la matrice nulle.

Donc VA€ E, g(A,A) >0et VA€ E, g(A,A)=0= A =0g.

Ainsi g est une forme bilinéaire symétrique définie positive comme disent les gens savants.

Nous dirons que ’ g est un produit scalaire sur £ ‘

a) Comme (e, ea,...,e,) est une base de R™ il en est de méme de la famille (e, e1,€9,...,€,-1).

f est alors un endomorphisme de R™ qui transforme la base B = (ey, ea,...,e,) de R™ en une base de R™.

Ainsi ’ f est un automorphisme de R"™ ‘

b) Pour montrer que U”™ = I montrons que f™ = Idg. f" et Idg sont deux endomorphismes de R™ donc ™ = Idg
des que f" et Idg coincident sur les éléments de la base B de R™.

Des lors prouvons que: Vk € [1,n], f™(ex) = eg.
Fixons k dans [1,n] et commencons par montrer, par récurrence, que : Vi € [0,k — 1], fi(ex) = ex—;-
C’est clair pour ¢ = 0. Supposons la propriété vraie pour un élément ¢ de [0,k — 2] et montrons la pour ¢ 4 1.

Observons que 2 < k —i < n. Alors fitl(e) = f(fi(ek)) = f(ex—i) = ex—i—1 = ep_(i+1)- Bt ainsi s’acheve la
récurrence.

En particulier f*~1(ex) = ex_—1) = e1. Alors f¥(ex) = f(f* " (ex)) = fle1) = en.
Cette premiere étape nous donne alors, pour tout élément k de [1,n]:Vi € [0,k — 1], fi(ex) = ex—; et fX(er) = en.

Reprenons, pour finir, k dans [1,n]. f"(ex) = f* % (f*(ex)) = [ (en).



Comme n — k est élément de [0,n — 1], f"*(e) = en—(n_k) = € ; ceci donne alors: f"(e;) = f"*(e,) = ey
Finalement Vk € [1,n], f™(ex) = ex. Ceci donne f™ = Idg qui donne enfin .

Rappelons que la famille B’ = (f(el),f(eg),f(el), .. .,f(en)) = (en,€1,€2,...,5_1) est une base de R™. Ainsi la

matrice U de f dans la base B = (e, €q,...,e,) est également la matrice de passage de B & B’.

Si nous munissons R™ du produit scalaire canonique, B et B’ sont alors deux bases orthonormales.

La matrice de passage U de B a B’ vérifie alors : .

f2(e1) = f(f(er)) = flea) = e, f2(e2) = f(f(e2)) = f(e1) = eq, f2(e3) = f(f(e3)) = flez) = eq et
f?(es) = f(f(ea)) = f(es) = ea.

fler) = f(f2(er) = fles) = ez, fP(e2) = [(f?(e2)) = flea) = es, f2(e3) = f(f?(es)) = fler) = ea et fP(es) =
F(f?(eq)) = f(e2) = er.

0 010 0 0 01

. 0 00 1 1 0 0 O
Arre — 3 _

Ainsi:| U= = 100 0 et U° = 01 0 0

01 00 0 010

Montrons que la famille (I, U, U?,U?) est orthogonale.
g étant symétrique il suffit pour cela de montrer que: V(i,j) € [[0,3]]2, i<j= g(U,U’)=0.
Soit i et j deux éléments de [0, 3] tels que i < j. g(U*,U’) = tr(*UU7) = tr ((tU)in) =tr ((U’l)in) = tr(U779).

Observons que j —i € {1,2,3}. Or:tr(U) = tr(U?) = tr(U?) = 0. Ainsi g(U?,U?) = 0.

Ceci achéve de montrer que ’ (I,U,U?,U?) est une famille orthogonale de E ‘

11 1 1

0 0 0O . . .. 9 773
V= 000 0l Déterminons la projection orthogonale W de V sur F' = Vect(I,U,U*,U?).

0 0 0O

W appartient & F donc il existe quatre réels ag, a1, as, as tels que W = agl + a1 U + asU? + asU3.

De plus V — W est un élément de F+ donc V — W est orthogonal & I, U, U? et U3.

Soit k un élément de [0,3]. 0 = g(V — W,U*) = g(V,U*) — g(W,U*) donc g(V,U*) = g(W,U¥). Alors:

9(V,Ux) = g(W,U*) = g(aol + arU + apU? + azU?, U*) = aog(I,U*) + a19(U, U*) + a2g(U?,U*) + azg(U*,U*).
La famille (I,U, U2, U?) étant orthogonale, il vient :

g(V,Up) = arg(U*, U*) = ay, tr ((tU)kUk> = ay tr ((U’l)kUk) = aptr(UFF) = ap tr(1) = 4 ay.

Ainsi a, = i g(V,U*) = i tr(*VU*). Notons alors que:
1000 01 00 0 010 0 0 01
R L R S L e R R RS LR
1000 01 00 0 010 0 0 01
La trace de ces quatre matrices est 1. Alors ai = i tr('VU*) = i

<I+U+U2+U3) :

|

Finalement | la projection orthogonale de V sur F = Vect(I,U,U?,U?) est W =




PROBLEME

Résultats préliminaires

Montrons par récurrence que pour tout élément n de N, F), prend ses valeurs dans {0,2,4,...,2a,}.
C’est clair pour n = 0 car Fy est la variable certaine égale & a et 2ag = 2 x 2°71a = a.
Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

Soit 2k la valeur prise par F), ; k appartient & [0, a,] (hypothése de récurrence...). Soit i la valeur prise par X, ; i est
élément de [0, 2k].

F, 41 prend alors la valeur 2i (si le lancer n + 1 donne pile) ou la valeur 2(2k — ¢) (si le lancer n + 1 donne face).
0 < i < 2k € 2a, = ap41 done 2i appartient a {0,2,4,...,2a,41}-

0 < 2k —i < 2k < 2a, = ap41 donc 2(2k — 4) appartient également & {0,2,4,...,2a,41}-

Ceci suffit pour dire que F,,11 prend ses valeurs dans {0,2,4,...,2a,4+1} et pour achever la récurrence.
’ Pour tout élément n de N, F,, prend ses valeurs dans {0,2,4,...,2a,} ‘
Remarque

Notons que ce qui précéde indique que si F,, prend la valeur 2k alors F,, ;1 prend une valeur inférieure ou égale a 4k
(0<i<2ket 0<2k—1i<2k...).

an
a) Soit n un élément de N. F), prend ses valeurs dans {0,2,4,...,2a,} donc Z P(F, =2k)=1.
k=0

Ainsi | G, (1) = 1],
b) Soit n un élément de N. G,,(0) = P(F,, = 0).

’ Concretement, G,,(0) est donc la probabilité pour que la fortune du joueur soit nulle apres le lancer n |.

Si la fortune du joueur est nulle apres le lancer n, elle reste nulle apres le lancer n + 1 (si F,, prend la valeur 0, X,
prend également la valeur 0 ainsi que 2X,, et 2(F,, — X,,)).

Ainsi I'événement {F,, = 0} est contenu dans I’événement {F,,;; = 0}.

La croissance de P donne alors: G,,(0) = P(F,, =0) < P(F,41 =0) = Gp4+1(0).

Vn €N, G,(0) < Gny1(0). | La suite (G(0)) ., est croissante |

De plus cette suite, de probabilités, est majorée par 1 donc elle converge. (Gn (O))n>0 est convergente |.

¢) Soit n un élément de N. Notons que G,, est de classe C* sur R (fonction polynéme).

VzeR, G\(z) = S kP(F, = 2k)z*~1. Donc 2G",(1) = 3. 2kP(F, = 2k) = . 2kP(F, = 2k) = E(F,).
k=1 k=1 k=0

Ainsi | G1,(1) = B(Fy)/2 |

Ve R, G'(z) = :;"2 k(k — 1)P(F, = 2k) 252, G(1) = :;"Z k(k — 1)P(F, = 2k) = :;"0 k(k — 1)P(F, = 2k).

4G7(1) = 32 dk(k — 1)P(Fy = 2k) = S° (2K)2P(Fy = 2k) —2 5> 2kP(F, = 2k) = E(F2) — 2E(F,,).
k=0 k=0 k=0



En remarquant que E(F?) = V(F,) + (E(Fn))Q, il vient 4GJ/(1) = V(F,,) + (E(Fn))2 —2E(F,).

Ainsi | V(F,) = 4G7 (1) + 2E(F,) — (E(F,))? |

Soit n un élément de N. Vo € R*, G/ (z) = i k(k —1)P(F, =2k)z*=2 > 0. ’ G, est convexe sur R* |.
k=2

Premiére partie

Notons P, 11 ’événement le lancer n + 1 donne pile. (PnH,}TH ) est un systeme complet d’événements.
Ainsi P({Fp41 = 25} N{F, =2k}) = P{Fni1 =25} N{F, =2k} N Poi1) + P{Fuy1 = 2j} N {F, =2k} NP,y1)
P({F,11 =25} N{F, =2k}) = P({2X,, = 25} N {F,, = 2k} N Pyy1) + P{2(F, — X,,) = 25} N{F, =2k} NP,11)
Par une indépendance raisonnable il vient alors :

P({Foi1 = 2} 0 {Fn = 2k}) = PUXn = §} N {Fn = 26D P(Puy1) + P({Fn — X = j}) 1 {F = 2k}) P(Pry),

Par conséquent : P({F,,11 = 25} N{F, =2k}) =pP{X, =i} n{F, =2k})+ (1 —p) P{F, - X, =i} n{F, = 2k}).
P({Fus1 = 2} 0 {Fn = 2k}) = p P X0 = } N {F = 2k}) + (1 — p) P({X,, = 2k — j} (1 {F, = 2k}).

P({Fus1 = 25} O {Fy, = 2k}) = p P(F = 2k)P(X, = j/Fy = 2k) + (1 — p) P(E, = 2k)P(X,, = 2k — j/F,, = 2k).

1 1 1
L pE ok (11— P(F, = 2k) = —
o 1 LU =2k) 4 (L= p) gy P(Fo = 2k) = 5=

P({Fot1=2j}N0{F, =2k})=p P(F, = 2k).

1
2k +1

Si k est un élément de [0, a,] et si j est un élément de [0,2k], P({Fn+1 = 25} N{F, = 2k}) = P(F, =2k) |

Remarques
1. La remarque de la premiére question des résultats préliminaires, autorise & dire que si j est un élément de [0, an41],

strictement supérieur a 2k, alors P({F,4+1 = 2j} N{F, = 2k}) = 0; en effet si F,, prend la valeur 2k, F,,1 prend une
valeur inférieure ou égale a 4k.

2. En toute rigueur la démonstration précédente ne vaut que si P(F,, = 2k) n’est pas nul(le). Rassurons nous en
remarquant que si P(F,, = 2k) = 0 alors P({Fy,+1 = 2§ }N{F,, = 2k}) = 0 (car P est croissante et {Fy, 11 = 2j}N{F, =
2k} C {F,, = 2k})... et le résultat vaut encore non ?

Q2 | Soit 7 un élément de [0, a,41]. ({F, = 2k est un systeme complet d’événements donc :
J + ke[0,an] Y

an

P(Fuii = 2j) = 5° P({Foe1 = 2j} N {F, = 2k)).

k=0
L’une des remarques précédentes permet d’écrire que: P(Fp41 = 2j) = P({F,+1 =25} N{F, = 2k}).
4<k<an
1
Ainsi | P(Fyuq = 27) = P(F, = 2k) |.
| P(Faa=2) = Y o PE, =20
3<k<an

Qp41 An+1 1

Soitxun réel de [0,1] (oude R—{1}...). Gpy1(x) = P(Fpi1 =2j)a = ST P(F, =2k)a’
J=0 J=0 {<k<an

Une permutation classique ( ?) des deux sommes donne alors :

a, 2k Ay 1 2k

1 . )
Gpyi(x) = Z Z W1 P(F, =2k)a2’ = Z W1 P(F, = 2k) Z 27 |. Comme z ne vaut pas 1:
k=0 j=0 k=0 =0



an 1 17‘%2]64’1
Gn—i—l(z) = 2k+1P(F" 72k)ﬁ
k=0
an IQk—l
Finalement | ¥z € [0, 1], Gpia1(2) = ) | 7 P(Fy, = 2k) |
inalement | Vz € [0,1], Gp41(x) kZ:O 2k + D)z —1) ( )
Remarque

De tout évidence le résultat précédent vaut pour tout élément x de R — {1}.

Soit  un réel.
an 2k+1

1a" l—x
2 2k _ _ 2k .
/G () dt = /z =2k)t** dt = P(F, = 2k) /It dt = ZP 1

= k=0
1
Notons alors que z — / G, (t%) dt est une fonction polynome.
x

Supposons que z appartienne a [0, 1[.

an 1.2kr+1 -1 an 1— $2k+1 1 )
(1=)Gnas) = (=) 3 ey U = 20) = 3 S P =20 = [ Gt

1
Alors la fonction polynéme ¢ — (1 —z) Gpy1(x) 7/ G, (t?) dt, qui s’annule en tout point de [0, 1[, admet une infinité

de zéros. C’est donc la fonction nulle.

1
Ainsi |Vz € R, (1 —2)Gpyi(x) = / G (t?)dt |

Remarque
Le résultat s’obtient encore plus rapidement en utilisant la remarque de la question précédente...

1
x — Gpy1(z) et z — / G, (t*) dt sont de classe C* sur R car ce sont des fonctions polynomes.

Ve eR, (1—2)Gpii(x / Gn(t?)dt. En dérivant il vient : Vo € R, —Gpy1(2) + (1 — 2) G}, 1 (2) = —Gn(2?).

En dérivant une seconde fois on obtient : Vo € R, =G/, 1 () — Gl 1 (z) + (1 — 2) Gi 1 (z) = =22 G, (2?).

En posant x = 1 on obtient : —=2G7, (1) = =2G7,(1) ou —E(F, 1) = —E(F),). Soit encore E(F, 1) = E(F,).

La suite (E(F,)), ., est constante et E(Fy) = a. Par conséquent ’ vneN, E(F,) =a ‘

Deuxiéme partie

A) Simulation informatique de ’expérience

La fonction mise.

Il s’agit de simuler, de maniere indépendante, m fois une expérience aléatoire et de compter le nombre de réalisations
d’un événement A de probabilité s, associé a cette expérience.

Ici nous nous placerons dans le cas ot expérience consiste & choisir au hasard un élément de l'intervalle [0, 1] et
lévénement A est : obtenir un élément appartenant a l'intervalle [0, .



function mise(m:integer;s:real):integer;
var i,suc:integer;
begin

suc:=0;
for i:=1 to m do if random<s then suc:=suc+i;

© 0 N O Ut A W N -

mise:=suc;

=
(e}

—
—

end;

Le programme principal.

program simulation;

var a,n,i,X,F:integer;r,p:real;

begin

randomise;
10 write(’Donner la valeur de
11 write(’Donner la valeur de
12 write(’Donner la valeur de
13 write(’Donner la valeur de
14
15 F:=a;
16 For i:=1 to n do
17 begin
18 X:=mise(r,F);
19 if random<p then F:=X+X else F:=2%(F-X);
20 writeln(’La fortune du joueur aprés le lancer ’,i,’ est : VF);
21 end;
22 end.
23

1
2
3
4
5 function mise(m:integer;s:real) :integer;
6
7
8
9

n=’);readln(n);
p=’) ;readln(p);
r=’);readln(r);
a=’);readln(a);

p RO B

B) Etude théorique
Soit n un élément de N et soit x un réel. G,,41(z) = P(Fn11=2j) .

Reprenons les arguments de la premiere partie.

Soit j un élément de [0, an41]. Comme ({F, = 2k}); ¢ o, €St un systéme complet d’événements :

P(Fuy =2j) = 35 P({Far =23} 01 {F = 24)).

Soit k un élément de [0, a,].

Sij > 2k alors P({Fp+1 =2j} N{F, =2k}) =0.

Supposons j < 2k. Un raisonnement rigoureusement analogue a celui de la question 1 de la premiere partie donne:
P{Fnt1 =24} n{F, =2k}) =pP(F, =2k)P(X, =j/F, =2k)+ (1 —p) P(F, = 2k)P(X,, =2k — j/F, = 2k).
Par hypothese : P(X,, = j/F, = 2k) = CJ, 17(1 — )29 et P(X,, = 2k — j/F,, = 2k) = Cay 7 r2* =9 (1 — )7,



Notons que : Cgﬁ_j = Cgk

On a alors P({F,,+1 = 2j} N{F, = 2k}) = [p Cgk rI(1—r)2R=3 4 (1 —p) Ol r? (1 — r)j] P(F, = 2k).

Ainsi P(Fp1 = 2j) = Z [p (1 =) 4 (1 —p)Cl, r?*7(1 - r)j] P(F, = 2k). Alors:

L<k<an
A1 An+1 .
Gpia(r) =Y P(Fup1 =22’ = > Y {P Chr! (L= T 4+ (L= p) Chy r™* (1 - 7")]} P(Fy = 2k) 2.
j=0 =0 I<k<an

Une inversion des deux sommes donne :

G (z iz [pC L (=) (1= p) Ol I =) }P(F,L_Qk)

k=0 5=0
an _ 2%k _ _
G (z Z P Z C% ar)’ r)%ﬂ +(1-p) Z Cék(r)%*j (x —zr)! | P(F, = 2k).
k=0 =0
De la formule du binome il résulte que : G, 11(x) = [p(ar+1—1)%* + (1 —p) (x — ar +1)*] P(F, = 2k).
k=0
Enfin: Gp41(z pz Yzr +1—7)? ZP k)(z — ar +7)%k

Il est alors clair que | Vz € R, Gpp1(z) =pGp(ar+1—1)2] + (1 —p) Gyl(z —ar +1)?] |

a) Soit z un réel. Q(z) = Az? +2r(1 —r)Jz+ A= A(x —1)? + 24z +2r(1 —r)z = Az — 1)? + 22(A +r — r?).
pvaut 3 donc A=1(r?+(1-r)) =122 -2r4+1)=r?—r+3
Alors Q(z) = A(z — 1)2 + 2z(A+r—r?) =Alx - 1)? +22(r* —r+ 2 +r—r?) = Az — 1) + 2.

V2R, Qz) =+ Alz —1)*]

b) Soit = un élément de [0, 1].
A=1(r?+ (1—r)?) est strictement positif. Par conséquent Q(z) = z + A(z — 1)2 > 0.

Nous avons vu queA:rz—r—ﬁ—é AinsiA:%—r(l—r) < %

Alors Q) =z + Az -1 <z+i(z—-1)P2 =12z +2> -2z +1) =1 (2> +1) < 3(1+1) =1

Finalement Vz € [0,1], 0 < Q(z) < 1. ’ [0, 1] est stable par Q ‘

Remarque
Ce résultat s’obtient également sans difficulté en remarquant que : Q) est croissante sur [0,1], Q(0) > 0 et Q(1) =

) Vn €N, Upi1 —up = Qup) — Up = Ay — 1)220. Vn €N, upiq = up. ’ (un)n>0 est croissante ‘

Comme ug = 0 et que [0, 1] est stable par @, une récurrence tres simple montre que:Vn € N, u,, € [0,1].
La suite (un)n>0 est alors croissante et majorée donc convergente.

Notons ¢ sa limite. Vn € N, u,41 = up + A(u, —1)? donc £ = £+ A(f —1)2. Al —1)? = 0.

A étant strictement positif, (¢ — 1)? est nul et ¢ vaut alors 1. ’ La suite (up)n>0 converge vers 1 ‘

a) Soit n dans N et  un réel (positif ou nul). G, est convexe sur R* donc:

Gpllar+1-1r)*] + % Gpl(x —zr +71)?] = Gpi1(2).

N =

1 1
G, [2 (mr+1—r)2—+—§ (x—ar+7)%| <
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Observons que: 2 (zr+1-7)2+ 1 (@—ar+r)?2=1(ar+1-r)2+3 (z(1-7r)+7)2

Donc & (zr+1—-7)24+3 (z —ar+7r)? =

5 5 ((7“2 +(1- r)Q)xz +4r(1—r)z+7r2+ (1 - 7")2).

SIS

Ainsi % (xr +1—7)%+ % (x —ar+71)2 =3 (2422 + 4r(1 —r)x + 24) = Q(x).

N[

Alors G, (Q(z)) < Gpya1(2). |Vn €N, Vo € R, G, (Q(z)) < Grya(z) |

Remarque  Cette formule vaut pour tout reél x.

b) Soit n un élément de N. Posons pour tout & dans [1,7n + 1], tx = Gr(un+1-1) et montrons que la suite (tx)reqr,n1]
est croissante.

Soit k un élément de [1,n]. tx+1 = Grr1(un—i) = Gk (Q(Un—k)) = Gr(Un—kt1) = tk-

Ceci acheve de montrer la croissance de la suite (fx)re[1,n+1] €t autorise a écrire que :

Gn+1(0) = G,H_l(UQ) = tn—i—l 2 tl = Gl(un) ’ Vn S N, Gn+1(0) 2 Gl(un) ‘

HIJ? u, = 1. Comme G est continue en 1, hr—? Gi(u,) =G1(1) = 1.

De plus, Vn € N, Gy (un) < Gny1(0) = P(F41 = 0) < 1. Alors par encadrement on obtient: lim P(F,+; =0)=1.

n—-+4oo

Ainsi lim P(F, =0)=1.

n—-+00

Rappelons que la suite ({F,, = 0}),>0 est croissante (au sens de linclusion). Le théoréme de la limite monotone

+oo
indique alors que P <U {F,=0}| = lim P(F,=0)=1.
ne0 n—-4o0o
+oo
L’événement (U {Fp, = O}) est donc quasi-certain. ’ 1l est quasi-certain que le joueur soit ruiné. Tragique! ‘
n=0

a) Soit n un élément de N. Vz € R, Gpy1(2) =pGp[(zr +1—1r)%] + (1 —p) Gu[(z — ar +1)?].

En dérivant il vient : Vo € R, G, (z) = p(2r(zr+1-7)) G}, [(ar+1—r)?]+(1—p) 2(1—r)(z—zr+71)) G, [(x—27+7)?].
En faisant # = 1 on obtient G, (1) = 2pr G;,(1) +2(1 —p)(1 —7) G}, (1) = 2[pr + (1 = p)(1 — )] G;,(1) = B x G/, (1).
Soit encore E(F, 1) = B x E(F,).

(E(Fn))n>0 est une suite géométrique de raison B | On a alors ’ VneN, E(F,)=aB" ‘

b) Notons que:2p=1—-2p', 2r =1—-2¢", |p/| < % et |r'] < %
Alors B=2[pr+ (1—-p)(1—r)]=4pr+2—2p—2r=(1-2p ) (1 —2r") +2p' + 20" = 1 + 4r'p’.
Ip'| < 5 et || < 5 donc |p'r'| < &+ Ainsi =1 < 4p'r/ <1let0< B <2.

Sip/r’ <0:0 < B <1 et lasuite (E(F,)), ., converge vers 0.

>0

Sip'r’ =0:B =1 et la suite (E(Fn))n est constante et converge vers a.

>0

Sip'r’ > 0:B > 1 et la suite (E(Fn))n>0 a pour limite 400 et donc diverge.

Si (1/2—p)(1/2 —r) < 0:la suite (E(F,)) converge vers 0 |.

n=0

Si (1/2=p)(1/2 —r) = 0:la suite (E(F,)) est constante et converge vers a |.

n>0

Si(1/2—p)(1/2 —r) > 0:1a suite (E(Fn))n>0 a pour limite 400 et donc diverge |.

¢) Soit n dans N. 0 < 1 — P(F, =0) = 3. P(F, = 2k) <
k=1 k

Q

n

g/

(2k)P(F, = 2k) = B(F,).
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VneN, 0<1— P(F,=0) < E(F,). Il est alors clair que:

si la suite (E(Fn))n

converge vers 0, la suite (P(Fn = 0))n>0 converge vers 1 |

>0

a) Soit n dans N

Rappelons que: Vo € R, G, 1 (z) = p(2r(zr+1-7)) G, [(azr+1-7)?] + (1—p)(2(L—r)(x —ar+71)) G, [(x —ar+71)?].

En dérivant on obtient :
Vo € R, Giy(z) =p(2r?) G, [(ar + 1 —r)?] + p2r(zr + 1 — )2 G [(zr + 1 —7)?]+

1-p)21-r)?a), [(m —ar+ 7“)2] + (1 =p)2(1—r)(z—ar+r)>G! [(m —xr + ’I“)Z].

On faisant z = 1 il vient : G/ (1) = 2[pr? + (1 — p)(1 — 7)?] G, (1) + 4[pr? + (1 — p)(1 — r)?] G2(1).

] VneN, G/, (1) = 24G,(1) +4AG(1) \

b) Soit n un élément de N. G}/ (1) =2AG, (1) +4AG)(1).
Rappelons que E(F,) = aB" donc 2G/,(1) = E(F,) = aB™. Ainsi G}, (1) = aAB™ +4A G/ (1).

ad | 44

En divisant par B™*! on obtient : v,.1 = B + - Un-

Ainsi ’ (vn)n>0 est une suite arithmético-géométrique ‘

¢) Commencons par remarquer que vo = G4(1). Comme Yz € R, Go(x) = 272, vy = GY(1) =

Distingons alors deux cas.

A
e Supposons que B = 4A. La suite (vy,)n>0 est arithmétique de raison % = %
B a al@a—2) a  ala—2+n)
VHEN, Un—vg+1n—T+Zn—f
-2
Alors | Si B =4A4:Vn e N, G/(1) = wfz” .
e Supposons que B # 4A.
aA 4A aA aA

Soit del. 1 = — + —zcr = . P C= .

o1t  un reel. x B—|—Bx x B_ 1A osons B_iA

. . . . . ala — 2)

La suite (v, — C)p>0 est alors clairement géométrique de raison 53 et de premier terme vy — C = — C.

o _ (4AN" (a(a—2) B 4AN\" (a(a —2)
Ainsi Vn € N, vn—C—(B> ( 1 —C’).DochneN, vn—C'—i—(B) ( 1 - C).

Alors Vn € N, G(1) = v,B" = CB" + <“(“42) - c) (4A)™.

Finalement | Si B # 4A:VYn €N, G(1) = BiAélA B" + (a(a4— 2 _ BiAZLA) (4A)™ |

Remarque
1
B = 4A si et seulement si:p=2(1—r) (r - )

2
a)p:TZ%doncl—pzl_rzg

1 8
Alors A=p* +(1-p)® = — + —

B 1 1 4] 10
o7 21 3

100
b) 2 2 1 _ 2 2 = . t 82 .
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A:E,B:EetBQ:@
3 9 81

aA  3a ; a(@a=2)  aAd  a(a—2) +37(1 ~ala+4)

B—44_ 2% 1 B—4A 4 2~ 4
A ala —2) aA
7(1) = —"=_pr - 44)"
el G =57y +< 1 B—4A)( )
4) (4\"  3a (10\"
Par conséquent :Vn € N, GIh(1) = % (3) — ?a (9) .
10 4 3 10\" 4) (4"

0< 9 < 3 donc la suite de terme général _?a (9) est négligeable devant la suite de terme général a(aT+) (3) .

o +4) [4\"
Ainsi G1(1) ~ AT (1)

insi G, ( )n_>+oo 1 3
Rappelons que:Vn € N, V(F,) = 4G/ (1) + 2E(F,) — (E(Fn))2

4\" 10\" 100\"
AGN(1) ~ ala+4) (=) ,2B(F,) =2aB" =2a (=] et (E(F,))* =B =a®— ) .
10 100 4

Not g g

oonsqueO<9<81<3

Ainsi les suites de termes généraux 2E(F,) et (E (Fn))2 sont négligeables devant la suite de terme général 4G (1).

Alors V(Fy) ~ 4G"(1) ~ afa+4) (;‘)n VIE) ~ ala+4) (;1)”

n— 00 n— 00 n—-—+oo

b) Montrer que la suite de terme général P(F,, < 2%a) converge vers 1 revient 4 montrer que la suite de terme général
P(F, > 2%a) converge vers zéro car P(F, < 2%a) =1— P(F, > 2%a).

Soit 7 un élément de N. P(F, > 2%a) = P(Fn —B(E,) > 2%a — E(Fn)>.

Observons que:a2% > a(10/9)" = E(F,) car 23 > 10/9 et a > 0; donc 25a — E(F,)) > 0.

Alors {F,, — E(F,) > 2%a— E(F,)} C {|F,, — E(F,)| > 2%a — E(F,)}. La croissance de P fournit ainsi :
P(F, > 2%a) = P(Fn _B(F,) > 2%a— E(Fn)> < P<|Fn —B(F,)| > 2%a - E(Fn)).

n V F
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne: P(F,, > 24a) < (Fn)
(ﬁa — E(F, ))

5 (car 27a — E(F,)) > 0...).

V(Fn)
(ﬁa - E(Fn))2

2%a — B(F,)) = (2V/4)" — a(10/9)". Comme 0 < 10/9 < 2'/4, la suite de terme général a (10/9)" est négligeable
devant la suite de terme général (21/4)".

=0.

Ne reste plus & montrer que: lim
n—-+4oo

Ainsi 2%a — E(F,)) ~ (21/4)n. Ce qui donne encore: (27a — E‘(Fn))2 ~ (21/2)n.
oo

V(F, 4/3)™
Par conséquent (Fn) 5~ ala+4) ( 1//2) n:
<2%a - E(Fn)) n—-+oo (21/2)
4 4/3)" F,
3v/2 > 4 donc 0 < %/?; < 1. Alors lim (a(a + 4) ( 1//?;) n> =0 et donc lim V(Fn) 5 =0.
2 n— -+o0o (2 ) n—-—4oo (2%@ — E(Fn))

Ainsi lim P(F, >2"%a) =0et| lim P(F, <2"%)=1|

n—-+oo n—-+oo




