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Proposition de corrigé par David Meneu
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Exercice 1

Partie 1 : étude d’un exemple

On consideére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 0

A=|-2 3 -2

-1 1 0
1+0+0 0+0+4+0 04+0+0 1 0 0
1. a) Le calcul matriciel donne :  A*=|-2-6+2 04+9—-2 0—-6+0)=|[-6 7 —6
-1-2+0 0+3+0 0—-2+0 -3 3 -2

On remarque donc que A2 = 34 —2I; <= A = 2 — 3A + 2[5 = 03, ce qui signifie que
P(X) = X?—3X + 2 est un polynéme annulateur de A (et il est bien de degré 2).

b) Les valeurs propres possibles de A sont donc les racines de P : on remarque que P(1) = 1-342 =0
et P(2)=4—-6+2=0,donc \; =1 et Ay = 2 sont les deux racines de P (il n’en a pas d’autre
puisqu’il est de degré 2), donc les seules valeurs propres possibles de A.

c¢) Le script Scilab réalisé dans 1'énoncé, donne rg(A — I3) = 1 < 3 et rg(A — 2[3) = 2 < 3 : cela
suggere que 1 et 2 sont bien valeurs propres de A, et d’apres le théoreme du rang :

dimFE;(A) =3 —1g(A—=13) =2 et dimFEy(A)=3—-rg(A—2[;) =1
(en effet, F1(f) = Ker(f — Id) et Ey(f) = Ker(f —21d).)

d) On passe par le calcul pour vérifier les résultats précédents et trouver une base de chacun des
deux sous-espaces propres possibles :

0 0 0
e pour \y =1: A—I3=|-2 2 —2]; les trois colonnes de cette matrice sont propor-
-1 1 -1

tionnelles (voire égales pour la premiere et la deuxieme) et non nulles, ce qui confirme que
rg(f — Id) =1 et que A\; = 1 est bien valeur propre de f. De plus :

x 0
u=(z,y,z) €EKer(f—Id) <—= (A-L)|y| =|0] < —24+y—2=0 <= z=y—=z.
z 0

(les deux lignes du sytéme obtenu étaient proportionnelles). Ainsi :
Ker(f - Id) - {(y - %Y, Z)| Y,z € R} - VeCt((]-a 17 0)7 (_17 07 1))7

et comme les deux vecteurs qui engendrent ce sous-espace propre sont non colinéaires, alors
ils forment une famille libre, et finalement une base de Ker(f — Id).



2. a)

-1 0 0
e Pour \y=2: A-2[3=|-2 1 —2].0On remarque que les deux dernieres colonnes sont
-1 1 =2
proportionnelles entre elles, mais pas avec la premiere, donc : rg(f — 2Id) = 2, et 2 est bien
valeur propre de f. De plus :

x 0 — =
u=(r,y,2) € Ker(f —2Id) <= (A-2L)|y| =|0] < -2z + y — 2z =
z 0 -z + y &~ 2z0=

x=0
<~
{y =2z
Ker(f — 2Id) = {(0,22,2)| z € R} = Vect((0,2,1)).
Ce sous-espace propre est engendré par un seul vecteur non nul : il forme a lui seul une famille

libre, donc une base de Ker(f — 2Id).

D’apres ce qui précdede : Sp(f) = {1;2}, et dim Ker(f — Id) + dim Ker(f — 2Id) = 3 = dim R?,
donc f est diagonalisable et on obtient une base de R? formée de vecteurs propres de f en jux-
taposant des bases de ses deux sous-espaces propres.

Ainsi :

Pour satisfaire aux exigences de 1’énoncé, on utilise le fait qu’on obtient une autre base de
Ker(f — Id) que ((1, 1,0),(-1,0, 1)) en ajoutant au deuxieéme vecteur, le premier : la famille
((1,1,0),(0,1,1)) est encore génératrice de Ker(f — Id), toujours libre donc une base de ce sous-
espace propre. L’ordre des vecteurs n’ayant pas d’importance quant au fait qu’il s’agisse d'une
base de Ker(f — Id), on en déduit que (uq,vy,v9) = ((1, 1,0),(0,1,1),(0,2, 1)) est la base de R?
cherchée.

Soit z = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de R? : les coordonnées de z dans la base (uy, vy, v2) sont
les réels aq, s, az tels que :

(051 = a
T=0Q1 U+ Qg -V + Q3 V9 & a1+ s 4+ 2a3 =
Qo + 3 =

a1 =a
> (a3 =—a+b—cLy<+ Ly—L;— L3
(2t =c
(Ozl = a
— Cay; =a—b+2¢
a3 =—a+b—c

Partie 2 : généralisation

Pour deux entiers n et p tels que n > p > 2, soit £ un R-espace vectoriel de dimension n, et f un
endomorphisme diagonalisable de F ayant p valeurs propres Ai, Ao, ..., A\, deux a deux distinctes.

3. a)

Soit B une base de E dans laquelle la matrice de f est une matrice diagonale D : ses éléments
diagonaux sont alors les valeurs propres de f, donc les \;, éventuellement répétés (autant de fois
que la dimension de 'espace propre associé).

Pour tout entier ¢+ compris entre 1 et p : la matrice D — \; - [,, est une matrice diagonale dont les
éléments diagonaux sont nuls la ou la matrice D avait des éléments diagonaux égaux a \;.
Ainsi, la matrice (D — Ay - I,)(D — Ao - I,) - - - (D — A\, - I,,) est le produit de matrices diagonales :
c’est encore une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les produits des éléments

o



b)

Pour chaque k de [1,p], on définit le polynoéme L; =

4. a)

5. a)

diagonaux de chaque facteur, a la méme place. D’apres ce qu'on vient de voir, chacun de ces
produits contient au moins un facteur nul, donc est égal a zéro : on a bien démontré que

Le relation précédente fournit directement un polynéme annulateur de f : il s’agit du polynéme
Q = (X = M)(X = Ag) - (X = )y).

J?ék

O\
Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n : si i # k, alors Lg(\ | | 3 )\] est le produit de
r =\

J?ék
n — 1 facteurs dont 'un est nul, puisque j prend toutes les valeurs comprises entre 1 et n sauf k,

mais bien <.

Bref: sii#k, Lp(\) =0.

Etsii=Fk: =1"1=1
si i H N
J?ék
La famille (Ly, Lo, . .., L,) est une famille de p vecteurs de R,_;[X]| qui est un espace vectoriel de

dimension p — 1+ 1 = p : il suffit donc de prouver que cette famille est libre, pour démontrer que
c’est une base de R, ;[X].

Soient donc o, g, . .., oy, des réels tels que :
ap Ly +ag- Lo+ +ap- Ly, =0r,_[x].
En évaluant cette égalité de polyndémes en chacun des réels \; (1 < i < p), on obtient :
Ve [l,p], 04 ap Ly(Ax) +0=0 <= o =0,

ce qui prouve que la famille (Ly, Lo, ..., Ly) est libre, et est donc une base de R, 1[X].

Par définition d’une base : pour tout polynéme P de R, ;[X], il existe des réels f1, Bs,..., 05,

uniques tels que :
p
P = Z Bi - Li.
i=1

Les réels f; sont constants, done si on évalue cette égalité en chacun des Ay (1 < k < p), on
obtient :

P
donc effectivement : - VP e R, 1[X]|, P = ZP()\k) - Ly

Si on applique le résultat précédent avec le polynome P = 1 constant égal a 1 : pour tout
ke [1,p], P(Ax) =1 donc :

p

i=1

Pour tout = de E, on vérifie que Li(f)(z) appartient & Ker(f — A\g - Id), en prouvant que son
image par (f — A\x - Id), donne le vecteur nul; or :

(f = M- 1d) o Li(f) = (X = M) L) ( H
%



p

ou @ = H(X — ;) est un polyndéme annulateur de D (voir la question 3.a)) : c¢’est donc aussi
j=1

un polynéme annulateur de f, et par conséquent :

Ve e B, (f—M\-Id)(Ly(f [I (f)(z) = 0,
pors

ce qui prouve bien que Lg(f)(x) appartient & Ker(f — A\g - Id).

p
b) Des questions 4.d) et 5.a), on déduit : ZLl(f) = Id, donc :

Vo € E, fa@:xZE:gux@ ou Vi € [1,p], Li(f)(x) € Kex(f = X, - Id).

Il s’agit donc bien d'une décomposition de chaque vecteur x de F sur la somme directe
é Ker(f — Mg - Id), et méme de la décomposition de = sur cette somme directe, puisqu’elle est
u;lique.

6. Avec I'endomorphisme f de la partie 1 : n =3, E = R3, p = 2 et les deux polynémes L, et L, sont :

X — Ay X -
A W té 2= N

Pour tout = (a,b,c) € E, on a alors :

o Li(f)(z) = (2Id — f)(z), qui est représenté matriciellement dans la base canonique de F par

a 1 0 O a a
@L—A) (b =[2 -1 2| [6]=20—b+2
c 1 -1 2 c a—b+2c
a 0
o Ly(f)(z) = (f—1Id)(z) qui est représenté matriciellement par (A—1I3) | b | = | —2a + 2b — 2¢
c —a+b—c

Il reste a vérifier que :
Ly (f)(x) + La( f)(z) = (a,2a = b+ 2¢,a — b+ 2¢) + (0, —2a + 2b — 2¢, —a + b — ¢) = (a,b,¢) = x
qui s’écrit aussi :
r=a-(1,1,0)+ (a=0+2c)-(0,1,1) + (—a+b—c)-(0,2,1),

ce qui redonne bien la décomposition de & obtenue a la fin de la partie 1.



Exercice 2

Partie 1 : question préliminaire et présentation de deux variables aléatoires

X etT
1
1. a) D’apreés le cours sur la fonction arctangente : Vo € R, Arctan’(x) = T2
x
b) Le nombre Arctan(1) est 'unique réel 6 de ] —g ; g [ tel que tan(f) = 1, il s’agit done de 6 = %
1
Ensuite, la fonction h: x +— Arctan(z) + Arctan(—) est de classe C'* sur ]0;+o00], et :
x
1 1 1 1 1 1 1
Vi >0, h(z)=Arctan’(z) — — - Arct '(—): - - . )
x (x) rctan’(x) 5~ Arctan’( — T2 2 175 140 142
La fonction h est donc constante sur |0 ; +oo[ puisque sa dérivée est nulle sur cet intervalle : il
suffit donc de connaitre la valeur de h en un point de |0 ; +o0o[ : c’est alors celle de h(x) pour tout
x > 0. 1 =
Or d’apres ce qui précede :  h(1) = Arctan(1) + Arctan(1) = 2 x v AL donc :
1 s
Vo >0, Arctan(x)+ Arctan(—) =5
x
c) La fonction Arctan est de classe C! sur R, donc elle admet un développement limité & 1'ordre 1
en 0, donné par la formule de Taylor-Young :
1
Arctan(z) = Arctan(0)+ Arctan’(0)-z+o00(z) = 0+ e +o0o(x), soit Arctan(x) = x+0p(z).
On a notamment utilisé le fait que tan(0) = 0 <= 0 = Arctan(0). La derniere égalité obtenue
signifie bien, par définition, que :
Arctan(z) ~ =
z—0
2. a) La fonction f et continue est positive sur R (Vx € R, 1+ 2% > 0). Comme elle est aussi paire, on
+0o0 “+o0o
a sous réserve de convergence des intégrales : f(t)dt =2 f(t)dt.
—00 0
400 ) 1 A , 1 . 1 7 1
Or: i f(t)dt = ALHEoo ;/0 Arctan’(t)dt = ;(tkinoo Arctan(t) — Arctan(0)) = ;(5 —0) = 5
En effet; par propriété de la bijection réciproque : lim tan(z) = 400 <= tli+m Arctan(t) = g
= —+o00
T—5
+00 2 1
On en déduit que l'intégrale f(t)dt converge et vaut 2 x 3= 1, ce qui acheve de démontrer
que f est une densité de probz;gi)lité d’une certaine variable aléatoire X a valeurs dans R.
b) Pour tout réel x, par définition :

Fx(z) = /_x f)dt = %(Arctan(x)— lim Arctan(B)) = l(Arctan(x)—i-g) = lArctan(ac) + % :

B——o0 ™ ™
En effet : lim tan(z) = —c0 <= lim Arctan(B) = I
™+ B——0 2

-5



3. a)

La fonction ¢ introduite par ’énoncé est positive sur —oo;0] car constante nulle, et positive
sur |0;+o00[ comme produit de deux facteurs strictement positifs (I'invers d'un carré et une
exponentielle), elle est donc positive sur R.

La fonction g est continue sur | — oo ;0[ comme fonction constante, et est continue sur |0 ;+oo]
comme composée et produit de fonctions qui le sont, donc g est continue sur R, sauf peut-étre en
0.

Enfin, sous réserve de convergence :

€T A—+o00 A—+o0 B—0t
B—0*t

+o00o 400 1 A
/ g(t)dt = / —e Vrde = lim [e‘”t} = lim e /4~ lim e/ =1-0=1.
— 0 B

(e}

1 1
En effet, lim —— =0 et lime® = e” = 1, tandis que lim —— = —oco et lim e* = 0.
A—+oo z—0 B—0+ T——00

Toujours par définition de la fonction de répartition : Vo € R, G(z) = / g(t)dt.

—00

Puisque g est nulle sur R, on en déduit sans calcul que G(z) = 0 pour tout z < 0.

Ensuite, pour tout réel x positif :

G(z) = / Cglt)dt = Tim e A
0

B—0t B—0t

Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires associée a X

4. a) Pour tout réel x :

(Mn < CL') = P(maX(X17X27 s 7X7"b) < x)
([X; <2]n[Xy <z]n...N[X, <z]) par définition du maximum
(X1 <) x P(Xy<z)x---x P(X, <z) parindépendance mutuelle des X;

= (F (m))n puisque les X; suivent toutes la méme loi que X

= (%Aretan(x) + %)n

T

b) On pose, pour tout entier n. de N*, ¥, = —M,,. Comme 7 et n sont strictement positifs, alors

n
pour tout réel x :

Gu(@) = P(Ya <) = P(My < 22) = Fu () = (lArctan(@) + 1)".

T T T 2

1I\n
5. a) Sixz =0, alors G,(0) = (5) puisque Arctan(0) =0, et lim G,(0) =0 puisque 0 < 1 < 1.

n—+00
1
In { =Arctan | 2 +l>
Pour = < 0 fixé, on écrit : Gp(x) = e <” () , Ol :
1 1 1
BRC B 0 Iin Arctan(u) = —z, donc lim —Arctan(ﬂ) +-=—+==0,
n—4oo T U——00 2 n—+oo T T 2 2
) 1 nT 1 ) 1 nT 1
donc¢ lim In —Arctan(—) 4+ -] =—-0c0= lim nln —Arctan(—) + = .
n—+00 (e T 2 n——+o0 T T 2
Comme lim e* =0, on en déduit :
Z—r—00

nln lArc an ( £ l)
Vr <0, lim e <” ' (ﬂ)+2 =0= lim G,(x).

n—+oo n—+oo



nw
b) Pour tout réel strictement positif z, — > 0, donc on peut utiliser la formule obtenue a la question
0

1.b) pour écrire :

Gn(x) = (%(g - Arctan(%)) + %)” = (1 - %Arctan(%))n.
enln <1—%Arctan(%))

¢) En passant la encore a la forme exponentielle, pour tout = > 0, G,(z) = ,

ou :
s 1 7 1
lim — = 0 donc lim ——Arctan(—) = —— X Arctan(0) = 0 par continuité de la fonction
n—+00 NI n—+oo T nx ™

Arctangente en 0.

L’équivalent classique In(1 + u) ~, U donne donc ici :
u—>

1 1 1
nln (1——Arctan(l>) ~ nX (——><1> = ——,
s nx n—+oo T nx X

1 s 1
ce qui signifie que : lim nln (1 — —Arctan(—)) = ——, et par continuité de I’exponentielle
T x

n—-+oo nr
sur R :
In { 1— 2 Arctan ( = )
Ve >0, lim e n< warston (%) — %= lim G,(z).
n—-+oo n—+00
e VT siz >0
d) La fonction G : = — , est continue sur | — 0o; 0] et sur |0 ;+o00].
0 siz <0

1
Comme lim —— = —oco et lim e* =0, alors lim G(z) =0= G(0) = lim G(x),
=0t X Z—»—00 z—0* z—0—
donc G est continue sur R.

Les questions précédentes ayant fait apparaitre que : Vr € R, lim G,(z) = G(x), alors on
n—-+o0o

peut effectivement conclure que la suite de variables aléatoires (Y,),en+ converge en loi vers 7.

Exercice 3

Soit un espace euclidien £ de dimension n (n € N*) et B = (ey, eq,...,e,) une base orthnormale de E.

Partie 1 : définition de I’adjoint u* d’un endomorphisme u de F.

Dans toute cette partie, u désigne un endomorphisme de E.
On se propose de montrer q'il existe un unique endomorphisme de F, noté u*, qui a tout vecteur y de
E associé le vecteur u*(y) vérifiant :

Vo € E, (u(a:) 7y> = <$,U*(y)>

1. a) On suppose que u* existe. Dans la base orthonormale B = (e, ey, ..., ¢e,) de E, le vecteur u*(y)
admet la décomposition :

n

w(y) = Y w) ee DY (et whes Y (uled) e

i=1 =1

On a utilisé la symétrie du produit scalaire (x), et la propriété que 1’énoncé donne comme définition
de u* (¥*) dans ce calcul.



b) L’expression précédemment obtenue de u*(y), valable pour tout y € E, dépend uniquement de
u et de y : cela caractérise bien de fagon unique le vecteur u*(y) pour y € E donné quelconque,
donc I'application u*. S’il existait un autre endomorphisme v de E qui vérifie la méme
relation V(x,y) € E?, (u(z),y) = (z,v(y)), alors on aurait, par les mémes calculs que précédem-

ment : Vy € E, v(y) = Z(u(el) ,yye = u*(y), donc v = u*.
i=1
2. a) Soit donc I'application u* : y — Z(u(el) ,y)e;, définie ainsi pour tout y de E.

i=1
n

Pour tout y € E, (u(e;),y) € R donc Z(u(el) ,y)e; appartient bien encore a E.
i=1
Pour tous vecteurs y, z de E et tout réel A :

wNy+z) = (ule) Ay + e
i=1
= Z (Mule:),y) + (ule;), 2)) - ;. par lindarité du produit scalaire
i=1

=\ Z(u(el) LY)e; + ZW(@Z) ,z)e; par linéarité de la somme
i=1

i=1
=X (y) +u'(2),
donc u* ainsi définie, est bien une application linéaire de E dans E : ¢’est un endomorphisme de

E.

n

b) Pour tout vecteur x de E, qui se décompose sous la forme z = Z(m ,e;)e;, alors par linéarité

=1
n

deu,ona: wu(xr)= Z(w ,ei)u(e;) et pour tout y € F :

=1

et d’autre part :

(@, (y)) = (@) (ules), y)e:) = Zw(ei) SORRCRCE

on a done bien :
V(z,y) € B%, (u(z),y) = (z,u"(y)).

On a donc bien démontré I'existence et I'unicité de 'endomorphisme u*, adjoint de u.

Partie 2 : étude des endomorphismes normaux.

On dit que v est un endomorphisme normal quand on a I’égalité :
uwou* =u*ou.
3. Soit f un endomorphisme symétrique de E, vérifiant donc :

V(z,y) e B, (f(z),y) = (z. f(y)).



On a alors, pour tout y de E et d’apres 1.a) :

n n n

) =) (fle) e = (e, f)hei =D (fy),enei = f(y),

i=1 i=1 =1

donc f = f* : f est son propre adjoint, et alors bien sfir, f o f* = f2 = f*o f, donc f est normal.
. Soit u un endomorphisme normal.

a) Par définition de la norme associée au produit scalaire : pour tout x de FE,

lu(@)]] = V{u(@), u@) £ (o, uoul@) E Vo, wouw(@)) L Vi (@), ur@) = |Ju* ()]

On a utilisé la définition de l'adjoint (%) et le fait que u est normal, donc commute avec son
adjoint (xx).

b) De ce qui précede, on déduit la chaine d’équivalences :
r € Ker(u) <= u(r) =0 <= |[u(2)||=0 <= |ju*(2)|| =0 <= u'(z) =0p < z € Ker(u"),

qui prouve bien I'égalité d’ensembles :  Ker(u) = Ker(u*).

. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u, c’est-a-dire : V& € F, u(x) € F.
L’orthogonal de F est alors le sous-espace F* = {y EFE|VxeF, (z,y) = O}.

Soit donc y € F*+ quelconque, alors pour tout x de F :

(u*(y),z) = (y,u(w)) =0 puisque u(r) € F,

ce qui prouve que : Yy € F-, u*(y) € F4, et donc que F'* est stable par u*.
. On suppose que u possede une valeur propre A et on note E) le sous-espace propre associé.

a) Pour tout x € F), on a donc u(x) = X\ -z et puisque u est un endomorphisme normal de F :
Vo € By, wou'(z)=u'ou(z) & u(u*(z)) =v' (A -2) <= u(u'(z)) =X u(2),

ce qui prouve que u*(x) appartient encore a Ey, donc que E) est stable par u*.

b) L’endomorphisme u* admet lui-méme un adjoint, défini & nouveau grace a 1.a) par :

n n

Vye B, () (y) =D (u(e) yhei = > (e uly))e: = uly),

i=1 i=1

ce qui prouve bien ’égalité d’endomorphismes (u*)* = u.

Ainsi d’aprés 5 @ puisque Ey, est stable par u*, alors Ey est stable par (u*)* = u.



Probléme

Partie 1.

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire X prenant
ses valeurs dans [1;n] et on appelle fonction génératrice de X, la fonction G définie par :

VteR, G(t ZP

1. = Z P(X = k) =1 puisque X est une variable aléatoire a valeurs dans [1; n].
2. 1l s’agit d'une question qui demande un peu d’initiative, mais qui reste un grand classique :

La fonction G est dérivable sur R comme fonction polynémiale, avec :

VieR, G'(t ZP = k).kt*™ done E(X) =Y kP(X = k) = G'(1).
3. La fonction polynomlale est dérivable une deuxieme fois sur R, avec :

G"(t) = En: P(X = k).k(k —1)t*72, donc G"(1 Zk ~1)P(X =k) = Zn:k(k ~1)P(X =k)

(le terméC T)/{Ofll" k =1 étant nul, il est indifféremment present ou pas dans la sgr;me).

Le théoreme de transfert assure alors que :

G'1)=E(X(X-1)),et "(1)+G'(1) - (G'(1)) =E(X(X -1)) + E(X) — E(X)?
= B(X* = X+ X) = (B(X))" = B(X*) = (B(X))" = V(X)

Par linéarité de 'espérance et d’apres la formule de Koenig-Huygens.
Partie 2.
On pose, pour tout n de N* : Z — et h, = z”: %

k=1
4. a) Cette question est un grand Cl&SSlque de l'utilisation de I'Inégalité des Accroissements Finis :
la fonction In est de classe C! sur R, avec : Vo € R*, In'(z) = %

Pour tout entier & € N*, I'intervalle [k; £ + 1] est inclus dans R, et comme la fonction inverse
est strictement décroissante sur cet intervalle :

1
Vk € N* Vo € [k k+ 1], Tl < L < T donc d’apres I'inégalité des accroissements finis :
L 1) <n(k+1) — (k) < ~(k+1—k) = —— <In(k+1)—In(k) < -
R <In n(k) < 7. 1S n n(k) < ¢

(on aurait aussi pu travailler avec I'inégalité de la moyenne sur cet intervalle pour la fonction
inverse.)

b) Par sommation des inégalités précédentes lorsque k varie de 1 a n — 1, pour tout entier n > 2 :

1

7
—
3
|

—
3
|

—— <Y In(k+1)—1In(k) <

T =
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e
Il
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<~ u, — 1 <In(n) —In(1) < u, —

S|
g
2

1
ce qui donne bien, séparément, les inégalités :  Vn € N*\ {1}, u, <In(n)+1 et In(n)+ — < uy,,
n

1
donc In(n) + — < w, < lIn(n) + 1.
n

1 U, 1

< <1 , OlL:
nln(n) ~ In(n) * In(n) °4

c¢) Pour tout entier n > 2, In(n) >0 donc: 1+

1 1
lim 1+ =140=1= lim 1+ ——, donc d’apres le théoreme d’encadrement :
n—s+oo  nln(n) n—+oo  In(n)

HETOO ln(n) L= n;\jroo hl(n)

- 1 L .
5. La série 2_2 est convergente comme série de Riemann d’exposant o« = 2 > 1, elle est donc

k>1
convergente, ce qui signifie par définition que la suite (h,)qen- €St convergente.

Partie 3

Dans cette partie, n désigne toujours un entier naturel non nul.

6. Le script suivant permet d’échanger les contenus des variables A(j) et A(p).

n = input('entrez une valeur pour n ')

A= n
p=n
for k = n
j = grand(l,1,'uin',1,p)
aux = A(j)
A(j) = A(p)
A(p) = aux
p = p-
end
disp(A)

7. On considere le script suivant :

m = A(1)

c =

for k = n
if A(k) > m then m = A(k)

c =k

end

end

disp(c)

a) Ce script parcourt tout le vecteur A : deés que la case A(k) contient une valeur supérieure a la
valeur courante de m (initialisée avec la valeur de A(1)), elle devient la nouvelle valeur de m.

On comprend donc que ce script consiste a rechercher la valeur maximale contenue dans le



c)

1

2

vecteur A. Or le vecteur en question représente une permutation possible de ’ensemble des entiers
compris entre 1 et n : son maximum est forcément la valeur n, et c’est celle qui est toujours
rendue par ce script !

En méme temps que la variable m enregistre une nouvelle valeur A(k), la variable ¢ enregistre la
valeur k de la place a laquelle on trouve cette valeur.

On en déduit que la valeur de la variable ¢ affichée a la fin du script, correspond a la place a
laquelle se trouve l'entier n dans le vecteur A.

Les commandes suivantes suffisent pour réaliser exactement le méme travail :

¢ = find(A == n)
disp(c)

8. Sin =1, la boucle for n’est pas exécutée dans le script et la variable ¢ n’est affectée qu'une fois
avec la valeur 1; on en déduit que X, est la variable certaine égale a 1.

9. a)

Apres permutations de tous les entiers compris entre 1 et n, la valeur n peut se trouver a n’importe
place entre les numéros 1 et n. Cet entier peut étre précédé d’'un nombre d’entiers dans ’ordre
croissant égal a n’importe quelle valeur 7 comprise entre 0 et n — 1, ce qui garantit que la variable
c sera réévaluée k = j + 1 fois, ce qui prouve bien que X,,(Q2) = [1;n].

P(X, = 1) est la probabilité que I’entier n se trouve en premiere position a l'issue de la permu-

tation des n entiers : il y a (n — 1)! permutations qui commencent par l’entier n, et comme toutes
n—1)! 1
les permutations sont supposées équiprobables, alors P(X, = 1) = (—') = —.
n! n
P(X, = n) est la probabilité que la variable ¢ soit réaffectée n fois : cela ne se produit que si
chaque nouvelle case explorée du vecteur A définit un nouveau maximum provisoire (par rapport a

toutes les valeurs explorées précédemment) : il n’y a qu'une seule permutation qui convienne, celle

1

ou les entiers de 1 a n sont rangés dans leur ordre initial croissant! Ainsi :  P(X, =n) = -
n!

1
Pour n = 2, X5(Q2) = {1,2}, les deux formules précédentes donnent : P(Xy, = 1) = 5 et

1
P(Xy=2)= 5 également.

—_
—_

Pour n =3, X3(Q2) ={1,2,3};ona P(X3=1) = 3 P(X3=3)=— =

6-2—-1 3 1
Les événements ([An =n|,[A, < n]) forment un systéeme complet d’événements, avec lequel la
formule des probabilités totales donn pour tout n > 2 et tout j € [2;n] :

P(X, =j)=P(A, =n).Pa,—n)( Xy = j) + P(An <n).Pa,<n( Xy = J)

Sachant [A,, = n] réalisé : les n — 1 premiers entiers non nuls occupent les n — 1 premiéres places
du vecteur A; il y aura forcément une derniere affectation de c a la fin de la boucle pour donner
a c la valeur n ; auparavant, en parcourant les n — 1 premieres places, elle aura été affectée j — 1
fois en tout, ce qui justifie que : P, (X, =J) = P(Xp-1 =37 — 1).

Sachant [A,, < n] réalisé : la variable m aura pris la valeur n avant d’arriver a la derniére place du
vecteur A, la variable ¢ prendra donc une derniere valeur strictement inférieure a n et ne changera
plus de valeur au cours du dernier tour de boucle, ce qui justifie

que P[An<n](Xn = ]) =< P(anl = ])

Par ailleurs, P(A,, = n) est la probabilité que la permutation contenue dans A voit 'entier n a la

—1)! 1 -1
—(n ') :—etP(An<n):n
n: n

n-ieme place, donc P(A, =n) = , ce qui justifie que :

1
¥n > 2, Vj € [2n], P(Xp=k) = —P(Xp1=j-1)+



d)

10. a)

La relation précédente permet de calculer par récurrence la loi de X, grace a celle, connue, de
Xs.

1 1 1
On connait déja les valeurs particulieres P(X, = 1) = 2 et P(Xy=4)= 1= g par ailleurs :
1 3 11 31 249 11
P(Xy,=2)=-P(X3=1)+-P(X5=2)=--4+-—o= —— = —;
(X4 ) 4(3 )+4(3 ) 43+42 21 27’
1 3 11 31 3+3 1
P(X,=3)=-P(X3=2 PX3=3)=--4-==—— =-
(Xy=3) = gPXe =2+ P =3) = 10+ 15 = o1 ~ 1
La somme des 4 probabilités de la loi de X, vaut bien 1.
Lorsque j = 1, le membre de droite de la question 9.c) donne :
1 -1 -1 1 1
—P(X,-1=0) n (Xp1=1)=0+ S S qui est bien égal & P(X,, = 1), donc
n n n—1 n
la formule est encore vraie pour j = 1.
En reprenant la question 9.c), valable pour tout j compris entre 1 et n, par t/ et par sommation
de la relation pour j variant de 1 a n, on obtient pour tout n > 2 et tout réel ¢ :
~ 1 n—1
G = J =) = —J 1= | — J 1 = ]
W) =D PNy =) =Dt P(Xay = =1) + =+ P(X, 1 =)
7j=1 7=1
-1 n—1 n
Z (X = k) + = S P P(X s = )
k: Jj=1
" n—1 n—1 n—1
== *P(X,_ = k) + Y HP(X, =j) car P(X,_1 =0) = P(X,.1=n)=0
n n -
k=1 7=1
t n—1 t+n—1
Gn(t) = EGn—l(t) + Gn—l(t) = TGn—l(t) (*)
On peut par exemple par récurrence, démontrer la relation demandée ; pour n € N*, soit P(n) :
77G H t+]
=0
10
Pourn=1:G(t)=t'P(X;=1) = 1—H t+j) =t, donc P(1) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain n € N*, et montrons qu’alors P(n + 1) est encore
vraie.

|
—

n

1 ‘
— () [T +5) =

—_

t+n
n+1
P(n + 1) est vraie si P(n) Vest.
La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N*, d’apres le
principe de récurrence.

Pour tout réel t : G,11(t) =

Gn(t) =

H t+7), donc
(n+1H4

.
Il
=)

11. Par dérivation terme a terme de la relation (x), on obtient, pour tout entier n > 2 et tout réel ¢ :

, 1 t+n—1
Gi(t) = —Guoa(t) + ————Cl (1)

n

En évaluant alors cette relation en ¢ = 1, on obtient la relation valable pour tout n > 2 :

1 1
G,n<1) - ﬁGn—l(l) + Gln—l(l) — En = E + En—l

13 © /q:ajoﬁ,ﬁefpw



1
En écrivant cette relation : E,, — E,,_1 = —, on obtient :
n

n n 1
ZEk—Ek_1:ZE — B,—FE =u,—1 < E, =u, puisque £, = 1
k=2 k=2
12. Recherche d’un équivalent de V,.

a) En dérivant une deuxieme fois la relation (x), on obtient, pour tout n > 2 et tout t € R :

" 1 ! 1 !

t+n—
_n

1 "
Gn—1<t>

n

2
qui donne pour t =1: GI(1) = EG%_I(U + G _,(1), et donc

Vo= GU1) + Go(1) ~ (Co(D)” = Gos(1) + 2 Eat By (B,

2 1 1
- n—l_En—1+(En—1)2+_En—1+En—1+__(En—l+_)2
mn n n
2 1 2 1
=Vor +(Bno1)?* + =By 1+ = (B0 2B, — =
nl+(n1)+nn1+n ( 1) TL 1 n2
1 1
Vn_Vn—lz___2
n n

b) Par sommation de I’égalité précédente, on obtient pour tout entier n > 2 :
zn:V—V —zn:l—i:)‘/—v—il—zn:i@v—u —h
£ k k—1 s L k’2 n 1 s 2 s k’2 n n n

puisque Vi = 0, étant donné que X; est une variable certaine.
¢) On a vu que u, ~ In(n), et (h,) converge donc est négligeable devant u, qui tend vers +oo
n——+0oo

comme In(n), de sorte que :

Vi =tup+o(u,) <=V, ~ In(n)

n—-+o0o



