MATHEMATIQUES - EMLyon E 2022

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour My%ﬁ??ﬁ/

EXERCICE 1

Dans tout Iexercice, p désigne un réel de ]0; 1] et on pose ¢ =1 — p.

Toutes les variables aléatoires considérée dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

On considere en particulier une variable aléatoire X a valeurs dans N, dont la loi est donnée par :

VkeN, P(X =k)=¢p=(1-pp

PARTIE A :

1. Soit donc Y = X + 1 : comme X est a valeurs dans N, alors Y est a valeurs dans N*, et :
VeeN, PY=k)=P(X+1=k=PX=k—-1)=(1—p)*'p  puisque k —1 € N.

On reconnait ainsi que Y suit la loi géométrique de parametre p.

2. D’apres le cours sur la loi géométrique, Y admet une espérance et une variance qui valent :

La linéarité de I'espérance et les propriétés de la variance assurent alors que X =Y — 1 admet elle
aussi une espérance et une variance, qui valent :

BX)=EY)-1=t-1=2"2_1 o yvix)=v()=2

P P P p?

3. La fonction Scilab qui suit fait partie des scripts au programme, a savoir retrouver le moment venu :
le but est de simuler le temps d’attente d’'un premier succes de probabilité p, Y étant alors le nombre
d’essais réalisés.

function X = simule X(p)

Y = // on fait toujours au moins un essai
while rand() > p . // cet événement est de probabilité 1-p
Y=Y+ // tant qu'on a échec, on continue

end
X=Y - // on a simulé Y, on en déduit X = Y -



PARTIE B :

4. La fonction suivante simule n parties : pour chacune d’entre elles, ’énoncé suppose que le joueur
mise toute sa fortune, représentée par les variables aléatoirs successives Zg = 1,21, Zo, ..., Zy.
A chaque partie, la variable Z représente donc le nombre de jetons introduits dans la machine; et
pour chaque jeton introduit, la valeur rendue par une nouvelle simulation de la variable X du script
précédent, correspond au nombre (potentiellement nul) de jetons renvoyés en échange. On comprend
ainsi la présence d’une double boucle for :

function Z = simule_Z(n,p)

7 =
for i = n
s = // & chaque nouvelle partie le joueur joue tous ses jetons
for j = Z
s = s + simule X(p) // chaque nouvelle fournée de jetons rendus
end // s'ajoute a ceux déja possédés dans la partie
Z=s // le nombre final de jetons définit la mouvelle valeur de Z
end
endfunction

On définit, pour tout n de N, u,, la probabilité que le joueur n’ait plus de jeton apres n activations de
la machine; ainsi :  Vn €N, w, =P(Z, =0).
On note également R 1’événement : « le joueur finit par ne plus avoir de jeton ».

5. a) A Tinstant 0, on sait que le joueur dispose de facon certaine de Z, = 1 jeton,
donc ug =P(Zy, =0) = 0.
Apres la premiere activation de la machine : le joueur a joué son unique jeton, il peut donc perdre
d’emblée si la machine ne lui renvoie aucun jeton; c’est bien possible car le nombre de jetons
rendus pour un seul jeton joué suit la loi de X, de sorte que :

u =P(Z, =0)=P(X =0) =¢"% =p.

b) Soit n € N : il est clair que si apreés n parties, le joueur n’a plus de jeton a jouer, alors il n’en a
plus jamais par la suite, et notamment il n’en a plus pour jouer la n + 1-ieme partie.
Autrement dit : pour tout n € N, I'événement [Z,, = 0] implique 'événement [Z, 1 = 0].

Cette relation se traduit par l'inclusion :
YneN, [Z,=0]C|[Z,1=0]
Par croissance de la probabilité, on a donc :

VneN, P(Z,=0)<P(Z,;1=0) < YneN, u, < tpyi.

La suite (uy,)nen est donc croissante; mais c’est une suite de probabilités! Elle est donc aussi
bornée par 0 et 1, donc majorée en particulier.
Le théoreme de limite monotone assure alors que la suite (u,)nen est convergente et admet une
limite ¢ € [0;1].
6. L’événement R est réalisé si et seulement si a une certaine partie, la fortune du joueur devient nulle
(et le reste ensuite), donc si et seulement si I'un au moins des événements [Z,, = 0] est réalisé, soit :

R= Do[zn = 0].

Or comme on I’a vu, la suite d’événements ([Zn = O])n oy st croissante pour l"inclusion : la propriété
de limite monotone pour les probabilités assure alors que

P(R) = lim P(Z,=0)= lim u, < P(R) =/

n—-+0o n—-+o00



7. a)

Pour tout entier k de N : Pz (2> = 0) est la probabilité qu’ayant récupéré k jetons apres
la premiére partie, ceux-ci soient tous joués ensuite sans aucun gain pour aucun d’entre eux. En
appelant comme 'énoncé, X1, X, ..., X les gains aléatoires pour chacun des £ jetons joués a la
deuxieme partie, on peut donc écrire :

Piz,—)(Zo = 0) =P([ X1 =0 N [Xo = 0] N--- N [X, = 0]).

Le conditionnement par I’événement [Z; = k] indique en effet uniquement le nombre de jetons
joués a la deuxieéme partie : les comportements de la machine pour ces k£ jetons sont mutuellement
indépendants, et indépendants de ce qui s’est passé avant ; comme les X; suivent tous la méme
loi que X, on a donc :

Pizi—i)(Zo = 0) = P(X; = 0) x P(X5 = 0) x --- x P(X; = 0) = (B(X = 0))" = p" = (u))".

L’énoncé admettait ensuite que plus généralement, Pz, _4)(Zn1 = 0) = (u,)* pour tout n € N et

b)

8. a)

tout £ € N.

On est donc incité ici a écrire la formule des probabilités totales pour le calcul de P(Z,,,; = 0),

avec le systéme complet d’événements ([Z; = k]), .y

+0oo
P(Zpi1 =0) =Y P(Z1 = k) x Piz,_4(Zns1 = 0)

k=0

+oo
= ZIP’(Zl = k) (up)" d’apres a)
k=0

00 +o00
= qup(un)k = pZ(qun)l~€ Z, suit la méme loi que X
k=0 k=0

P p
1—qu, 1—qu,

=p somme d’une série géométrique avec 0 < qu,, < 1

On sait déja d’apres 5. que la suite (u,)nen converge, et on dispose désormais de la relation

de récurrence :  Vn € N, u,, 1 = ; le principe d’unicité de la limite assure alors, par

11— qun
passage a la limite dans cette relation quand n tend vers 400, que :
__»b
1—qgt

Or si on développe la forme donnée par I’énoncé :

= l(1—ql)=p <= 0=ql* —{+p.

—=D)(gl—p)=ql* —pl=ql +p=ql* —(p+q)l +p=ql* —(+p puisque p+q=1.
On a donc bien prouvé ainsi que ¢ vérifie : (¢ —1)(¢gf — p) = 0.
D’apres ce qui précede et la régle du produit nul :

soitl —1=0 <= (=1,s0it ¢f —p=0 < =2
q

1

—<p,doncl—)>1.

2 q

Dans I’équation-produit précédente, la seule solution est alors ¢ = 1, et comme P(R) = /¢

d’apres 6., on peut conclure que :

1
Sip> B alors logiquement ¢ =1 — p <

1
sip> 3 alors P(R) = 1.

1
On suppose désormais que p < 3 Montrons par récurrence que la propriété P(n) : "u, € [0 ; I—?] 7

est vraie pour tout n € N.
Puisque uy = 0, P(0) est vraie.



Supposons P(n) vraie pour un certain entier n € N, et montrons qu’alors P(n+ 1) est encore

vraie.
On a supposé (H.R.): 0 < u, < ]3, donc par opérations successives sur les inégalités :
q
1 1 P
0Z2—qu,z2—p <= 121-quy, 21p=¢g>0=1< —— < -=0<p< ——— =Upy1 &
I qun q 1- qun

On a donc bien prouvé que u, 1 € [O ; B], et donc que P(n + 1) est vraie si P(n) lest.
q

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N, d’apres le
principe de récurrence.

Puisqueogunggpour tout n € N, alors on a aussi 0 < £ = lir}ra ungg, donc P(R) gg <1
. 1 1 P
pulsque:0<p<§:>p<§<1_p:q:>_<1_
q

d) Le point de vue du casino conduit naturellement a chercher la ruine du joueur, aprés un temps
plus ou moins long passé avec des jetons en poche, alors que I'alternative consiste a envisager le
fait que le joueur puisse continuer indéfiniment, a jouer, avec une probabilité non nulle.

On préférera donc s’assurer que P(R) = 1, ce qui équivaut d’apres les questions précédentes au

fait de choisir p > 3

PARTIE C :

On suppose a présent que p > 3

9. L’événement [Z, = 0] signifie que le joueur n’a plus de jeton apres n activations de la machine :
soit il a perdu tous ses jetons a la n-iéme activation, soit il n’en avait déja plus a une activation
précédente (et il aurait alors continué a activer la machine en vain, puisque sans jeton par la suite).

Il y a donc égalité des événements [Z,, = 0] = [T' < nl, donc égalité des probabilités :
VneN, wu,=P(Z,=0)=P(T <n).

On réalise ensuite le raisonnement classique : puisque 1" est une variable discrete a valeurs dans N*,
alors pour tout n € N*: [I'<m|] =[T'=n]U[l' <n|=[T =n]U[T < n—1]. L’union est disjointe,
donc :

VneN, P(IT'<n)=PT =n)+PT<n—-1) < PT=n)=PT<n)—-PT'<n-1)

Soit : VneN* PT=n)=u,—t,1=1—v,) = (1 —vy_1) =Vp_1 — Up.

10. On utilise la relation précédente pour calculer, pour tout N de N* :

N N N N
Zn]P’(T =n)= Zn(vn,l —vp) = Zm}n,l — van
n=1 n=1 n=1 n=1

N-1 N

= (k+1)vk—Zm}n [k =mn—1]
k=0 n=1
N-1 N-1 N

— Un + nv, — Z nvy
n=0 n=0 n=1
N-1

= v, — Nuy apres télescopage.
n=0

4 © fojor igons



11. On suppose dans cette question que p =

N | —

a) La relation de récurrence obtenue en 7.b) s’écrit alors :
5 1
Vn € N, Un+1 = + — Upt+1 = .
1-— §un 2 — Unp
’ 2’ c 2.7 b n 2 3
On peut alors démontrer par récurrence que la propriété Q(n) : "u, = 1 est vraie pour
n
tout n € N.
0

On sait que ug = 0 = ——, donc Q(0) est vraie.

0+1
Supposons Q(n) vraie pour un certain n € N, et montrons qu’alors Q(n+1) est encore vraie.

On sait que :

I wr 1 1 n+1
Unt1 = = n_ 2nt2-n 3

donc Q(n) est vraie si Q(n) lest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est done vraie pour tout n € N, d’apres le
principe de récurrence.
N N—-1

1 1
n+1,et ZnP(T:m:ZnJrl_

n=1 n=0

b) Dans ce cas on a, pour tout n € N* : v, =1 —u, =

N _i1 N
N+1_k:1k N+1

1
Or on sait que la série harmonique diverge : lim — = +00,
N—+o0 — k
tandi N +1 N = 1 N 1
andis que ~ im —— =
1 N—+o0 N—+oo N + 1

N
On en déduit que : NliIE Z nP(T = n) = 400, et donc que T n’admet pas d’espérance.
—+00
n=1

1—u,
P
q

1
12. On suppose maintenant que p > 3 Onpose: VneN, w,= .

a) Pour tout n € N, en repartant de la relation de récurrence obtenue en 7.b) :

I L —p—qun
w :1—un+1: 1—qun: 1 —qu, :q—qun>< q(1 — quy,)
ntl T p p p P—Pqun —pPq 1 —qu, p(l—q)—pqu,

’ q L —qu, Q(l - qun)

_C0uw)  ¢l—un) g l-un g

S -pqun pg(P—wn) PR —un p

b) On vient donc de démontrer que la suite (w,)n,en est géométrique, de raison 9 et de premier
p

1—
terme wo = 5 Yo _ g, de sorte que :
g Yo P
n+1 n+1 n n+1
p p q p p



soits e, 1= (4= (1= (4)™) xu = .=

Onaalors: VneN, v,=1—u, = — = —
T W T
p p
N 1 1 q L
ou puisque p > §,alorsp> 3 > q = — < 1, ce qui implique :
p
n+1 n+1 1-4
g><g) <:>O<1—g<1—(g) — 0 < —— < 1,
p\p p p 1— (%)
p
et qui donne bien :
Vn € N, O<Un<<g>.
p

< 1, et <g> est par
p

¢) Comme on vient de le revoir : puisque p > 5 alors p > ¢ = 0 < 4
p

conséquent le terme général d'une série géométrique convergente.
Le résultat de b) et le théoréme de comparaison des séries a termes positifs assurent alors que la

N
s . . . q . . .
série E v, converge ; comme par ailleurs, lim N (— = ( par croissances comparées (toujours

>0 N—+oc0 p
N
du fait que 0 < £ < 1), donc par encadrement lim Novy = 0, et alors lim nP(T = n)
p N—+o00 N—+o00

existe et est finie.
Cette série a termes positifs, donc aussi absolument convergente, garantit ainsi que 7" admet une

—+o00 N-1
A doale 3 P(T =n) = i n— Nuy.
espérance égale a Zln ( n) G Z v N
Comme on I’a vu en b) : Nlim Nuvy =0, et par passage a la somme dans l'inégalité de 12.b),
—+00
puis a la limite quand N tend vers +o0 :
N-1 N-1 N N-1 N-1 - 1
vn e N, Zvn<2<z—)) :>N1—1>r£oozvn<1vl—l>r£oo <];) 1
n=0 n= n=0 n=0 p
+o00
. L A _ 1
On a bien montré ainsi :  E(T') = ZnIP)(T =n) < T
n=1 p

13. Pour maximiser I'espérance du temps passé au casino, on peut chercher a maximiser son
1

- q
P

Pour cela il faut minimiser le dénominateur 1 — %, donc maximiser le rapport %.

majorant

1
Comme on l’a vu, ce rapport est pour p > 2 compris entre 0 et 1; or la valeur 1 est atteinte par

le quotient si et seulement si g =p <= p = = : c’est la valeur qu’on peut conseiller au casino.

DO | —



EXERCICE 2

a) Soient M = (Z b) et N = (i y) deux matrices quelconques de My (R), ainsi que A et p deux

d t
Aa+ px b+ uy)
onc :

réels quelconques : A+ M + - N =
A+ pz  Ad+ pt

tr(A- M4+ p-N)=(Aa+ px) + M+ pt) = Ma+d) + p(x +t) = Mr(M) + utr(N),
ce qui prouve que 'application tr est bien une application linéaire entre les deux espaces vectoriels
M,(R) et R.
. a b
b) Soit M = (c d) € My(R) :

M e Ker(tr) <= a+d=0 < d= —a,

done Ker(tr) = { (Z _ba) a.b,ce R} _ Vect( (é _01) , (8 é) : (g ?) )

Le noyau Ker(tr) posséde donc une famille génératrice de trois vecteurs; on vérifie que cette
derniére est libre en considérant une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs :

~1O+b~01+-00—00<:>ab—OO<:>—b——()
“\o -1 00/ \o 1)~ \o o ¢ —a) = \0 0 “=rme=n
donc la famille génératrice de Ker(tr) est aussi libre : c’est une base de ce sous-espace, et on a

bien dim Ker(tr) = 3.

2. Pour toute matrice M de My(R) : tr(M) est un réel, donc tr(M).J appartient a My(R)
et f(M)= M + tr(M)J appartient & M5(R) comme somme de deux matrices carrées d’ordre 2.

Soient alors M, N deux matrices quelconques de Ms(R) et A\, u deux réels quelconques :
JOO-M+pu- N)y=AN-M+p-N)+tr(A-M+p-N)J
=AM+ p- N+ (Mr(M) + ptr(N))J  puisque tr est linéaire
= XN(M + tx(M)J) 4 p(N + tx(N)J)
= A f(M)+p- f(N),
donc f: My(R) — My(R) est linéaire : c’est bien un endomorphisme de My (R).
3. Dans cette question uniquement, 1’énoncé considérait le cas ou J = (0 2).

10

a) On construit la matrice demandée de f dans la base B en calculant les images de chacun de ces
vecteurs de base par f :

(L (1) 0 h (1)
SO d) - 0r00- )
A Do)
B Y- 2)



donc la matrice A de f dans la base Best: A=

S = N
O O = O
O = O O
= =N O

b) Les calculs matriciels donnent :

0000 0+0+0+0 0+0+04+0 0+0+04+0 0O+0+0+0
A, = 200 2 done (A—I,)? = 0+0+04+0 0+0+04+0 0+0+04+0 0+0+4+040 —0

1001 0+0+04+0 0+0+04+0 0+04+04+0 0+0+040

0000 0+0+0+0 0+0+0+0 0+0+0+0 0O+0+0+0

c¢) De ce qui précede, on déduit que P(X) = (X — 1)? est un polyndme annulateur de la matrice A.
D’apres le cours, on peut donc affirmer que les valeurs propres de A se situent parmi les racines
de P. Comme sa forme factorisée le montre immédiatement, ce pdlynéme a pour seule racine 1,
qui est donc la seule valeur propre possible de A.

0000
) 2 00 2 . . . J o
On a déja calculé A — I, = 10 0 1| au est clairement non inversible puisqu’elle a (par
0000
exemple) deux colonnes nulles : 1 est bien valeur propre de A, est c’est finalement la seule :
Sp(4) = {1}.

On peut méme directement calculer le rang de A — I : il est égal a 1 puisque deux de ses colonnes
sont nulles, tandis que les deux colonnes non nulles sont égales.

On a donc aussi rg(f — Idy,m®)) = 1, et d’apres le théoreme du rang :
dim Ker(f — Idpymr)) + 18(f — ldapm) = dim My (R) <= dimKer(f — Idp,m) =4—-1=3

Or Ker(f — Iday,r)) est le seul sous-espace propre de f : comme 3 < 4, on en déduit que f
n’est pas diagonalisable.

d) On repart ici de la relation (A — I,)? = 0, qui sous forme développée, donne :
A 2441, =0 4= I, = -A4+2A < I, = A(—A+2L,).
Cette relation assure alors que A est inversible, avec :

1
—2
-1

0

Al = —A421, =

oo~ o
o~ oo
|
)

4. On revient au cas général ou J désigne une matrice non nulle quelconque de My (R).

a) Une matrice non nulle M est vecteur propre de f pour la valeur propre 1 si et seulement si :
f(M)=M <= M+tr(M)J =M <= tr(M)J =0 <= tr(M) =0 puisque J # 0.

Ainsi done:  {M € My(R)| f(M) =M} = {M € My(R)| tr(M) =0} = Ker(tr) :
on a vu a la question 1.b) qu’il s’agissait d'un espace de dimension 3, donc 1 est bien valeur
propre de f, et le sous-espace propre associé E(f) = Ker(f — Id,m®)) est de dimension 3.

b) On caleule directement : f(J) = J + tr(J)J = (1+tr(J)).J; comme J # 0, cette relation prouve
que J est bien vecteur propre de f pour la valeur propre A = 1 + tr(J).



¢) 1. On considere dans cette sous-question, le cas ou tr(J) # 0.

Dans ce cas, A =1+ tr(J) # 1 et on a donc trouvé une deuxiéme valeur propre pour f,
avec dim Fy4¢)(f) = 1. Ainsi, dim Ey(f) + dim Ey o (f) = 4 = dim My(R).

Or d’apres le théoreme spectral, la somme des dimensions des sous-espaces propres de f
ne dépasse pas dim Ms(R) = 4; par conséquent :

o dim Fy(f) +dim Ey 44 (f) = 4 et "'endomorphisme f de M5(R) n’a pas d’autre valeurs
propres que 1 et 1+ tr(J).

e L’endomorphisme f est diagonalisable.
o Ei(f) = Ker(tr) a pour base celle qui a été trouvée a la question 1.b).

+ La matrice non nulle J appartient a Fi () qui est de dimension 1 : (J) constitue une
base de ce sous-espace propre.

ii. On considére dans cette sous-question, le cas ou tr(J) = 0. Soit A une valeur propre de f
différente de 1, et M un vecteur propre associé.

Onadonc: f(M)=X-M <= M+tr(M)J =M.
Deux matrices égales ont la méme trace, et comme I'application linéaire tr est linéaire, on a
alors :

tr(M) + tr(M)ti(;Q = Mr(M) <= tr(M) = Mr(M) < (1 - Ntr(M)=0.

Puisque A # 1 <= 1— X # 0, la régle du produit nul assure alors que tr(M) = 0. Mais cela
signifie alors que M appartient & Ker(tr) = E;(f), ce qui contredit le fait qu’'on a justement
pris M comme vecteur propre de f associé a une valeur propre différente de 1.

On en conclut donc que si tr(J) = 0, alors f n’a pas d’autre valeur propre que 1.

iii. De ce qui précede, on déduit que si J # 0 alors f est diagonalisable, et si tr(J) = 0 alors f
n’est pas diagonalisable, d’ou la condition nécessaire et suffisante :

f est diagonalisable <= tr(J) # 0

5. On sait que f est bijectif (automorphisme de My(R)) si et seulement si 0 n’est pas valeur propre
de f.
o C’est le cas si tr(J) = 0, car alors 1 est la seule valeur propre de f.

o Sitr(J)#0, alors f a pour valeurs propres 1 et 1+ tr(J), et il faut alors éviter que :
1+tr(J) =0 < tr(J) =—1.
On en déduit donc la condition nécessaire et suffisante :

f est bijectif <= tr(J) # —1



EXERCICE 3

PARTIE A :
On considere la fonction f définie sur | — oo; 1] par :
—In(1—-1¢t) .
_— t €] —o0;0[U|0; 1
1 sit=0.

1. La rédaction de cette question se fait en deux temps :

 Sur chacun des intervalles | — co;0[ et |0;1[ : 1 —¢ > 0, donc la fonction f est continue comme
composée, puis quotient de fonctions bien définies et continues.

« Au point ¢t = 0 : on sait que In(1+u) ~, U et Pr% —t = 0 donc In(1—t) . —t, et par conséquent
u— — —

—In(l—t) ~ t <= ZIU =Y st -
t—0 t t—0
. —In(1—1) .
lim ———— = U<= lim f(t) = £(0),

ce qui prouve que f est continue en 0.
On a ainsi démontré que la fonction f est continue sur tout l'intervalle | — oo; 1.

t
2. a) La fonction g : ¢ +— 13 + In(1 —¢) est bien définie et dérivable sur | — oo; 1], avec :

1
1-(1—=t)—t-(-1) -1 1 1 t
Vt E - 7]' ) ! t — = — =
| ool g(t) =12 L i R PR e A D
La dérivée ¢’ est donc du signe de t : elle est strictement négative sur | — oo; 0[, puis strictement

positive sur |0; 1[.
La fonction g est donc strictement décroissante sur | —oo; 0], puis strictement croissante sur [0; 1] :

0
elle admet donc un minimum en ¢ = 0 qui vaut g(0) = -0 +1In(1) = 0.

t
On peut donc conclure que :  Vt €] —oo; 1], ¢(t) = 13 +1In(l —1¢) > 0.

b) Sur chacun des deux intervalles | — 00;0[ et J0;1[ : 1 —¢ > 0 donc f est de classe C' comme
composée, puis quotient de fonctions de référence de classe C!.

La fonction est donc en particulier dérivable sur ces deux intervalles, avec :
—Lt—(-In(1—-1)-1 H-In(Q—1t) g

i e] — o0; 0105 ' () = _ Rl

¢) On a vu que pour tout ¢t €] — co;0[U]0; 1[, g(t) > 0 donc f'(t) > 0 également. La fonction f est
donc strictement croissante sur chacun des deux intervalles | — 00;0[ et |0; 1] : comme elle est
aussi continue en 0, on peut dire que f est strictement croissante sur l'intervalle | — oo; 1].
3. a) Le développement limité suivant fait partie du cours : In(1+wu) =u— %2 + o(u?), pour u dans
un voisinage de 0.
Puisque H% —t = 0, on peut effectuer le changement de variable u = —t dans le développement

limité précédent, ce qui donne :

In(l—1t) = —t —
n(1—1) -

10 © /q:\joﬁ,ﬁefyp\/



b) De ce qui précede, on déduit que pour tout ¢t dans un voisinage de 0, avec ¢t # 0 :

2 2
_m(i_t) :t+ 5 :—o(t) — f(t)=1+%+0(t)‘

On vient donc d’obtenir un développement limité de f a l'ordre 1 au voisinage de 0 : d’apres le

cours, on en déduit donc que f est dérivable en 0, et que f'(0) = 3 puisque c’est le coefficient de
degré 1 dans ce développement limité.

c¢) On sait déja que f est de classe C! sur chacun des deux intervalles | — oo; 0] et |0; 1] : la fonction
f, dérivable en 0, est de classe C! en ce point si et seulement si f’ est continue en 0,

1

AR T / o _ -

soit 11_{%]“ (t) = f(0) = 5
1
On écrit ici le développement limité de T3 en 0 : = =1—u+u®+ o(u?) au voisinage de
— u
1 t
0, donc t:1+t+t2+0(t2):>ﬁ:t+t2+0(t2),
t t? ¢ t) 1

donc ¢(t) = 1—t+1n(1 —t)=t+t*—t— 5+0(t2) o §+0(t2) et f/(t) = % =3 + o(1).

1
On en déduit donc que lir% f'(t) = 3 = f(0) : la fonction f est bien continue en 0, et f est
—

finalement de classe C' sur | — oo; 1].
—In(u)  In(u) 1

4. Lorsque t tend vers —oo, u =1 — t tend vers +o00 et f(t) = ] = X T
u
< .. In(w) . , )
ou lim = 0 par croissances comparées, et lim r =L
u—+oo U u—+oo | — .
On en déduit donc que lim f(¢) = 0.
t——00
Par ailleurs, lim 1 —¢=0% et lim In(X) = —oo, donc par composition lim In(1 —¢) = —oo.
t—1- X—0t t—1—

—In(1—t¢
On en déduit que lim i Gl =400 = lim f(¢).
t—1— t—1—
. Des deux résultats précédents on déduit que la courbe représentative de f admet ’axe des abscisses

pour asymptote horizontale au voisinage de —o0, et la droite d’équation ¢ = 1 comme asymptote

verticale. La tangente au point ¢ = 0 a pour coefficient directeur f/(0) = 3’ et pour ordonnée a
l'origine f(0) = 1. On n’oublie pas non plus que f est strictement croissante et continue sur son
domaine | — oo; 1] :




PARTIE B :

On considére maintenant la fonction L définie sur | — oo; 1] par :

Vo €] —o0;1[, L(z)= /Ox f(6)dt

6. Sous cette forme intégrale, sachant que la fonction f est continue sur | — oo;1[ : L est en fait la
primitive de f sur cet intervalle, qui s’annule en 0.

A ce titre, et sans calcul supplémentaire, on en déduit que L est de classe C' sur | — 00; 1], et que :
Vo e — ool L) = f(z).

7. Etude de L en 1 :

a) Le changement de variable affine w = 1 — ¢ donne :

V(A, B) € /f t)dt = /Mdt_/llB_ln(“)(—du):/ll_A—ledu, CQFD

t a4 1—-u B — U

b) Soit n € N et t €]0; 1[; d’apres la formule pour la somme des termes d’'une suite géométrique, ici

de raison t # 1 :
1 — 75n+1

Ztk e _Ztk

et il suffit alors de multiplier les deux membres de 1’égalité par — In(¢) pour obtenir en effet :

tn+1

—In(t - —t"t In(t
Vn € N, Vt €]0; 1], n(t) = Z ~t*In(t) + T?()
k=0

c¢) Pour tout k de N : la fonction ¢ — —t*In(t) est continue sur ]0; 1] et par croissances comparées,

lim+ —tkIn(t) = 0", donc la fonction se prolonge par continuité en 0, ce qui garantit la convergence
t—0

1
de l’intégrale/ —t"In(t)dt.
0

1
Pour la calculer, on pose A €]0; 1] et on réalise une intégration par parties dans / —* In(t)dt,

en posant : A
wW(t)=—In(t) — J(t)= —%
. tk+1
v'(t) =tF — w(t) = ]

Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0; 1], donc par intégration par parties :

; t*+ 1 In(t) 1! 1 !
/—tkln(t)dt:[——n()] +—— [ t*dt
A A A

k+1 k+1
_Ak—H In(A) 1 [tk—i—l T _ _Ak+1 In(A) .\ 1 - Ak+1
k+1 k+1lk+1)a k1 (k+1)2  (k+ 1)
k41
Or : Ali_)rg1+ m =0 et Ali_%lJr A1 In(A) = 0 par croissances comparées, donc :

1 1
1
k] — 1 / _+k] - -
/0 ¥ In(t)dt Jim ; t* In(t)dt e



enOetenl:

d) Comme suggéré, on calcule les limites de

—t1In(t)
t

—tIn(t 0
 Par croissances comparées, lim —tIn(¢) = 0, donc lim (t) =-=0.
t—0t+ t—ot 1 —1 1
—In(t In(1) —1 —In(1 1
o lim a(t) = lim n(1) = Inft) = In(1) =1In'(1) = = =1 : on a en effet reconnu la limite du
t—=1- t—1 t—1- 1—1 1
taux d’accroissement de In en tg = 1, ou elle est dérivable.
—tIn(t
Ainsi: lim =220 g,
t—1— 1 —1
. —tIn(t) . . . .
La fonction ¢ : ¢ — T Par ailleurs continue sur |0; 1] comme quotient de fonctions de
référence qui le sont, est donc prolongeable par continuité en 0 et en 1, en une fonction continue

 sur

le segment fermé [0;1].

D’apres le cours, dans ces conditions la fonction @ ainsi prolongée est bien bornée sur [0; 1],
donc la fonction de départ ¢ est bien a fortiori bornée sur ]0; 1].

On en tire deux conséquences :
—t" ' In(t) y —tIn(t)

1—t 1—t
sur [0; 1], comme produit de fonctions qui le sont.
Uyt (¢

1
Par conséquent, 'intégrale / 1—t()dt = / t"@(t)dt converge, elle est faussement im-
0 - 0

e La fonction t —

se prolonge elle-méme en une fonction continue

propre en 0 et en 1.

o Le fait que ¢ soit bornée sur [0; 1] signifie par définition qu’il existe deux réels fixés m et M
tels que :

vVt € [0;1], m < @(t) < M, et implique : Vn € N, Vt € [0;1], mt" < t"@(t) < Mt" puisque t > 0.

Les fonctions concernées sont continues sur [0; 1], et 0 < 1, donc par croissance de U'intégrale :

1 1 1 1_tn+1l t M
Vn € N, m/ﬁﬁ</ﬁ%®&<M/ﬂm¢: o </———£%m; .
0 0 0 n+1 0 ]._t n+1

Puisque lim =0= lim , le théoreme d’encadrement assure alors que :
n—+toon 4+ 1 n——+oo N +
1 n+1
—t" " In(t
i [ g g
n—+oo J, 1—1

e) La relation obtenue en 7.b) et les résultats des questions 7.c) et 7.d) assurent que la fonction

—In
/ Adt converge comme somme d’intégrales convergentes, et par linéarité de l'intégrale :
0

1—t
' In(?) SN L+l n(t) = 1 L+ n(t)
N dt = ~t"In(t)dt — 2 dt = dt
N ’,A 1—¢ ;;A n(t) +A 1—t ;;@H&P+A 1—t

1 n+1

—t" T In(t

Puisque lim —n()
n—-+00 0 1—

1 n+1 1 2
dt = 0 et puisque Z m = ]—2 m %, alors le passage
=0 j=1

a la limite quand n tend vers +oo dans 1’égalité précédente, est possible donne effectivement :

—ln
d— = —.
[ a5 -
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=4 _1n(t)

B
f) Comme on I'a vu en 7.a) : V(A, B) €]0; 1%, / ft)dt = / T dt.
A 1-B -
. . ' —In(t) . . .
Puisque l'intégrale T—; dt converge comme on vient de le voir, alors on peut faire tendre

A vers 0 et B vers 1 dans ’égalité précédente :

, B ' —In(t) w2
EL%/A f(t)dt_/o T =

B—1

2 2

B
: o : 7T : m
ce qui assure ainsi que : ggll/o f(t)dt = T = ggll L(B) = e

2
T
On peut donc effectivement prolonger L par continuité en 1 en posant L(1) = e

On note encore L la fonction ainsi prolongée en 1.

8. a) Pour tout z €] — 1;0[, —z €]0; 1] et 2 €]0; 1, tandis que pour tout x €]0;1[, —x €] — 1;0[
et 22 €]0; 1] : la fonction L étant de classe C! sur | —o0; 1], et les fonctions = + —z et z +— 2?

1
étant de classe C! sur R, on en déduit que la fonction K : z +— L(z) + L(—x) — §L(x2) est de

classe C! sur | — 1;0[ et ]0; 1] par composition puis somme de telles fonctions.
Pour tout = €] — 1;0[U]0; 1] :

K'(r) = (a) — I(~a) — 5 - 201/(20) = f{@) ~ [(~) — 2f(s?)

_ —In(1—2z) —In(l+u=) _x—ln(l—xQ)
_—In(l-2)-In(l+2)+m1-2%) —In(1-2)(1+2)+nd-2?

=0

puisque (1 — z)(1 4+ z) = 1 — 2. La fonction K est donc constante sur chacun des intervalles
] —1;0[ et ]O; 1].
Comme L est aussi continue en 0 et en 1 et se prolonge par continuité en 1, alors K est aussi

continue en 0 et se prolonge par continuité en —1 et en 1 : elle est est donc en fait constante sur
tout l'intervalle [—1; 1].

Il suffit donc de calculer la valeur de K (0) par exemple, pour que ce soit aussi la valeur prise
par K (z) sur tout Uintervalle :

K(0) = L(0) + L(0) — %L(O) 0, donc Ve e [~1:1] K(z) =0 <= L(z) + L(—z) = %L(gﬂ).

b) 1l suffit alors d’écrire la relation précédente en x = —1 par exemple; on obtient :
1 1 2
L(-1)+ L(1) = §L(1) — L(-1) = _§L(1> =-7



PARTIE C :

On considére pour finir la fonction ® définie sur I'ouvert | — oo; 0[? par :
V(z,y) €] — 0030, ®(z,y) = L(z) + L(y) — L(~ay).

L’énoncé admet que la fonction ® est de classe C? sur

louvert | — oo; 0%

9. a) En tant que fonction de classe C?, ® admet des dérivées partielles d’ordres 1 et 2 sur l'ouvert
] — 00; 0% : pour tout couple (x,y) de ce domaine,

O (®)(z,y) = L'(z) + 0 — (—=y) L (—zy) = f(z) + yf(—zy)

—In(1l — x) n —In(1+zy) In(l1+2y)—In(l-2x)
T Y —zy N x '

In(l+ zy) — In(1 — y)
y .

R (®)(2,y) =0+ L'(y) — (=)L (—2y) = f(y) + af(—2y) =

b) On résout alors le systéme suivant d’inconnues (z,y) €] —oo; 0[?, pour trouver les points critiques
de & :

01(P)(z,y) =0 In(l+zy) —In(l —z) =0 l+zy =1—x
= —
O2(®)(z,y) =0 In(l4+2y) —In(l—y) =0 42y =1—y

Toutes les simplifications successives ont été rendues possibles du fait que x et y sont non nuls
(car strictement négatifs), et par injectivité de la fonciton logarithme népérien.

On a bien démontré ainsi, que ¢ admet le (—1, —1) comme unique point critique.

10. a) En repartant des expressions des dérivées partielles d’ordre 1 de ® en fonction de f (avant la
forme explicite, donc), on peut plus facilement dériver une fois de plus par rapport aux deux
variables z et y, avant d’évaluer les dérivées partielles d’ordre 2 au point (—1,—1) : pour tout
(z,y) €] — 00; 0P,

07 1(®)(z,y) = f'(2) +y- (=) f'(—zy) = f'(x) — v*f'(—2y)
055(®)(x,y) = f'(y) + a(=2) f (—ay) = f'(y) — 2° f (~ay)
0 5(®)(2,y) = 0+ 1 f(=ay) +y- (—2)f'(—zy) = f(~2y) — 2y f' (—ay) = 95,(P(z,y)
d’apres le théoréme de Schwarz, puisque @ est de classe C2.
On a donc :
07 (@) (—1,-1) = f'(=1) = f'(=1) =0
95 5(®) (-1, -1) = f'(-1) = f'(=1) = 0

1 1
025(®)(—1,—1) = f(=1) = f(-1) = —Z — T =~ (@) - — +In(2) = .
), comme annonceé.
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b) Comme H est une matrice carrée d’ordre 2, on peut utiliser le critére du déterminant pour écrire
les équivalences :

()\ est valeur propre de H) <= H — \- I, n’est pas inversible <= det(H —A- 1) =0

L 4

2

<:>det( 2>:0<:>>\2——:0.

1 1
Les deux solutions de cette équations sont 5 et —5 qui sont donc les deux valeurs propres de la
Hessienne H.

11. Sila fonction ®, de classe C2, présente un extremum local, alors c’est forcément en un point critique,
donc en (—1,—1).

Or en ce point la Hessienne de ® possede deux valeurs propres de signes opposés : elle n’y admet
donc pas un extrémum local, mais un point-selle.

On en déduit que la fonction ® n’admet aucun extremum local sur | — oo; 0[2.

* KX % FIN DU SUJET O
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