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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Ce sujet s'intéressait au problème de la double dépense de bit
oins par un groupe d'individus mal

intentionnés.

Partie I - Deux résultats généraux

Cal
ul d'une probabilité

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espa
e probabilisé, à densité et indépendantes. On note

FX et FY les fon
tions de répartition de X et Y .

On suppose que Y est à valeurs positives et possède une densité fY dont la restri
tion à [0; +∞[ est

ontinue sur 
et intervalle.

Pour tout x ∈ R
+
, on pose H(x) = P([X 6 Y ] ∩ [Y 6 x]).

1. a) Pour tous réels x et y de R
+
tels que x 6 y :

[Y 6 x] implique [Y 6 y], 
e qui en termes d'événements s'é
rit [Y 6 x] ⊂ [Y 6 y],

et don
 [X 6 Y ] ∩ [Y 6 x] ⊂ [X 6 Y ] ∩ [Y 6 y].

La propriété de 
roissan
e de la probabilité assure alors que :

P([X 6 Y ] ∩ [Y 6 x]) 6 P([X 6 Y ] ∩ [Y 6 y]), et prouve ainsi que :

∀(x, y) ∈ (R+)
2, x 6 y =⇒ H(x) 6 H(y)

et don
 par dé�nition, que H est une fon
tion 
roissante sur R
+
.

Comme de plus H(x) est par dé�nition une probabilité, on a : ∀x ∈ R+, H(x) 6 1.

La fon
tion H étant 
roissante et majorée par 1 sur R+, elle admet don
 une limite �nie en +∞,

d'après le théorème de limite monotone pour les fon
tions.

b) La fon
tion H étant 
roissante, on a : lim
x→+∞

H(x) = lim
n→+∞

H(n) où n est une variable entière.

Comme vu pré
édemment : ∀n ∈ N, [X 6 Y ]∩ [Y 6 n] ⊂ [X 6 Y ]∩ [Y 6 n+1], 
e qui signi�e
que

(
[X 6 Y ] ∩ [Y 6 n]

)

n∈N
est une suite 
roissante d'événements.

La propriété de limite monotone pour les probabilités donne don
 :

lim
n→+∞

H(n) = lim
n→+∞

P([X 6 Y ]∩[Y 6 n]) = P

( +∞⋃

n=0

[X 6 Y ]∩[Y 6 n]
)

= P

(

[X 6 Y ]∩
+∞⋃

n=0

[Y 6 n]
)

= P(X 6 Y )

puisque

+∞⋃

n=0

[Y 6 n] est un événement presque-
ertain, étant donné que Y est une variable aléatoire

réelle.

On a don
 bien démontré que lim
x→+∞

H(x) = P(X 6 Y ), et d'autre part :

[X 6 Y ] ∩ [Y 6 0] ⊂ [Y 6 0], don
 0 6 P([X 6 Y ] ∩ [Y 6 0]) 6 P(Y 6 0) = 0 toujours par


roissan
e de la probabilité, et puisque Y est annon
ée à valeurs positives ; ainsi H(0) = 0.

2. Soit (u, v) un 
ouple de réels positifs tels que u < v.
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a) On peut é
rire :

[X 6 Y ]∩[Y 6 v] = [X 6 Y ]∩
(
[Y 6 u]∪[u < Y 6 v]

)
=

(
[X 6 Y ]∩[Y 6 u]

)
∪
(
[X 6 Y ]∩[u < Y 6 v]

)

où l'union est disjointe puisque [Y 6 u] ∩ [u < Y 6 v] = ∅, don
 :

P([X 6 Y ] ∩ [Y 6 v]
)
= P([X 6 Y ] ∩ [Y 6 u]) + P([X 6 Y ] ∩ [u < Y 6 v])

⇐⇒ P([X 6 Y ] ∩ [u < Y 6 v]) = H(v)−H(u)

Par ailleurs, on dispose des impli
ations :

� Si [X 6 u] et [u < Y 6 v] sont réalisés, alors par transitivité de l'inégalité, [X 6 Y ] et
[u < Y 6 v] le sont aussi, don
 :

[X 6 u] ∩ [u < Y 6 v] =⇒ [X 6 Y ] ∩ [u < Y 6 v], don
 par 
roissan
e de la probabilité :

P([X 6 u]∩[u < Y 6 v]) 6 P([X 6 Y ]∩[u < Y 6 v]) ⇐⇒ P(X 6 u)×P(u < Y 6 v) 6 P([X 6 Y ]∩[u < Y 6 v])

puisque X et Y sont indépendantes, 
e qui s'é
rit :

FX(u)×
(
FY (v)− FY (u)

)
6 H(v)−H(u)

� De même si [X 6 Y ] et [u < Y 6 v] sont réalisés, alors par transitivité de l'inégalité, [X 6 v]
et [u < Y 6 v] le sont aussi, don
 :

[X 6 Y ] ∩ [u < Y 6 v] ⊂ [X 6 v] ∩ [u < Y 6 v] et par 
roissan
e de la probabilité :

P([X 6 Y ]∩[u < Y 6 v]) 6 P (X 6 v)×P(u < Y 6 v) ⇐⇒ H(v)−H(u) 6 FX(v).
(
FY (v)−FY (u)

)

par transitivité de l'inégalité, on peut rassembler les deux inégalités en une seule, et en divisant

par v − u > 0 on obtient bien :

FX(u).
FY (v)− FY (u)

v − u
6

H(v)−H(u)

v − u
6 FX(v).

FY (v)− FY (u)

v − u

b) L'expression

H(v)−H(u)

v − u
doit i
i être vue 
omme le taux d'a

roissement de la fon
tion H en

v, ou en u (puisque 
'est aussi égal à

H(u)−H(v)

u− v
).

La restri
tion de la fon
tion densité fY étant 
ontinue sur [0; +∞[, la restri
tion de la fon
tion

de répartition FY à R
+
est de 
lasse C1

sur 
et intervalle, et :

lim
u→v−

FY (v)− FY (u)

v − u
= F ′

Y (v) = fY (v) et lim
v→u+

FY (v)− FY (u)

v − u
= F ′

Y (u) = fY (u)

Comme par ailleurs FX est 
ontinue sur R
+
(puisque X est à densité) : lim

u→v−
FX(u) = FX(v)

et lim
v→u+

FX(v) = FX(u).

Le théorème d'en
adrement s'applique don
 deux fois pour dire que :

� Pour tout v ∈ R+, puisque lim
u→v−

FX(u).
FY (v)− FY (u)

v − u
= FX(v).fY (v) = lim

u→v−
FX(v).

FY (v)− FY (u)

v − u
,

alors

lim
u→v−

H(v)−H(u)

v − u
= FX(v).fY (v)

� Pour tout u ∈ R+, puisque lim
v→u+

FX(u).
FY (v)− FY (u)

v − u
= FX(u).fY (u) = lim

v→u+
FX(v).

FY (v)− FY (u)

v − u
,

alors

lim
v→u+

H(v)−H(u)

v − u
= FX(u).fY (u)
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On en déduit que pour tout x de R
+
, on peut é
rire :

lim
y→x+

H(x)−H(y)

x− y
= FX(x).fY (x) = lim

y→x−

H(x)−H(y)

x− y
,


e qui prouve que la fon
tion H est dérivable en tout point x de R
+
, ave
 :

∀x ∈ R
+, H ′(x) = FX(x).fY (x)


) De tout 
e qui pré
ède, on déduit que :

∀x ∈ R
+,

∫ x

0

FX(t).fY (t) dt =
[

H(t)
]x

0
= H(x)−H(0) = H(x)

puisqu'on a vu que H(0) = 0.

3. Le fait de savoir que lim
x→+∞

H(x) = lim
x→+∞

∫ x

0

FX(t).fY (t)dt existe et est �nie (
ombinaison des résul-

tats des questions 1.a) et 2.
) ), assure que l'intégrale impropre

∫ +∞

0

FX(t).fY (t)dt est 
onvergente,

et le résultat de 1.b) donne bien :

∫ +∞

0

FX(t).fY (t)dt = lim
x→+∞

H(x) = P(X 6 Y ).

4. L'énon
é admettait qu'en utilisant la fon
tion K : x 7→ P([X < Y ]∩ [Y 6 x]), on obtenait de même

(et 
'était admis) que :

P(X < Y ) =

∫ +∞

0

FX(t).fY (t)dt = P(X 6 Y )

On en déduit évidemment que : P(X = Y ) = P(X 6 Y )− P(X < Y ) = 0.

5. Appli
ation aux lois exponentielles.

On suppose que U et V sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponentielles

de paramètres respe
tifs λ et µ, réels stri
tement positifs.

Soit θ un réel positif non nul.

a)

b) Pour tout réel x, d'après le 
ours sur la loi exponentielle :

FX(x) = P(U −θ 6 x) = P(U 6 x+ θ) = FU(x+ θ) =







0 si x+ θ 6 0 ⇐⇒ x 6 −θ

1− e−λ(x+θ)
si x+ θ > 0 ⇐⇒ x > −θ


) La variable aléatoire V véri�e bien, puisqu'elle suit la loi exponentielle, les mêmes propriétés que

la variable aléatoire Y générale qui intervient dans tout 
e qui pré
ède : elle est à valeurs positives

et possède une densité fV : x 7→







0 si x < 0

µ.e−µx
si x > 0

dont la restri
tion à R+ est 
ontinue sur 
et

intervalle. X = U − θ est bien indépendante de V puisque 
'est le 
as de U et V , en appli
ation

du lemme des 
oalitions.

Les formules pré
édentes s'appliquent don
 à X et V et on en déduit que pour tout θ > 0 :

P(U − θ 6 V ) = P(X 6 V ) =

∫ +∞

0

FX(t).fV (t)dt =

∫ +∞

0

(
1− e−λ(t+θ)

)
.µ.e−µtdt
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=

∫ +∞

0

µ.e−µtdt− µ.e−λ.θ

∫ +∞

0

e−(λ+µ)tdt

La première intégrale vaut 1 puisque 
'est en fait la valeur de

∫ +∞

−∞

fV (t)dt. Selon le même prin
ipe

ave
 une loi exponentielle de paramètre λ+ µ, on a :

∫ +∞

0

(λ+ µ).e−(λ+µ)tdt = 1 ⇐⇒

∫ +∞

0

e−(λ+µ)tdt =
1

λ+ µ
, don
 :

P(U − θ 6 V ) = 1−
µ

λ+ µ
e−λ.θ CQFD

Inégalité de Boole

6. On 
onsidère (Bk)k∈N∗
une famille d'événements d'un même espa
e probabilisé.

a) Montrons par ré
urren
e sur N
∗
que la propriété P(n) : ”P

( n⋃

k=1

Bk

)

6

n∑

k=1

P(Bk)”, est vraie pour

tout n ∈ N
∗
.

I. Pour n = 1, en présen
e d'un seul événement don
 : P
( 1⋃

k=1

Bk

)

= P(B1) =

1∑

k=1

P(Bk), don


P(1) est évidemment vraie.

Il est en fait intéressant i
i de s'intéresser au 
as de n = 2 événements : selon la formule du 
rible,

P(B1 ∪ B2) = P(B1) + P(B2) − P(B1 ∩ B2) 6 P(B1) + P(B2) puisque P(B1 ∩ B2) > 0 (
'est une

probabilité).

On va d'ailleurs utiliser 
ela dans l'hérédité :

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N
∗
, et sous 
ette hypothèse, montrons que P(n+1)

est en
ore vraie.

�������������������������������

On 
onsidère don
 l'union

n+1⋃

k=1

Bk, qu'on peut é
rire

( n⋃

k=1

Bk

)

∪ Bn+1.

L'inégalité de Boole démontrée pour deux éléments donne alors :

P
( n+1⋃

k=1

Bk

)

6 P

( n⋃

k=1

Bk

)

+ P(Bn+1)
H.R.

6

n∑

k=1

P(Bk) + P(Bn+1)


e qui donne bien, par transitivité de l'inégalité :

P

( n+1⋃

k=1

Bk

)

6

n+1∑

k=1

P(Bk)

don
 P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

b) On suppose que la série

∑

k>1

P(Bk) 
onverge.

La propriété de limite monotone donne toujours, dans le 
as le plus général :

P

(
⋃

k>1

Bk

)

= lim
n→+∞

P

( n⋃

k=1

Bk

)

, et l'hypothèse faite sur la série permet alors de passer à la limite

dans l'inégalité pré
édente lorsque n tend vers +∞, 
e qui assure en e�et que :

P

(⋃

k>1

Bk

)

6

+∞∑

k=1

P(Bk)
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Partie II - Une 
ompétition entre deux groupes

7. Ave
 les notations fournies par la (longue) introdu
tion de 
ette partie :

a) La variable aléatoire

n∑

k=1

Xk représente le temps total mis par le groupe A pour résoudre les n

premiers problèmes qui lui sont posés.

b) On suppose que X1 = 5, X2 = 2, X3 = 3, X4 = 2, Y1 = 2, Y2 = 2, Y3 = 4, Y4 = 2.

Un dessin aide toujours à bien visualiser le problème :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X1 = 5 X2 = 2 X3 = 3 X4 = 2

Y1 = 2 Y2 = 2 Y3 = 4 Y4 = 2

Les problèmes résolus dans 
et exemple sont dans l'ordre : (Q1, Q2, P1, P2, Q3, P3, Q4, P4), et don
 :

U1 = 0 = U2, U3 = 1 = U4, U5 = 0, U6 = 1, U7 = 0

et on n'a pas assez d'information pour déterminer U8, au 
as où le groupe B s'attèlerait à résoudre

un 
inquième problème qui peut en
ore être �ni avant P4, ou pas.


) Le s
ript S
ilab 
omplété 
i-dessous simule le jeu et pour n, p donnés, a�
he la liste des valeurs

U1, U2, . . . , Un :

1 p = input('p = ')

2 n = input('n = ')

3 q = 1-p

4 U = zeros(1,n)

5

6 sommeX = grand(1, 1, "exp", 1/p)

7 sommeY = grand(1, 1, "exp", 1/q)

8

9 mini = min(sommeX, sommeY) // 
al
ul du premier temps minimal de résolution

10

11 for k = 1:n

12 if sommeX == mini then //si le dernier problème résolu l'a été par le gpe A

13 U(k) = //alors la nouvelle variable U_k prend la valeur 1

14 sommeX = sommeX + grand(1, 1, "exp", 1/p) //et le groupe A résout un

nouveau problème

15 else //sinon le dernier problème résolu l'a été par le

groupe B, et U_k reste nul

16 sommeY = sommeY + grand(1, 1, "exp", 1/q) // et le groupe B résout un

nouveau problème

17 end

18 mini = min(sommeX, sommeY) // 
al
ul du nouveau temps minimal de résolution

19 end

20 disp(U) // affi
hage du ve
teur 
omplet 
ontenant les valeurs U_1,...,U_n

d) Le nombre total Sn de problèmes résolus par A parmi les n premiers problèmes résolus, 
orrespond

au nombre de 1 présents dans le ve
teur U : il est don
 
lair que Sn =
n∑

k=1

Uk, et don
 qu'on obtient

très simplement la valeur de Sn en rajoutant à la �n du s
ript pré
édent, la 
ommande :

disp(sum(U))
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8. Loi de Un.

Dans 
ette question, on démontre par ré
urren
e sur n > 1 que P(Un = 1) = p.

a) Il est 
lair que l'événement [U1 = 1] est réalisé si et seulement si le groupe A a résolu son

premier problème avant que le groupe B ait fait de même, don
 [U1 = 1] = [X1 6 Y1], et
P(U1 = 1) = P(X1 6 Y1) se 
al
ule ave
 la formule obtenue en 5.b) ave
 θ = 0, et en adaptant les

paramètres des lois exponentielles utilisées i
i :

P(U1 = 1) = P(X1 − 0 6 Y1) = 1−
q

p+ q
.e0 = 1− q = p puisque q = 1− p

b) i. Sa
hant [U1 = 1], don
 [X1 6 Y1] réalisé : Y1 − X1 prend alors une valeur positive, et il est

don
 évident que P[U1=1](Y1 −X1 6 x) = 0 si x est un réel négatif.

ii. Soit x un réel positif ou nul :

P[U1=1](Y1−X1 6 x) =
P([U1 = 1] ∩ [Y1 −X1 6 x])

P(U1 = 1)
=

P([X1 6 Y1] ∩ [Y1 6 X1 + x])

p
=

1

p
P([X1 6 Y1 6 X1+x])

Or : P(X1 6 Y1 6 X1+x) = P(Y1 6 X1+x)−P(Y1 < X1) (par une argumentation semblable

à 
elle utilisée en 2.a)), don
 :

P(X1 6 Y1 6 X1+x) = P(Y1−x 6 X1)−P(Y1−0 6 X1) = 1−
p

q + p
e−qx−1+

p

q + p
e0 = p−pe−qx

don
 en divisant par p : P[U1=1](Y1 −X1 6 x) = 1− e−qx
.


) On a ainsi obtenu : P[U1=1](Y1−X1 6 x) =







0 si x 6 0

1− e−qx
si x > 0

, 
e qui 
orrespond à la fon
tion

de répartition d'une loi exponentielle de paramètre q, qu'on interprète 
omme la loi 
onditionnelle

de Y1 −X1 sa
hant [U1 = 1].

Par analogie, en é
hangeant les r�les de p et q, on peut 
onsidérer que la loi 
onditionnelle de

X1 − Y1 sa
hant [U1 = 0] est la loi exponentielle de paramètre p.

d) On suppose que n ∈ N
∗
et P(Un = 1) = p.

Sa
hant que [U1 = 1] est réalisé, et don
 que le groupe A a terminé son premier problème avant

le groupe B : le temps supplémentaire que met le groupe B à terminer son premier problème est

égal à Y1 −X1, et suit sous 
ette 
ondition la même loi E(q) que Y1 sans 
onditionnement : tout

se passe don
 
omme si, après que le groupe A a résolu son premier problème, on "remettait les


ompteurs à zéro", X2 devenant le temps de résolution du premier problème par le groupe A,

Y1 −X1 le temps de résolution du premier problème par le groupe B, X3 le temps de résolution

du deuxième problème par le groupe A, Y2 le temps de résolution du deuxième problème par le

groupe B, et
... Illustration supplémentaire de la propriété d'absen
e de mémoire 
ara
téristique

des lois exponentielles !

Selon 
ette logique, et toujours sa
hant [U1 = 1], le n+ 1-ième problème est résolu par le groupe

A si le n-ième problème résolu après le premier, l'est par le groupe A : en termes de probabilités

et selon 
ette interprétation, on peut bien dire que :

P[U1=1](Un+1 = 1) = P(Un = 1)
H.R.
= p

Une argumentation en tout point semblable pour le 
as où [U1 = 0] est supposé réalisé, voit

X1−Y1 prendre la pla
e de X1 et suivre la même loi exponentielle de paramètre p, pour 
on
lure
que de même :

P[U1=1](Un+1 = 1) = P(Un = 1) = p
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e) La formule des probabilités totales ave
 le s.
.e.

(
[U1 = 0], [U1 = 1]

)
permet de 
on
lure :

P(Un+1 = 1) = P(U1 = 0).P[U1=0](Un+1 = 1)+P(U1 = 1).P[U1=1](Un+1 = 1) = p.
(
P(U1 = 0)+P(U1 = 1)

)
= p.1 = p

Don
 P(Un = 1) = p implique P(Un+1 = 1) et la propriété est héréditaire : 
omme elle est aussi

initialisée à n = 1, elle est don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
d'après le prin
ipe de ré
urren
e, et :

∀n ∈ N
∗, P(Un = 1) = p

9. L'énon
é admettait i
i que les variables aléatoires U1, . . . , Un sont mutuellement indépendantes :

Sn =
n∑

k=1

Uk apparaît dans 
e 
as 
omme la somme de n variables de Bernoulli mutuellement indé-

pendantes et de même paramètre p : Sn suit don
 la loi binomiale de paramètres (n, p).

Soit r ∈ N, on s'intéresse dans les questions qui suivent, à la probabilité ar de l'événement

Ar : � il existe un n > r tel que, lorsque n problèmes en tout ont été résolus, le

groupe A en a résolu r de plus que le groupe B �.

10. a) Il est 
ertain que lorsqu'au
un problème n'a été résolu, le groupe A en a résolu 0 de plus que le

groupe B : lorsque r = 0, l'entier n = 0 > r assure que l'événement A0 est 
ertainement réalisé,

don
 a0 = P(A0) = 1.

b) Si [U1 = 1] est réalisé, alors le groupe A a terminé son premier problème avant que le groupe B ait

fait de même : sa
hant 
e fait, le groupe A a pris un problème d'avan
e, et la probabilité que le

groupe A �nisse par avoir r problèmes d'avan
e sur le groupe B (reformulation de l'événement Ar)

est égale à la probabilité qu'à partir de la �n de la résolution en avan
e de son premier problème,

le groupe A �nisse par prendre (r − 1) problèmes d'avan
e supplémentaires, 
e qui justi�e la

relation : P[U1=1](Ar) = P(Ar−1).

De même, sa
hant [U1 = 0] : le groupe A �nit par avoir r problèmes d'avan
e si et seulement si à

partir de la �n de la résolution de son premier problème par le groupe B, où tout est remis à zéro,

le groupe A a refait son retard et �nit par avoir r + 1 problèmes d'avan
e sur le groupe B (sans


ompter don
 son premier problème résolu), 
e qui justi�e également : P[U1=0](Ar) = P(Ar+1).


) La formule des probabilités totales et le s.
.e.

(
[U1 = 0], [U1 = 1]

)
permettent alors d'é
rire, pour

tout r > 1 :

P(Ar) = P(U1 = 0).P[U1=0](Ar)+P(U1 = 1).P[U1=1](Ar) ⇐⇒ ar = q.ar+1+q.ar−1 ⇐⇒ ar+1 =
1

q
ar−

p

q
ar−1.

d) Au vu de 
ette relation, la suite (ar)r∈N est don
 ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
-

téristique :

x2 =
1

q
x−

p

q
= 0 ⇐⇒ qx2 − x+ p = 0

Cette équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = (−1)2 − 4.pq = 1− 4pq.

Comme 1 − 4pq = 1 − 4p(1 − p) = 1 − 4p + 4p2 = (1 − 2p)2 d'après une identité remarquable

( !), on en déduit que ∆ > 0, et don
 que l'équation admet deux solution réelles, distin
tes ou


onfondues suivant que p = 1/2 ou pas :

� Si p 6= 1/2, il y a alors deux ra
ines :

x1 =
1− (1− 2p)

2q
=

p

q
et x2 =

1 + (1− 2p)

2q
=

2(1− p)

2q
= 1 puisque 1− p = q

Il existe don
 deux réels α et β tels que : ∀r ∈ N, ar = α.
(p

q

)r

+ β.

� Si p =
1

2
, alors l'équation 
ara
téristique a pour unique solution x0 = −

−1

2q
= 1.

Il existe don
 deux réels α et β tels que : ∀r ∈ N
, ar = α + β.n.

Si α et β sont les deux réels auxquels l'énon
é faisait référen
e, alors on n'est pas 
ensé aller plus

loin dans le 
al
ul i
i.
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11. Le 
as p >
1

2
.

� Si p = 1/2 : alors ar = α + β.r : sa
hant qu'il s'agit d'une probabilité, ar est toujours 
ompris

entre 0 et 1, la suite est bornée. Or si β 6= 0, alors lim
r→+∞

α + β.r vaut +∞ où −∞ selon le signe

de β, 
e qui est in
ompatible ave
 le 
ara
tère borné de la suite.

La seule solution est don
 que β = 0, et don
 que ar = α pour tout r ∈ N : la suite (ar)r∈N est

bien 
onstante, toujours égale à son premier terme a0 = 1.

� Par un argument similaire : si p > 1/2, alors q = 1−p < 1/2 < p, don

p

q
> 0 et lim

r→+∞

(p

q

)r

= +∞

dans 
e 
as.

Toujours à 
ause des mêmes propriétés de la suite (ar), on en déduit que dans l'expression de ar
obtenue 
i-dessus, il faut que α soit nul, et don
 que ar = β pour tout r ∈ N : la suite (ar) est
bien 
onstante, toujours égale à a0 = 1.

12. Le 
as p < 1/2.

a) Soit k un entier naturel.

i. L'événement A2k est réalisé si et seulement si le groupe A �nit par avoir 2k problèmes résolus

d'avan
e sur le groupe B : il existe don
 un entier j tel que le groupe B ayant résolu j
problèmes, le groupe A en a résolu j + 2k ; le nombre total de problèmes résolus est alors

2j + 2k = 2(j + k), et on peut é
rire :

A2k =
⋃

j>0

[S2(j+k) = j + 2k]
[i=j+k]
=

⋃

i>k

[S2i = i+ k]

ii. La loi de Sn a été obtenue à la question 9 : 
haque variable S2i suit la loi binomiale de

paramètres (2i, p), don
 :

Pour tout i > k, P(S2i = i+ k) =

(
2i

i+ k

)

pi+kq2i−(i+k) =

(
2i

i+ k

)

pi+kqi−k
.

sa
hant d'ailleurs que si i > k, alors 2i > i+ k et i+ k ∈ S2i(Ω).

iii. On sait que

2i∑

j=0

(
2i

j

)

= 22i = 4i : 
'est une propriété de la somme de tous les 
oe�
ients

binomiaux de la même ligne (i
i 2i) du triangle de Pas
al, qu'on peut aussi voir 
omme un


as parti
ulier de la formule du bin�me de Newton :

2i∑

j=0

(
2i

j

)

=

2i∑

j=0

(
2i

j

)

1j .12i−j = (1 + 1)2i = 22i = 4i.

S'agissant d'une somme de termes tous positifs, 
haque terme est inférieur à la somme de

tous les termes ; et 
omme on l'a déjà remarqué : pour tout entier i > k, 0 6 i+ k 6 2i don


on a bien

(
2i

i+ k

)

6 4i.

iv. De tout 
e qui pré
ède, on déduit que : pour tout entier i > k,

P(S2i = i+ k) 6 4i.pi+k.qi−k ⇐⇒ P(S2i = i+ k) 6 (4pq)i.
(p

q

)k

.

Une étude 
lassique de la fon
tion trin�me p 7→ p(1 − p) = −p2 + p nous rappelle qu'elle a

pour ra
ines évidentes 0 et 1,que sa parabole représentative est "tournée vers le bas" et a

pour sommet le point d'abs
isse α = −
b

2a
=

1

2
et pour ordonnée

1

2
(1−

1

2
) =

1

4
, et qu'on peut

don
 é
rire :
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∀p ∈]0; 1/2[, 0 < p(1 − p) <
1

4
=⇒ 0 < 4pq < 1. La série

∑

i>k

(4pq)i.
(p

q

)k

est don



onvergente, 
omme série géométrique de raison 4pq ∈]0; 1[ : par 
omparaison de séries à

termes positifs, la série

∑

i>k

P(S2i = k + i) 
onverge aussi et :

+∞∑

i=k

P(S2i = k + i) 6
+∞∑

i=k

(4pq)i.
(p

q

)k

=
(p

q

)k

.
(4pq)k

1− 4pq

d'après la formule générale pour la somme d'une série géométrique à partir d'un 
ertain rang

(i
i k).

b) D'après l'inégalité de Boole obtenue à la question 6 :

a2k = P(A2k)
q.12.a)i.
= P

(⋃

i>k

[S2i = k + i]
)

6

+∞∑

i=k

P(S2i = k + i)
12.a)iv.

6

(p

q

)k

.
(4pq)k

1− 4pq

où 
omme on a déjà eu l'o

asion de le dire, pour p < 1/2 on a 0 <
p

q
< 1 et 0 < 4pq < 1, don


lim
k→+∞

(p

q

)k

= lim
k→+∞

(4pq)k = 0, don
 lim
k→+∞

(p

q

)k

.
(4pq)k

1− 4pq
= 0.

Comme une probabilité est toujours positive : ∀k ∈ N, 0 6 a2k 6

(p

q

)k

.
(4pq)k

1− 4pq
= 0 et le

théorème d'en
adrement permet de 
on
lure que

si p < 1/2 alors lim
k→+∞

a2k = 0


) En reprenant le résultat de 10.d), on peut é
rire que : ∀k ∈ N, a2k = α.
(p

q

)2k

+β ; on a toujours,

pour p < 1/2, 0 <
p

q
< 1, don
 lim

k→+∞

(p

q

)2k

= 0 et lim
k→+∞

a2k = β ave
 
ette expression.

Mais on vient aussi de démontrer que lim
k→+∞

a2k = 0, don
 par uni
ité de la limite :

β = 0 et ∀r ∈ N, ar = α.
(p

q

)r

.

La suite (ar) est don
 dans 
e 
as, géométrique de raison

p

q
, et 
omme son premier terme a0 est

égal à 1, alors α = 1 et on a bien :

∀r ∈ N, ar =
(p

q

)r

On a ainsi établi dans les questions 11 et 12 :

∀r ∈ N, ar =







(p

q

)r

si p <
1

2

1 si p >
1

2
.
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Partie III - La blo
k
hain et la stratégie de la double dépense

13. Ave
 les notations de l'énon
é, on 
her
he la loi de la variable aléatoire Tn égale au nombre de

problèmes résolus par le groupe A lorsqu'on pla
e Qn dans la liste des problèmes résolus.

a) Tn(Ω) = N 
ar a priori le temps né
essaire au groupe B pour résoudre n problèmes peut être

arbitrairement grand, et pour tout k ∈ N, l'événement [Tn = k] signi�e :

� que le problème Qn est le dernier problème résolu par l'un des deux groupes, en l'o

urren
e

le groupe B

� et qu'auparavant, le groupe A a résolu k problèmes et le groupe B n− 1 problèmes, pour un

total de n + k − 1 problèmes : 
'est l'événement [Sn+k−1 = k]. Le problème Qn est don
 le

n+ k-ième problème résolu, 
e qui 
orrespond à l'événement [Un+k = 0].

D'où en e�et, l'égalité d'événements : [Tn = k] = [Sn+k−1 = k] ∩ [Un+k = 0].

b) La variable aléatoire Sn+k−1 est la somme des variables aléatoires U1, . . . , Un+k−1, toutes indépen-

dantes de Un+k (admis question 9), don
 par le lemme des 
oalitions, Sn+k−1 est indépendante de

Un+k, et :

∀k ∈ N, P(Tn = k) = P(Sn+k−1 = k)×P(Un+k = 0) =

(
n+ k − 1

k

)

pkqn−1×q =

(
n+ k − 1

k

)

pkqn.

14. a) La formule des probabilités totales appliquée ave
 le système 
omplet d'événements

(
[Tn = k]

)

k∈N

pour l'événement Gn, s'é
rit :

P(Gn) =

+∞∑

k=0

P(Tn = k).P[Tn=k](Gn)

où :

� pour tout entier k > n + 1 : si l'événement [Tn = k] est réalisé, alors au moment où le

problème Qn est mis dans la liste des problèmes résolus, le groupe A a déjà résolu un nombre

de problèmes stri
tement supérieur à n, et par 
onséquent dès l'instant t la 
ondition de

réalisation de l'événement Gn est réalisée, et P[Tn=k](Gn) = 1.
� pour tout entier k 
ompris entre 0 et n : pour que Gn soit réalisé il faut qu'à partir du moment

où le problème Qn a été mis dans la liste des problèmes résolus, il existe un instant auquel le

groupe A a rattrapé son retard de n− k problèmes résolus sur le groupe B et en a résolu un

de plus en
ore par rapport au nombre de 
eux que le groupe B a résolus après Qn ; bref, il

faut que lors de la deuxième étape le groupe A �nisse par avoir n− k+1 problèmes d'avan
es

sur le groupe B. Par indépendan
e des temps de résolution des problèmes, on peut don
 dire

que P[Tn=k](Gn) = P(An−k+1) = an−k+1

Il reste don
 à séparer la somme pré
édente en deux à l'indi
e n, 
e qui permet d'é
rire :

P(Gn) =

n∑

k=0

P(Tn = k).an−k+1 +

+∞∑

k=n+1

P(Tn = k).1 =

n∑

k=0

P(Tn = k).an−k+1 + P(Tn > n + 1)

b) Lorsque p >
1

2
, on a vu que pour tout entier r, ar = 1, don
 dans 
e 
as :

P(Gn) =
n∑

k=0

P(Tn = k) + P(Tn > n+ 1) = P(Tn 6 n) + P(Tn > n + 1) = 1

puisque les événements [Tn 6 n] et [Tn > n+ 1] sont 
ontraires l'un de l'autre.
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) Lorsque p <
1

2
, d'après le résultat de la question 12., on peut é
rire :

P(Gn) = P(Tn > n+ 1) +

n∑

k=0

P(Tn = k).
(p

q

)n−k+1

= 1−

n∑

k=0

P(Tn = k) +

n∑

k=0

P(Tn = k).
(p

q

)n−k+1

= 1−

n∑

k=0

(
n+ k − 1

k

)

pkqn.
(

1−
pn−k+1

qn−k+1

)

= 1−

n∑

k=0

(
n+ k − 1

k

)
(
pkqn − pn+1qk−1

)

15. Une meilleure expression de P(Gn) lorsque p <
1

2
.

Pour tout x ∈ [0; 1] et n ∈ N
∗
, on pose :

un(x) = (1− x)n
n∑

k=0

(
n + k − 1

k

)

xk

a) Pour tout n ∈ N
∗
:

1− un(p) +
p

q
un(q) = 1− (1− p)n

n∑

k=0

(
n+ k − 1

k

)

pk +
p

q
(1− q)n

n∑

k=0

(
n+ k − 1

k

)

qk

= 1−

n∑

k=0

(
n+ k − 1

k

)
(
pkqn − pn+1qk−1

)
= P(Gn)

puisque p = 1− q et q = 1− p, don
 (1− p)npk = pkqn et

p

q
(1− q)nqk = pn+1qk−1

.

b) Pour tout x ∈ [0; 1] et n ∈ N
∗
:

un+1(x) = (1− x)n+1
n+1∑

k=0

(
n + k

k

)

xk = (1− x)n+1
[ n∑

k=0

(
n+ k

k

)

xk +

(
2n + 1

n+ 1

)

xn+1
]

= (1− x)n
n+1∑

k=0

(
n + k

k

)

(xk − xk+1) + (1− x)n+1

(
2n+ 1

n+ 1

)

xn+1

= (1− x)n
[ n∑

k=0

(
n + k

k

)

xk −

n∑

k=0

(
n+ k

k

)

xk+1
]

+ (1− x)n+1

(
2n + 1

n+ 1

)

xn+1

= (1− x)n
[(n

0

)

x0 +

n∑

k=1

((n + k − 1

k − 1

)

+

(
n+ k − 1

k

))

xk −

n+1∑

j=1

(
n+ j − 1

j − 1

)

xj
]

+ (1− x)n+1

(
2n+ 1

n + 1

)

xn+1

Formule de Pas
al à gau
he, 
hangement d'indi
e j = k + 1 à droite

= (1− x)n
[

1 +

n∑

k=1

(
n+ k − 1

k

)

xk +

n∑

k=1

(
n+ k − 1

k − 1

)

xk −

n+1∑

k=1

(
n+ k − 1

k − 1

)

xk

︸ ︷︷ ︸

téles
opage

]

+ (1− x)n+1

(
2n+ 1

n + 1

)

xn+1

= (1− x)n
n∑

k=0

(
n + k − 1

k

)

xk − (1− x)n
(
2n

n

)

xn+1 + (1− x)n+1

(
2n+ 1

n + 1

)

xn+1
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= un(x) + (1− x)n.xn+1
[

−

(
2n

n

)

+

(
2n + 1

n+ 1

)

(1− x)
]

= un(x) + (1− x)n.xn+1
[(2n+ 1

n + 1

)

−

(
2n

n

)

−

(
2n+ 1

n+ 1

)

x
]

un+1(x) = un(x) + (1− x)n.xn+1
[( 2n

n+ 1

)

−

(
2n + 1

n+ 1

)

x
]

formule de Pas
al à nouveau


) De la relation obtenue en 15.a), on déduit que :

P(Gn+1) = 1− un+1(p) +
p

q
un+1(q)

= 1−
[

un(p) + qnpn+1
(
(

2n

n + 1

)

−

(
2n+ 1

n + 1

)

p
)]

+
p

q

[

un(q) + pnqn+1
(
(

2n

n + 1

)

−

(
2n+ 1

n + 1

)

q
)]

= 1− un(p) +
p

q
un(q) +

(
2n

n+ 1

)

.
(
pn+1qn − pn+1qn

)
+

(
2n+ 1

n + 1

)

.
(
qnpn+2 − pn+1qn+1

)

P(Gn+1) = P(Gn)−
(

1−
p

q

)

(pq)n+1

(
2n + 1

n+ 1

)

d) On peut alors montrer par ré
urren
e que P(n) : ”P(Gn) =
p

q
−

(

1 −
p

q

) n∑

k=1

(
2k − 1

k

)

(pq)k”,

est vraie pour tout n ∈ N
∗
.

I. Pour n = 1 : d'après 14.
), P(G1) = 1−

1∑

k=0

(
k

k

)
(
pkq − p2qk−1) = 1− (q −

p2

q
+ pq − p2)

= p+
p2

q
+ pq − p2 =

p(q + p)

q
+ pq − p2 =

p

q
+ pq − p2, et d'autre part :

p

q
−

(

1−
p

q

) 1∑

k=1

(
2k − 1

k

)

(pq)k =
p

q
−

(

1−
p

q

)(1

1

)

(pq)1 =
p

q
− pq + p2, don
 P(1) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N
∗
, et montrons qu'alors P(n + 1) est en
ore

vraie :

������������������������������

P(Gn+1) = P(Gn)−
(

1−
p

q

)

(pq)n+1

(
2n+ 1

n+ 1

)

H.R.
=

p

q
−

(

1−
p

q

) n∑

k=1

(
2k − 1

k

)

(pq)k −
(

1−
p

q

)(2n + 1

n+ 1

)

(pq)n+1

=
p

q
−

(

1−
p

q

) n+1∑

k=1

(
2k − 1

k

)

(pq)k

puisque le dernier terme 
orrespond bien à 
elui de la somme lorsque k = n + 1 ; ainsi, P(n + 1)
est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

16. Appli
ation à la sé
urisation des transa
tions

Connaissant p <
1

2
, on 
her
he à limiter le risque que la stratégie mise en pla
e par le groupe de

mineurs A réussisse.
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a) La formule demandée vient du 
ours, elle est souvent 
onnue 
omme la "formule sans nom", et

se démontre ave
 l'expression expli
ite des 
oe�
ients binomiaux : pour k ∈ J1;nK,

n

k

(
n− 1

k − 1

)

=
n

k
×

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

k

)

La notion de fon
tion ré
ursive n'étant plus expli
tement au programme, on peut se servir de


ette relation en l'itérant :

(
n

k

)

=
n

k

(
n− 1

k − 1

)

=
n

k
×
n− 1

k − 1

(
n− 2

k − 2

)

= . . . =
n

k
×
n− 1

k − 1
×. . .×

n− (k − 1)

1

(
n− k

0

)

=
k−1∏

i=0

n− i

k − i

D'où le s
ript S
ilab, où le résultat voulu est la valeur �nale de la variable p :

1 fun
tion p = binom(n,k)

2 p = 1

3 for i = 0:(k-1)

4 p = p * (n-i)/(k-i)

5 end

6 endfun
tion

b) On utilise alors la valeur de P(G1) et la relation de ré
urren
e entre P(Gn+1) et P(Gn) obtenues

pré
édemment pour 
al
uler le plus petit entier n tel que P(Gn) 6 ε pour p <
1

2
et ε > 0 saisis

au 
lavier par l'utilisateur :

1 p = input('p = ')

2 eps = input('epsilon = ')

3

4 q = 1-p

5 g = p/q-p*q+p^2

6 n = 1

7

8 while g > eps

9 g = g - (1-p/q)*(p*q)^(n+1)*binom(2*n+1,n+1)

10 n = n+1

11 end

12 disp(n)

Pour le plaisir (
e n'était pas demandé), on donne 
i-dessous le s
ript qui permet e�e
tivement

d'a�
her le graphique fourni par l'énon
é :

1 T = [℄

2 eps = 1e-4

3

4 for p = 0.1:0.01:0.32

5 q = 1-p

6 g = p/q-p*q+p^2

7 n = 1

8

9 while g > eps

10 g = g - (1-p/q)*(p*q)^(n+1)*binom(2*n+1,n+1)

11 n = n+1

12 end

13 T = [T,n℄

14 end

15

16 plot(0.1:0.01:0.32,T)
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