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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Pour tout entier naturel n non nul, on dé�nit la fon
tion fn par : ∀x ∈ R, fn(x) =
1

1 + ex
+ nx.

On appelle (Cn) sa 
ourbe représentative dans un repère orthonormé (O,~i,~j) d'unité 5 
m.

1. a) La fon
tion f est bien de 
lasse C∞ sur R, 
omme quotient et somme de fon
tions de 
lasse C∞

(ave
 1 + ex > 0 pour tout réel x).

∀x ∈ R : f ′

n(x) =
−ex

(1 + ex)2
+ n.

∀x ∈ R : f ′′

n(x) =
−ex(1 + ex)2 − (−ex).2ex.(1 + ex)

(1 + ex)4
=

ex(1 + ex)(−1 − ex + 2ex)

(1 + ex)4
=

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
.

b) Les 
al
uls pré
édents prouvent que f ′
n(x) a le même signe que ex − 1.

Comme ex − 1 > 0 ⇐⇒ ex > 1 ⇐⇒ x > 0, la fon
tion f ′
n est stri
tement dé
roissante sur

]−∞; 0], puis stri
tement 
roissante sur [0; +∞[.

Ainsi, f ′
n admet un minimum en x = 0 qui vaut : f ′

n(0) =
−1

(1 + 1)2
+ n = n−

1

4
> 0 
ar n ∈ N

∗
.

On a bien : ∀x ∈ R, f ′
n(x) > 0, don
 fn est stri
tement 
roissante sur R.

2. a) lim
x→−∞

1 + ex = 1 + 0, et n ∈ N
∗
, don
 : lim

x→−∞
fn(x) = −∞ (de la forme ”1−∞”).

lim
x→+∞

1 + ex = +∞, don
 par inverse et somme : lim
n→+∞

fn(x) = +∞.

b) Il est immédiat d'é
rire : lim
x→+∞

fn(x)− nx = lim
x→+∞

1

1 + ex
= 0,

don
 (Cn) admet une asymptote oblique d'équation y = nx en +∞.

De même : lim
x→−∞

fn(x)− nx = lim
x→−∞

1

1 + ex
= 1,

don
 (Cn) admet une asymptote oblique d'équation y = nx+ 1 en −∞.


) La 
ourbe (Cn) admet un point d'in�exion d'abs
isse x0 si et seulement si f ′′
n s'annule et 
hange

de signe en x0 (fn étant de 
lasse C2 sur R).
Au vu des 
al
uls pré
édents, f ′′

n(x) est du même signe que ex−1, qui s'annule et 
hange de signe
en x0 = 0.
On peut don
 
on
lure que (Cn) admet un unique point d'in�exion An, de 
oordonnées :

(
0, fn(0)

)
=
(
0,

1

2

)

On peut aussi dire que fn est 
on
ave sur ]−∞; 0] (
ar ex − 1 6 0 sur 
et intervalle), et 
onvexe

sur [0; +∞[.
Au point d'in�exion, la 
ourbe traverse sa tangente.
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d) Équation de la tangente à (C1) au point d'in�exion, d'abs
isse 0 :

y = f ′

1(0)(x− 0) + f1(0) ⇐⇒ y =
3

4
x+

1

2

0 1 2−1−2

0

1

2

−1

(C1)

3. a) La fon
tion fn est 
ontinue, stri
tement 
roissante sur R, à valeurs dans ]−∞; +∞[ qui 
ontient
0. Le théorème de la bije
tion assure don
 que l'équation fn(x) = 0 admet une solution unique

un ∈ R.

b) Montrons l'en
adrement : ∀n ∈ N
∗, −

1

n
< un < 0.

On ne 
onnaît pas expli
itement un et la seule information exa
te 
onnue est : fn(un) = 0, on

ompare don
 les images :

fn(−
1

n
) =

1

1 + e−1/n
+ n(−

1

n
) =

1

1 + e−1/n
− 1 < 0 
ar 1 + e−1/n > 1, et fn(0) =

1

2
.

Ainsi : ∀n ∈ N
∗, fn(−

1

n
) < 0 = fn(un) < fn(0). La stri
te 
roissan
e de fn sur R permet bien

de 
on
lure :

∀n ∈ N
∗, −

1

n
< un < 0.


) L'en
adrement pré
édent donne, selon le théorème du même nom : lim
n→+∞

un = 0.

d) Par dé�nition, un est le seul réel qui véri�e la relation :

fn(un) = 0 ⇐⇒
1

1 + eun

+ n.un = 0 ⇐⇒ n.un = −
1

1 + eun

Comme lim
n→+∞

un = 0, on 
on
lut que :

lim
n→+∞

−
1

1 + eun

= −
1

1 + e0
= −

1

2
= lim

n→+∞
n.un

Cela donne en parti
ulier l'équivalen
e : lim
n→+∞

−2n.un = 1 ⇐⇒ un ∼
n→+∞

−
1

2n
.
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Exer
i
e 2

On 
onsidère un endomorphisme f de R
3
dont la matri
e dans la base 
anonique B de R

3
est la matri
e

A =





6 10 11
2 6 5
−4 −8 −8





1. a) Les 
al
uls matri
iels donnent :

A− 2I =





4 10 11
2 4 5
−4 −8 −10



 , (A− 2I)2 =





−8 −8 −16
−4 −4 −8
8 8 16



 , A(A− 2I)2 = 03

On en déduit que le polyn�me P (X) = X(X − 2)2 est un polyn�me annulateur de la matri
e A.

Les valeurs propres possibles de A sont don
 les ra
ines de P , à savoir 0 et 2 :

Sp(f) ⊂ {0, 2}.

b) On 
onsidère les ve
teurs u = (2, 1,−2) et v = (3, 1,−2).

Dans la base 
anonique de R
3
, f(u) est représenté par : A





2
1
−2



 =





0
0
0




, don
 f(u) = 0R3

.

De même : A





3
1
−2



 =





6
2
−4




, don
 : f(v) = 2v.

Les deux ve
teurs u et v étant non nuls, 
es résultats prouvent que 0 et 2 sont bien valeurs propres

de f , u et v étant des ve
teurs propres respe
tivement asso
iés.

Finalement : Sp(f) = {0, 2}, 
'est-à-dire que 0 et 2 sont les seules valeurs propres de f .


) Le fait que 0 est valeur propre de f su�t pour 
on
lure que f n'est pas inje
tive, don
 pas un

automorphisme de R
3
.

2. On 
onsidère le ve
teur w = (−2, 0, 1).

a) La famille (u, v, w) est 
onstituée de trois ve
teurs : 
omme dimR
3 = 3, il su�t don
 de prouver

que 
'est une famille libre pour que 
e soit une base de R
3
.

Soient don
 a, b, c trois réels tels que :

a.u+ b.v + c.w = 0R3 ⇐⇒ a.(2, 1,−2) + b.(3, 1,−2) + c.(−2, 0, 1) = (0, 0, 0)

⇐⇒







2a + 3b − 2c = 0
a + b = 0

−2a − 2b + c = 0
⇐⇒







2a + 3b − 2c = 0
2b − c = 0 L2 ← L1 − 2L2

b − c = 0 L3 ← L3 + L1

⇐⇒







2a + 3b − 2c = 0
2b − c = 0 L2 ← L1 − 2L2

c = 0 L3 ← L3 − L2

⇐⇒ a = b = c = 0

La famille (u, v, w) est bien libre, 
'est une base de R
3
.

b) Le 
al
ul matri
iel A





−2
0
1



 =





−1
1
0




montre que : f(w) = (−1, 1, 0).

Un 
oup d'oeil à l'énon
é in
ite à véri�er que : 1.v + 2.w = (−1, 1, 0) = f(w).
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La matri
e représentative de f dans la base (u, v, w) est bien :

f(u) f(v) f(w)
( )0 0 0 u

0 2 1 v

0 0 2 w


) Comme Card
(
Sp(f)

)
= 2 < 3 = dim(R3), la seule façon de 
on
lure i
i est de raisonner sur la

dimension des deux sous-espa
es propres. Le 
al
ul de T permet l'argumentation e�
a
e suivante :

� D'après le théorème du rang :

dimE0(f) = dimKer(f) = 3− rg(f) = 3− rg(T ) = 3− 2 = 1 puisque T a une 
olonne nulle,

les deux autres étant non proportionnelles.

� De même :

dimE2(f) = dimKer(f − 2IdR3) = 3− rg(f − 2IdR3) = 3− rg(T − 2I) = 3− rg









−2 0 0
0 0 1
0 0 0







 = 1,

toujours par
e que 
ette matri
e a une 
olonne nulle et les deux autres sont non-proportionnelles.

Ainsi : dimE0(f) + dimE2(f) = 1 + 1 = 2 < 3, don
 f n'est pas diagonalisable.

3. a) On pose T = D +N , où D =





0 0 0
0 2 0
0 0 2




et N =





0 0 0
0 0 1
0 0 0




.

Le 
al
ul matri
iel donne : N2 = 03, et par 
onséquent, N
k = 03 pour tout entier k > 2.

Les 
al
uls donnent aussi : ND =





0 0 0
0 0 2
0 0 0



 = DN , don
 N et D 
ommutent, et on peut

utiliser la formule du bin�me de Newton :

∀n ∈ N
∗, T n = (N +D)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

NkDn−k =

(
n

0

)

N0Dn−0 +

(
n

1

)

N1Dn−1 = Dn + nDn−1N

b) Comme la matri
e D est diagonale : ∀n ∈ N
∗, Dn =





0 0 0
0 2n 0
0 0 2n




,

et n.Dn−1N =





0 0 0
0 n2n−1 0
0 0 n2n−1









0 0 0
0 0 1
0 0 0



 =





0 0 0
0 2n n2n−1

0 0 2n




.

On peut don
 
on
lure que : ∀n ∈ N
∗, T n =





0 0 0
0 2n n2n−1

0 0 2n




.


) On a réalisé à la question 2. un 
hangement de base qui implique, via la formule asso
iée, la

relation matri
ielle : A = PTP−1
où P =





2 3 −2
1 1 0
−2 −2 1




est la matri
e de passage de la base


anonique de R
3
à la base (u, v, w).
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La matri
e P est bien sûr inversible 
omme matri
e de passage, et la méthode de Gauss donne :

P−1 =





−1 −1 −2
1 2 2
0 2 1





d) On peut i
i rédiger la ré
urren
e habituelle, mais on doit savoir également donner les arguments

suivants, �nalement bien plus e�
a
es !

Comme A = MatBc
(f) et T = Mat(u,v,w)(f), d'après les propriétés de la représentation matri
ielle :

∀n ∈ N
∗, An = MatBc

(fn) et T n = Mat(u,v,w)(f
n), 
'est-à-dire que An

et T n
représentent le même

endomorphisme fn
dans des bases di�érentes.

Et 
omme P est la matri
e de passage entre 
es deux bases, la formule de 
hangement de base

donne bien :

∀n ∈ N
∗, An = PT nP−1

e) Il su�t don
 de terminer le 
al
ul expli
ite en multipliant trois matri
es maintenant 
onnues :

∀n ∈ N
∗, PT n =





0 3.2n 3n.2n−1 − 2n+1

0 2n n2n−1

−2n+1 (−n+ 1)2n





et : An = PT nP−1 =






3.2n 3.2n+1 + 2(3n2n−1 − 2n+1) 3.2n+1 + 3n2n−1 − 2n+1

2n 2n+1 + n2n 2n+1 + n2n−1

−2n+1 −2n+2 − n2n+1 + 2n+1 −2n+2 − n2n + 2n






Soit, en regoupant les termes : ∀n ∈ N
∗, An =







3.2n (3n+ 2).2n (4 + 3
2
n).2n

2n (n+ 2).2n (2 + 1
2
n).2n

−2n+1 −(n + 1).2n+1 −(n + 3).2n






.

Exer
i
e 3

1. La fon
tion x 7→
1

(1 + x)2
dx est bien dé�nie et 
ontinue sur R

+
, et pour tout réel A ∈ R

+
:

∫ A

0

1

(1 + x)2
dx =

[

−
1

1 + x

]A

0

= −
1

1 + A
+ 1. Comme lim

A→+∞
1 −

1

1 + A
= 1, on en 
on
lut que

l'intégrale impropre

∫ +∞

0

1

(1 + x)2
dx 
onverge, et vaut 1.

2. On 
onsidère la fon
tion f dé�nie par : ∀x ∈ R, f(x) =
1

2(1 + |x|)2
.

a) La fon
tion f est tout d'abord bien dé�nie sur R puisque :

∀x ∈ R, |x| > 0 =⇒ ∀x ∈ R, 1 + |x| > 1 > 0.

La parité de la fon
tion valeur absolue sur R donne :

∀x ∈ R, −x ∈ R et f(−x) =
1

2(1 + | − x|)2
=

1

2(1 + |x|)2
= f(x), don
 f est bien une fon
tion

paire.
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b) On véri�e les trois 
onditions pour que f soit une densité de probabilité :

⋆ Comme on l'a vu, la fon
tion f est bien dé�nie sur R, elle est également 
ontinue sur 
et

intervalle 
omme quotient, somme et produit de fon
tions 
ontinues.

⋆ Il est aussi évident que : ∀x ∈ R, f(x) > 0 par positivité de la fon
tion 
arré sur R.

⋆ La parité de f sur R permet de dire que l'intégrale (doublement) impropre

∫ +∞

−∞

f(x)dx


onverge si et seulement si

∫ +∞

0

f(x)dx 
onverge.

Or :

∫ +∞

0

f(x)dx =

∫ +∞

0

1

2(1 + |x|)2
dx =

1

2

∫ +∞

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2
× 1 =

1

2
au vu du 
al
ul

réalisé à la question 1 (i
i x > 0 don
 |x| = x).

On en déduit que

∫ +∞

−∞

f(x)dx 
onverge et vaut 2

∫ +∞

0

f(x)dx = 2×
1

2
= 1.

Les trois 
onditions sont véri�ées : f est bien une densité de probabilité.

Dans la suite, on 
onsidère une variable aléatoire X , dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ),
admettant f 
omme densité. On note F la fon
tion de répartition de X .

3. On pose Y = ln(1 + |X|) et on admet que Y est elle aussi une variable aléatoire à densité, dé�nie

sur le même espa
e probabilisé.

a) La densité f ne s'annulant jamais sur `R, on en déduit les intervalles/univers-images su

essifs :

X(Ω) = R =⇒ |X|(Ω) = R
+ =⇒ (1 + |X|)(Ω) = [1,+∞[=⇒ Y (Ω) = ln(1 + |X|)(Ω) = [0,+∞[.

b) Conséquen
e dire
te du résultat pré
édent : pour tout réel x ∈]−∞, 0[, G(x) = P (Y 6 x) = 0.

Soit don
 x un réel positif quel
onque :

G(x) = P (Y 6 x) = P (ln(1 + |X|) 6 x) = P (1 + |X| 6 ex) par 
roissan
e stri
te de exp sur R

= P (|X| 6 ex − 1) = P (1− ex 6 X 6 ex − 1) puisque ex − 1 > 0 lorsque x > 0

G(x) = F (ex − 1)− F (1− ex)

Et l'énon
é nous dit de ne pas aller plus loin...


) On a admis que Y est une v.a.r. à densité, 
e qu'il est fa
ile de véri�er i
i : f étant 
ontinue sur

tout R, F est de 
lasse C1
sur R et G est alors de 
lasse C1

sur R
+∗


omme somme et 
omposée

de fon
tions de 
lasse C1
, et sur R

−∗

omme fon
tion 
onstante, ave
 en�n : lim

x→0−
F (x) = 0 et

lim
x→0+

F (x) = F (0)− F (0) = 0 = G(0), don
 G est bien 
ontinue sur R tout entier...

Bref, pour répondre à la question posée : on obtient une densité g de Y , par dérivation de G sauf

en 0 où on 
hoisit une valeur arbitraire positive.

Pour tout x > 0 :

G′(x) = ex.F ′(ex − 1)− (−ex).F ′(1− ex) = ex.[f(ex − 1) + f(1− ex)] = 2exf(ex − 1)

puisque f est une fon
tion paire.

Bilan : g : x 7→







2ex.f(ex − 1) si x > 0

0 si x < 0
est une densité de Y .

d) En �nissant de simpli�er l'expression de g(x) pour x > 0, on obtient :

∀x > 0, g(x) = 2ex.f(ex − 1) = 2ex.
1

2(1 + |ex − 1|)2
=

2ex

2(1 + ex − 1)2
=

ex

e2x
= e−x.
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La densité g : x 7→

{

e−x
si x > 0

0 si x < 0

ara
térise la loi de Y :

Y suit la loi exponentielle de paramètre λ = 1.

PROBLÈME

Partie 1 : Préliminaires

1. Soit f une fon
tion de 
lasse C1 sur [0, 1].

a) La fon
tion f a don
 une dérivée f ′

ontinue sur [0, 1] : par 
omposition ave
 la valeur absolue

qui est 
ontinue sur R, |f ′| est une fon
tion 
ontinue et positive sur le segment [0, 1].

À 
e titre, elle admet un maximum positive sur [0, 1] : on le note M si 
e maximum est stri
-

tement positif, et sinon on prend n'importe quel réel M > 0 : dans tous les 
as, l'inégalité des

a

roissements �nis permet d'é
rire :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, |f(x)− f(y)| 6 M |x− y|

b) Soient n ∈ N
∗
et k ∈ J0, n− 1K quel
onques : alors

k

n
et

k + 1

n
sont 
ompris entre 0 et 1,

et l'inégalité pré
édente s'applique ave
 x = t ∈
[k

n
,
k + 1

n

]

et y =
k

n
:

∀n ∈ N
∗, ∀k ∈ J0, n− 1K,

∣
∣
∣f(t)− f

(k

n

)
∣
∣
∣ 6 M

(
t−

k

n

)

La valeur absolue dans le membre de droite, a été rempla
ée par une paire de parenthèses


ar

k

n
6 t ⇐⇒ t−

k

n
> 0.


) Soient n ∈ N
∗
et k ∈ J0, n− 1K. L'inégalité pré
édente 
on
erne des fon
tions 
ontinues sur [0, 1],

don
 sur

[k

n
,
k + 1

n

]

, don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∫ (k+1)/n

k/n

∣
∣
∣f(t)− f

(k

n

)∣∣
∣dt 6

∫ (k+1)/n

k/n

M
(
t−

k

n

)
dt

L'intégrale de droite vaut :

[M

2

(
t−

k

n

)2
](k+1)/n

k/n
=

M

2

(k + 1

n
−

k

n

)2

=
M

2n2
;

par ailleurs, l'inégalité triangulaire pour l'intégrale donne également :

∣
∣
∣

∫ (k+1)/n

k/n

(

f(t)− f
(k

n

))

dt
∣
∣
∣ 6

∫ (k+1)/n

k/n

∣
∣t−

k

n

∣
∣dt

où 
ette fois, l'intégrale du membre de gau
he vaut :

∫ (k+1)/n

k/n

f(t)dt−
(k + 1

n
−

k

n

)

︸ ︷︷ ︸

=1/n

f
(k

n

)
.

Par transitivité de l'inégalité, on a bien :

∀n ∈ N
∗, ∀k ∈ J0, n− 1K,

∣
∣
∣

∫ (k+1)/n

k/n

f(t)dt−
1

n
f
(k

n

)
∣
∣
∣ 6

M

2n2
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d) Soit n ∈ N
∗
. Par passage à la somme dans l'inégalité pré
édente, pour k variant de 0 à n− 1, on

obtient :

n−1∑

k=0

∣
∣
∣

∫ (k+1)/n

k/n

f(t)dt−
1

n
f
(k

n

)
∣
∣
∣ 6

n−1∑

k=0

M

2n2

La somme de droite a un terme général 
onstant, elle vaut : n×
M

2n2
=

M

2n
.

Par ailleurs, l'inégalité triangulaire, pour les sommes 
ette fois, donne :

∣
∣
∣

n−1∑

k=0

( ∫ (k+1)/n

k/n

f(t)dt−
1

n
f
(k

n

))
∣
∣
∣ 6

n−1∑

k=0

∣
∣
∣

∫ (k+1)/n

k/n

f(t)dt−
1

n
f
(k

n

)
∣
∣
∣

où la somme de gau
he vaut 
ette fois :

∣
∣
∣

∫ 1

0

f(t)dt−
1

n

n−1∑

k=0

f
(k

n

)
∣
∣
∣ d'après la relation de Chasles.

Ainsi, toujours par transitivité de l'inégalité :

∀n ∈ N
∗, 0 6

∣
∣
∣

∫ 1

0

f(t)dt−
1

n

n−1∑

k=0

f
(k

n

)
∣
∣
∣ 6

M

2n

e) D'après 
e qui pré
ède, et puisque lim
n→+∞

M

2n
= 0, le théorème d'en
adrement assure que :

lim
n→+∞

∣
∣
∣

∫ 1

0

f(t)dt−
1

n

n−1∑

k=0

f
(k

n

)
∣
∣
∣ = 0 ⇐⇒ lim

n→+∞

1

n

n−1∑

k=0

f
(k

n

)
=

∫ 1

0

f(t)dt

2. Pour tout 
ouple (p, q) d'entiers naturels, on pose I(p, q) =

∫ 1

0

xp(1− x)qdx.

a) Soit (p, q) ∈ N× N
∗
: dans l'intégrale I(p, q), on réalise une intégration par parties en posant :

u(x) = (1− x)q −→ −q(1 − x)q−1

v′(x) = xp −→ v(x) =
xp+1

p+ 1

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur [0, 1], don
 :

I(p, q) =
[ 1

p+ 1
xp+1(1− x)q

]

+
q

p+ 1

∫ 1

0

xp+1(1− x)q−1dx =
q

p+ 1
I(p+ 1, q − 1)

puisque le 
ro
het est nul : à 
haque fois, l'un des deux fa
teurs est nul en x = 0 et en x = 1.

b) Par itération du pro
essus pré
édent, on obtient su

essivement :

I(p, q) =
q

p + 1
× Ip+1,q−1

=
q

p + 1
×

q − 1

p+ 2
× Ip+2,q−2

= . . .

=
q

p + 1
×

q − 1

p+ 2
×

q − 2

p+ 3
× . . .×

1

p + q
× Ip+q,0

Le deuxième indi
e a diminué q fois de suite d'une unité, tandis que le premier indi
e augmentait

d'autant.
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) On a : Ip+q,0 =

∫ 1

0

xp+qdx =
[ xp+q+1

p+ q + 1

]1

0
=

1

p+ q + 1
, et ainsi :

I(p, q) =
q × (q − 1)× (q − 2)× . . .× 1

(p+ 1)× (p+ 2)× . . .× (p+ q)× (p+ q + 1)
=

q!

(p+ q + 1)!

p!

=
p!q!

(p+ q + 1)!

3. La notion de fon
tion ré
ursive (basiquement : fon
tion qui s'appelle elle-même) n'est plus au pro-

gramme depuis la dernière réforme de 2013, et d'intérêt limité dans le nouveau langage S
ilab

puisque 
elui-
i 
onnaît la fon
tion fa
torial.

On donne tout de même i
i, par a
quis de 
ons
ien
e, ladite fon
tion ré
ursive demandée (tout à fait

re
onnue par S
ilab), qui se 
ontente de reprendre la relation obtenue à la question 2.a) :

1 fun
tion res = i(p,q)

2 if q == 0 then

3 res = 1/(p+1)

4 else

5 res = q/(p+1)*i(p+1,q-1)

6 end

7 endfun
tion

Sa
hant qu'un 
al
ul dire
t ave
 des fa
torielles (non optimal 
ependant 
ar ne tenant pas 
ompte

des simpli�
ations possibles dans 
ette expression) de I(p, q) est bien sûr, d'après 2.
) :

1 fun
tion res =i(p,q)

2 res = fa
torial(p) * fa
torial(q)/fa
torial(p+q+1)

3 endfun
tion

Partie 2 : étude d'une suite de variables aléatoires

Dans 
ette partie, m est un entier naturel �xé, supérieur ou égal à 2.

On 
onsidère une suite de variables aléatoires (Un)n>1, toutes dé�nies sur le même espa
e probabilisé

(Ω,A, P ), telles que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, Un suit la loi uniforme

sur

{

0,
1

n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n

}

.

On 
onsidère également une suite de variables aléatoires (Xn)n>1, dé�nies elles aussi sur (Ω,A, P ), et
telles que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, et pour tout k de J0, n − 1K, la loi de Xn


onditionnellement à l'événement

[
Un =

k

n

]
est la loi binomiale B

(
m,

k

n

)
.

1. On 
onsidère une variable aléatoire Y suivant la loi binomiale B(m, p).

On sait d'après le 
ours que : E(X) = mp, et aussi que V (Y ) = mp(1− p).

Or d'après la formule de Koenig-Huygens :

V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 ⇐⇒ E(Y 2) = V (Y ) + E(Y )2,


e qui permet de 
al
uler, grâ
e à la linéarité de l'espéran
e :

E
(
Y (Y − 1)

)
= E(Y 2)− E(Y ) = V (Y ) + E(Y )2 − E(Y ) = mp(1− p) +m2p2 −mp

= mp(1− p+mp− 1) = mp(mp− p) = m(m− 1)p2

2. Lorsque n = 1 : U1 est la variable 
ertaine égale à 0, et la loi de X1 
onditionnellement à l'événement

[U1 = 0] est la loi binomiale B(m, 0) ; 
ela signi�e que : P (X1 = 0) = P[U1=0](X1 = 0) = 1 et que

pour tout k > 0, P (X1 = k) = P[U1=0](X1 = k) = 0.

La variable X1 est don
 
ertaine égale à 0.

Dans toute la suite, on suppose n supérieur ou égal à 2.
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3. a) Quel que soit l'événement

[
Un =

k

n

]
réalisé, l'univers-image 
onditionnel de Xn est égal à J0, mK.

Ainsi, dans l'absolu, Xn(Ω) = J0, mK.

Pour tout i ∈ J0, mK : on obtient la valeur de P (Xn = i) via la formule des probabilités totales,

ave
 le système 
omplet d'événements

([
Un =

k

n

])

06k6n−1
:

P (Xn = i) =
n−1∑

k=0

P (Un =
k

n
)× P[Un=

k

n
](Xn = i)

=
n−1∑

k=0

1

n

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

=
1

n

(
m

i

) n−1∑

k=0

(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

b) La somme

m∑

i=1

i

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i


orrespond à l'espéran
e d'une loi binomiale de paramètres

(
m,

k

n

)
(le terme pour i = 0 étant nul, il est ignoré dans la somme). Ainsi :

m∑

i=1

i

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

=
mk

n

La variable aléatoire Xn étant �nie, elle admet une espéran
e qui vaut :

E(Xn) =
m∑

i=01

iP (Xn = i) =
1

n

m∑

i=0

i

(
m

i

) n−1∑

k=0

(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

=
1

n

n−1∑

k=0

m∑

i=1

i

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

interversion des symboles

∑

=
1

n

n−1∑

k=0

mk

n
=

m

n2

n−1∑

k=0

k =
m

n2
×

n(n− 1)

2
=

m(n− 1)

2n


) Toujours d'après la première question de 
ette partie :

m∑

i=1

i(i−1)

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i


orrespond à la valeur de E
(
Y (Y −1)

)
où Y suit la loi B

(
m,

k

n

)
:

ainsi,

m∑

i=1

i(i− 1)

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

= m(m− 1)
k2

n2

L'espéran
e de Xn(Xn − 1) est donnée, elle, par :

E
(
Xn(Xn − 1)

)
=

m∑

i=01

i(i− 1)P (Xn = i) =
1

n

m∑

i=1

i(i− 1)

(
m

i

) n−1∑

k=0

(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

=
1

n

n−1∑

k=0

m∑

i=1

i(i− 1)

(
m

i

)(k

n

)i(

1−
k

n

)m−i

=
1

n

n−1∑

k=0

m(m− 1)
k2

n2
=

m(m− 1)

n3

n−1∑

k=0

k2

=
m(m− 1)

n3
×

n(n− 1)(2n− 1)

6
=

m(m− 1)(n− 1)(2n− 1)

6n2
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d) La varian
e de Xn est alors donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Xn) = E(X2
n)− E(Xn)

2 = E
(
Xn(Xn − 1) +Xn

)
− E(Xn)

2 = E
(
Xn(Xn − 1)

)
+ E(Xn)− E(Xn)

2

=
m(m− 1)(n− 1)(2n− 1)

6n2
+

m(n− 1)

2n
−

m2(n− 1)2

4n2

=
2m(m− 1)(n− 1)(2n− 1) + 6mn(n− 1)− 3m2(n− 1)2

12n2

=
m(n− 1)

12n2
×
(
2(m− 1)(2n− 1) + 6n− 3m(n− 1)

)

=
m(n− 1)

12n2
×
(
4mn− 4n− 2m+ 2 + 6n− 3mn+ 3m

)
=

m(n− 1)

12n2
× (mn + 2n+m+ 2)

=
m(n− 1)(m+ 2)(n+ 1)

12n2
=

m(m+ 2)(n2 − 1)

12n2

puisqu'en e�et, (m+ 2)(n+ 1) = mn + 2n+m+ 2.

4. a) Pour tout entier i ∈ J0, mK : P (Xn = i) =
1

n

(
m

i

) n−1∑

k=0

(k

n

)i(

1 −
k

n

)m−i

s'é
rit sous la forme :

(
m

i

)

×
1

n

n−1∑

k=0

f
(k

n

)

, où f : x 7→ xi(1− x)m−i
est une fon
tion de 
lasse C1 sur [0, 1].

Le résultat de la question 1.e) de la première partie, donne alors :

lim
n→+∞

P (Xn = i) =

(
m

i

)∫ 1

0

xi(1− x)m−idx

=

(
m

i

)

Ii,m−i =
m!

i!(m− i)!
×

i!(m− i)!

(m+ 1)!
d'après 2.
), partie 1

lim
n→+∞

P (Xn = i) =
1

m+ 1

Le résultat s'é
rit : ∀i ∈ J0, mK, lim
n→+∞

P (Xn = i) =
1

m+ 1
= P (X = i) où X suit la loi

uniforme dis
rète sur J0, mK : la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N∗

onverge don
 en loi vers

X .

b) Lorsque n tend vers +∞ : (n− 1) n
n→+∞

, don
 E(Xn) ∼
n→+∞

m× n

2n
=

m

2
, 
e qui signi�e :

lim
n→+∞

E(Xn) =
m

2
, qui 
orrespond bien à l'espéran
e E(X) de la loi uniforme sur J0, mK.

De même : V (Xn) =
m(m+ 2)(n2 − 1)

12n2
∼

n→+∞

m(m+ 2)× n2

12n2
=

m(m+ 2)

12
, don
 :

lim
n→+∞

V (Xn) =
m(m+ 2)

12
, qui 
orrespond bien à la varian
e V (X) (rappelons que la varian
e

de la loi uniforme générale sur Ja, bK est :

(b− a)(b− a+ 2)

12
, où a = 0 et b = m).
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