
MATHÉMATIQUES III - HEC E 2004

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

EXERCICE

1. a) On rappelle que dim(R3[X]) = 3+1 = 4, la base anonique de et espae vetoriel réel étant (1,X,X2,X3).

b) On ommene par véri�er ii la linéarité de f :

∀(P,Q) ∈ (R3[X])2, ∀λ ∈ R :

f(λ.P +Q)(X) = −3X(λ.P (X) +Q(X)) +X2.(λ.P +Q)′(X)

= λ.(−3X.P (X)) − 3X.Q(X) +X2.(λ.P ′(X) +Q′(X)) par linéarité de la dérivation

= λ.(−3X.P (X) +X2.P ′(X)) + (−3X.Q(X) +X2.Q′(X)) = λ.f(P )(X) + f(Q)(X)

Ce qui prouve bien que f est linéaire. Pour véri�er que et un endomorphisme de E = R3[X], il faut
maintenant justi�er que : ∀P ∈ R3[X], f(P ) ∈ R3[X].
Or tout polyn�me P de E admet une ériture de la forme : P (X) = a.X3 + b.X2 + c.X + d.1, don par

linéarité de f :

f(P )(X) = a.f(X3) + b.f(X2) + c.f(X) + d.f(1)

= a.(−3X4 +X2.(3X2)) + b.(−3X3 +X2.(2X)) + c.(−3X2 +X2.1) + d.(−3X +X2.0)

f(P )(X) = a.0 + b.(−X3) + c.(−2X2) + d.(−3X) = −bX3 − 2cX2 − 3dX

e qui prouve bien que f(P ) ∈ R3[X], et don que f est un endomorphisme de E = R3[X].

) On a préédemment, en fait, déjà alulé les images par f des quatres veteurs de la base anonique de

E ! La matrie M de f dans ette base est don immédiate :

M =

f(1) f(X) f(X2) f(X3)






0 0 0 0 1
−3 0 0 0 X

0 −2 0 0 X2

0 0 −1 0 X3

d) La matrie M est triangulaire inférieure et ses éléments diagonaux sont nuls, don elle n'est pas inversible.

De plus, les valeurs propres d'une telle matrie sont ses éléments diagonaux, don 0 est sa seule valeur

propre.

Mais omme M n'est malgré tout pas la matrie nulle, le sous-espae propre assoié à la valeur propre 0,

à savoir Ker(f) n'est pas égal à E tout entier et M n'est don pas diagonalisable.

En fait, e type de matrie stritement triangulaire est toujours nilpotente !

On alule : M2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
6 0 0 0
0 2 0 0


 , M3 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−6 0 0 0


 , M4 = 04 et don : ∀n > 4, Mn = 04.

e) Ave les aluls déjà faits :

P (X) = aX3 + bX2 + cX + d ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(P ) = 0R3[X] ⇐⇒ −bX3 − 2cX2 − 3dX = 0R3[X]

⇐⇒ b = c = d = 0 ar un polyn�me est nul si et seulement si tous ses oe�ients sont nuls.

Par onséquent :

Ker(f) = {a.X3| a ∈ R} = Vect(X3).
Comme (X3) est une famille génératrie de Ker(f) onstituée d'un seul veteur non nul, elle est libre et

'est don une base du noyau.
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f) On utilise aussi la base anonique de R3[X] pour obtenir une desription de l'image :

Im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X2), f(X3)) = Vect(−3X,−2X2,−X3, 0) = Vect(X,X2,X3).

2. On note idE et 0E respetivement, l'endomorphisme identité et l'endomorphisme de nul de E, et pour tout

endomorphisme v de E, on pose v0 = idE et pour tout k de N
∗, vk = v ◦ vk−1.

Soient u et g deux endomorphismes de E tels que : u4 = 0E , u3 6= 0E et g = idE + u+ u2 + u3.

a) Soit P un polyn�me de E tel que P /∈ Ker(u3). On veut montrer que (P, u(P ), u2(P ), u3(P )) est une base
de E. Comme on l'a rappelé, dim(E) = 4 et il s'agit bien d'une famille de 4 veteurs de E, don il su�t

de démontrer que 'est une famille libre.

Soient don a, b, c, d des réels tels que :

a.P + b.u(P ) + c.u2(P ) + d.u3(P ) = 0R3[X]

En omposant 3 fois de suite ette relation par l'appliation linéaire u, on obtient :

a.u(P ) + b.u2(P ) + c.u3(P ) + d.u4(P ) = u(0R3[X]) ⇐⇒ a.u(P ) + b.u2(P ) + c.u3(P ) = 0R3[X] (1)

a.u2(P ) + b.u3(P ) + c.u4(P ) = u(0R3[X]) ⇐⇒ a.u2(P ) + b.u3(P ) = 0R3[X] (2)

a.u3(P ) + b.u4(P ) = u(0R3[X]) ⇐⇒ a.u3(P ) = 0R3[X] (3)

Puisqu'on a pris P /∈ Ker(u3), u3(P ) 6= 0R3[X] et (3) donne don : a = 0.

Mais alors (2) devient : b.u3(P ) = 0R3[X] =⇒ b = 0 pour la même raison.

La relation (1) se réduit alors à c.u3(P ) = 0R3[X] =⇒ c = 0,

et l'équation initiale devient en�n : d.u3(P ) = 0R3[X] =⇒ d = 0.

Finalement, la seule ombinaison linéaire nulle de la famille (P, u(P ), u2(P ), u3(P )) est elle
où a = b = c = d = 0 : la famille est don libre, et 'est bien une base de E.

b) Il y a bien des façons de rédiger ette question, suivant le degré de onnaissane des endomorphismes

nilpotents...

◮ Une façon possible est elle-i : la base obtenue à la question préédente suggère d'érire la matrie de u
dans la base B = (P, u(P ), u2(P ), u3(P )), qui est très simple puisque l'image de haun des trois premiers

veteurs de ette base, est toujours le suivant, l'image du dernier est u(u3(P )) = u4(P ) = 0R3[X] ! Don :

A = MatB(u) =

u(P ) u(u(P )) u(u2(P )) u(u3(P ))






0 0 0 0 P
1 0 0 0 u(P )

0 1 0 0 u2(P )

0 0 1 0 u3(P )

Les règles d'opérations sur les matries représentatives des endomorphismes de E donnent alors :

G = MatB(g) = MatB(idE + u + u2 + u3) = I4 + A + A2 + A3 =




1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1


 après aluls des

puissanes de A.
On véri�e très failement que 'est une matrie inversible, puisqu'elle est triangulaire supérieure ave ses

oe�ients diagonaux tous non nuls. L'endomorphisme g qu'elle représente, est par onséquent bijetif,

'est bien un automorphisme de E.

Le alul expliite de G−1 permettra peut-être d'identi�er l'automorphisme réiproque g−1, puisque tou-

jours d'après les propriétés de la représentation matriielle : MatB(g
−1) = G−1.

Pour Y =




a
b
c
d


 ∈ M4,1(R), on résout le système : GX = Y d'inonnue X =




x
y
z
t


 ∈ M4,1(R).

GX = Y ⇐⇒





x = a
x + y = b
x + y + z = c
x + y + z + t = d

⇐⇒





x = a

y = b− x = b− a

z = c− x− y = c− b

t = d− x− y − z = d− c
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⇐⇒ X =




1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1




︸ ︷︷ ︸
G−1

Y . On remarque don que : G−1 = I4 − A, e qui exprime matriielle-

ment et dans la base B, l'égalité d'endomorphismes : g−1 = idE − u .

◮ Si on est déjà au point sur e type de questions, on peut se souvenir d'une démonstration de première

année ( !) sur la formule donnant la somme des termes d'une suite géométrique, qui inite à aluler ii

par analogie :

(idE − u) ◦ (idE + u+ u2 + u3) = idE + u+ u2 + u3 − u− u2 − u3 − u4 = idE − u4 = idE

e qui su�t pour prouvert que g est un automorphisme de réiproque g−1 = idE − u.

) On démontre l'égalité d'ensembles : Ker(u) = Ker(g − idE) par double inlusion.

⋆ Soit P ∈ Ker(u) quelonque : alors u(P ) = 0E , e qui implique : u2(P ) = u(u(P )) = (0E) = 0E , puis
u3(P ) = u2(u(P )) = 0E également, et don :

g(P ) = idE(P ) + u(P ) + u2(P ) + u3(P ) = idE(P ) ⇐⇒ (g − idE)(P ) = 0E , don : P ∈ Ker(g − idE), e
qui prouve l'inlusion Ker(u) ⊂ Ker(g − idE).

⋆ Soit P ∈ Ker(g− idE) : alors (g− idE)(P ) = 0E ⇐⇒ g(P )−P = 0E ⇐⇒ g(P ) = P =⇒ P = g−1(P )
par bijetivité de P , se qui se réérit au vu de la question préédente :

P = (idE − u)(P ) ⇐⇒ P = P − u(P ) ⇐⇒ u(P ) = 0E , et par onséquent on a bien P ∈ Ker(u).

L'inlusion réiproque Ker(g − idE) ⊂ Ker(u) est don démontrée, e qui ahève de prouver l'égalité de

es deux noyaux.

d) La matrie de g dans la base B obtenue à la question 2.b) permet de répondre failement à la question :

G est en e�et une matrie triangulaire, don ses valeurs propres (qui sont elles de g) sont ses éléments

diagonaux, on véri�e don immédiatement que 1 est en e�et la seule valeur propre de g.

◮ Commentaire : on ne peut pas inventer e type de raisonnements, et toutes les initiatives que l'énoné oblige

à prendre - ave très peu d'indiations - pour résoudre et exerie... Il y a don quelques inontournables à

avoir régulièrement pratiqués, et l'étude des endomorphismes nilpotents est manifestement à ranger dans ette

atégorie !
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PROBLÈME

Partie I. Prix d'équilibre

Sur le marhé d'un ertain bien, on note D la fontion de demande globale (des onsommateurs), O la

fontion d'o�re globale (des entreprises), et p le prix de vente du bien.

On suppose habituellement que la fontion D : p 7→ D(p) dé�nie sur R
+
à valeurs réelles est déroissante, et

que la fontion O : p 7→ O(p) dé�nie sur R
+
à valeurs réelles, est roissante.

Si l'équation : O(p) = D(p) admet une solution p∗, on dit que p∗ est un prix d'équilibre du marhé.

Avant d'atteindre un niveau d'équilibre, le prix p peut être soumis à des �utuations provoquées par des exès

d'o�re (O(p) > D(p)) ou des exès de demande (D(p) > O(p)) au ours du temps.

A�n de rendre ompte de ette évolution, on note pour tout n ∈ N, pn la valeur du prix à l'instant n.
On suppose que la demande dépend de la valeur du prix selon la relation : Dn = D(pn), valable pour tout

n ∈ N.

Quant aux entreprises, elles adaptent à haque instant n ∈ N, la quantité o�erte On à l'instant n à un prix

antiipé à l'instant (n − 1), noté p̂n, selon la relation : On = O(p̂n), où p0 peut être interprété omme un prix

d'étude de marhé.

On suppose qu'à haque instant, l'o�re est égale à la demande, 'est-à-dire :

pour tout n ∈ N, Dn = On.

Dans toute ette partie, on onsidérera quatre paramètres réels stritement positifs a, b, c et d ave a > d, et on
suppose que les fontions D et O sont dé�nies sur R

+
par : D(p) = a− bp et O(p) = cp + d.

Ainsi, on a pour tout n ∈ N : Dn = a− bpn et On = cp̂n + d.

1. Dans ette question uniquement, les réels a, b, c et d ont les valeurs suivantes : a = 40, b = 8, c = 2 et d = 20.
On suppose que p0 et p1 sont donnés et que pour tout entier n > 2, on a : p̂n = 2pn−1 − pn−2.

a) La ondition d'existene d'un prix d'équilibre se traduit ainsi, très simplement et d'après l'énoné, par

l'équation : a− bp = cp+ d, d'inonnue p > 0.

Ii l'équation se réérit : 40 − 8p = 2p + 20 ⇐⇒ 20 = 10p ⇐⇒ p = 2, e qui signi�e bien qu'il existe

un unique prix d'équilibre p∗ = 2.

b) Pour tout entier n > 2, l'énoné donne : p̂n = 2pn−1 − pn−2, don :

∀n > 2, pn =
1

b
(a− d− cp̂n) =

1

8
(20− 2.(2pn−1 − pn−2)) = −1

2
pn−1 +

1

4
pn−2 +

5

2
: 'est tout !

) La notion de fontion réursive n'étant plus expliitement au programme ave le nouveau langage Silab,

on propose ii deux sripts possibles pour le alul de pn :

funtion y=prix(p0,p1,n)

if n==0 then

y = p0

elseif n==1 then

y = p1

else

u=p0; v=p1;

for k=2:n

t = -v/2+u/4+5/2

u=v

v=t

end

end

y=t

endfuntion

funtion y=prix(p0,p1,n)

P = zeros(1,n+1)

P(1)=p0

P(2)=p1

for k=3:(n+1)

p(k) = -p(k-1)/2+p(k-2)/4+5/2

end

y=P(n+1)

endfuntion
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d) On pose maintenant, pour tout n ∈ N : vn = pn − p∗ = pn − 2, e qui s'érit aussi : pn = vn + 2.
Pour tout entier n > 2 :

vn = pn − 2 = −1

2
pn−1 +

1

4
pn−2 +

5

2
− 2 = −1

2
(vn−1 + 2) +

1

4
(vn−2 + 2) +

1

2

= −1

2
vn−1 +

1

4
vn−2 − 1 +

1

2
+

1

2
= −1

2
vn−1 +

1

4
vn−2

e qui fait bien apparaître (vn)n∈N omme une suite réurrente linéaire d'ordre 2.

e) L'équation aratéristique assoiée à ette suite est : r2 = −1

2
r +

1

4
⇐⇒ r2 +

1

2
r − 1

4
= 0.

∆ = (
1

2
)2 − 4.(−1

4
).1 =

1

4
+ 1 =

5

4
> 0, il y a don deux raines distintes :

r1 =
−1/2−

√
5/2

2
=

−1−
√
5

4
, et r2 =

−1 +
√
5

4

f) On sait qu'alors la forme générale de vn est : ∀n ∈ N, vn = α.(r1)
n + β.(r2)

n
.

Les réels α et β sont alors solutions du système suivant, obtenu en érivant les relations pour n = 0 et

n = 1 : {
α.(r1)

0 + β.(r2)
0 = v0

α.(r1)
1 + β.(r2)

1 = v1
⇐⇒

{
α + β = p0 − 2

α.r1 + β.r2 = p1 − 2

L2←L2−r1.L1⇐⇒
{

α + β = p0 − 2

β(r2 − r1) = p1 − r1.p0 + 2r1 − 2
⇐⇒





α = p0 − β

β =
2√
5
.(p1 − r1.p0 + 2r1 − 2)

Don : ∀n ∈ N, pn = vn+p∗ =

[
p0 −

2√
5
.(p1 − r1.p0 + 2r1 − 2)

]
.(r1)

n+
2√
5
.(p1−r1.p0+2r1−2).(r2)

n+p∗

g) Comme : 2 <
√
5 < 3 ⇐⇒ 1 < −1 +

√
5 < 2 ⇐⇒ 1

4
<

−1 +
√
5

4
<

1

2

et −2 > −
√
5 > −3 ⇐⇒ −3 > −1−

√
5 > −4 ⇐⇒ −3

4
>

−1−
√
5

4
> −1, alors :

−1 < r1 < r2 < 1, et par onséquent, selon le ours sur les suites géométriques :

lim
n→+∞

α.(r1)
n = 0 = lim

n→+∞
β.(r2)

n = 0, e qui permet de onlure sans alul supplémentaire :

lim
n→+∞

vn = 0 + 0 = 0, soit : lim
n→+∞

pn = p∗ = 2.

Cela signi�e qu'au �l du temps, le prix de marhé �nit par se stabiliser autour du prix d'équilibre p∗ (le
bien nommé !). Attention, la suite (pn) n'est pas forément roissante, et le prix pn peut dépasser p∗ à
ertains instants n.

2. Soit β un paramètre onstant véri�ant : 0 < β 6 1. On suppose dans ette question, que le prix p0 est donné
et que les antiipations de prix sont adaptatives, 'est-à-dire que pour tout entier n > 1, on a :

p̂n = p̂n−1 + β(pn−1 − p̂n−1).

a) La relation qui lie pn et p̂n exprime que l'o�re est à tout instant égale à la demande :

∀n ∈ N, On = Dn ⇐⇒ a− bpn = cp̂n + d ⇐⇒ pn =
1

b
(a− d− cp̂n)

b) On peut alors réérire la relation de l'énoné de ette question 3., en fontion de pn et pn−1 seulement :

∀n ∈ N
∗,

1

c
(a− d− bpn) =

1

c
(a− d− bpn−1) + β(pn−1 −

1

c
(a− d− bpn−1))

⇐⇒ a− d

c
− b

c
pn =

(
−b

c
+ β(1 +

b

c
)

)
.pn−1 +

a− d

c
− β.

a− d

c

⇐⇒ pn = −c

b
×

(
−b

c
+ β.

b+ c

c

)
.pn−1 + β.

c

b
.
a− d

c

⇐⇒ pn =

(
1− β.

b+ c

b

)
.pn−1 + β.

a− d

b
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) On reprend la ondition d'existene d'un prix d'équilibre, traduite par l'équation : a − bp = cp + d,
d'inonnue p > 0.

a− bp = cp+ d ⇐⇒ a− d = (c+ b)p ⇐⇒ p =
a− d

c+ d
; il y a don une solution unique p∗ =

a− d

c+ b
, bien

dé�nie ar on sait que c > 0 et b > 0, et stritement positive ar a > d.

Le résultat de la question préédente exprime maintenant que la suite (pn)n∈N est arithmétio-géométrique.

Pour aluler son expression expliite, on ommene par résoudre l'équation :

ℓ =

(
1− β.

b+ c

b

)
.ℓ+ β.

a− d

b
⇐⇒ β.

b+ c

b
.ℓ = β.

a− d

b
⇐⇒ ℓ =

b

b+ c
× a− d

b
⇐⇒ ℓ =

a− d

b+ c

C'est-à-dire que ℓ = p∗... ! On dé�nit alors la suite auxiliaire (wn)n∈N∗
par : ∀n ∈ N, wn = pn − ℓ, et :

∀n ∈ N
∗, pn =

(
1− β.

b+ c

b

)
.pn−1 + β.

a− d

b
L1

ℓ =

(
1− β.

b+ c

b

)
.ℓ + β.

a− d

b
L2

∀n ∈ N
∗, pn − ℓ =

(
1− β.

b+ c

b

)
.(pn−1 − ℓ) L1 − L2

La suite (wn) est don géométrique, de raison

(
1− β.

b+ c

b

)
et de premier terme w0 = p0 − p∗.

Don, pour tout entier n ∈ N :

wn = (p0 − p∗).

(
1− β.

b+ c

b

)n

⇐⇒ ∀n ∈ N, pn = wn + p∗ = (p0 − p∗).

(
1− β.

b+ c

b

)n

+ p∗

d) L'énoné suppose ii que p0 6= p∗, sinon w0 = 0, e qui entraîne que wn = 0 pour tout n ∈ N, et don que

pn = p∗ pour tout n ∈ N : si on hoisit d'emblée le prix d'équilibre, il ne variera jamais ! (C'est don un

équilibre stable).

Dans le as où p0 6= p∗, la suite (pn) onverge si et seulement si la suite (wn) onverge également (es

deux suites ne di�èrent tque d'une onstante). Comme (wn) est géométrique, elle onverge si et seulement

si sa raison q = 1 − β.
b+ c

b
: −1 < q < 1 (dans e as lim

n→+∞
wn = 0), ou q = 1 (as exlu ar β > 0, de

même pour b et c). On herhe don à transformer la ondition :

−1 < 1− β.
b+ c

b
< 1 ⇐⇒ −2 < −β.(1 +

c

b
) < 0 ⇐⇒ 2

β
> 1 +

c

b
> 0

︸ ︷︷ ︸
toujours vrai !

⇐⇒ 2

β
− 1 >

c

b

On a dit dans e as que : lim
n→+∞

wn = 0, et don : lim
n→+∞

pn = lim
n→+∞

wn + p∗ = p∗.

Dans e modèle également, les prix suessifs onvergent vers le prix d'équilibre p∗.

e) Lorsque c < b : 0 <
c

b
< 1, or omme 0 < β 6 1 :

2

β
> 2, et

2

β
− 1 > 1 >

c

b
, don la ondition de la

question préédente est véri�ée et la suite (pn) onverge bien (vers p∗) dans e as.

Partie II. Convexité du pro�t et prix aléatoire

3. Soit p un paramètre réel positif ou nul et hp la fontion dé�nie sur R+ à valeurs dans R donnée par :

hp(x) = px− x3

3
.

a) La fontion polyn�miale hp est bien sûr de lasse C∞ sur R+, ave : ∀x ∈ R+, h′p(x) = p − x2, et :

p− x2 > 0 ⇐⇒ x2 6 p ⇐⇒ 0 6 x 6
√
p puisqu'on travaille ii sur R+.

On en déduit le tableau de variation de la fontion hp sur R+ :
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x
0

√
p +∞

h′

p(x)

hp

2

3
.p
√
p

0

−∞

0

+ −
hp(0) = 0, lim

x→+∞
hp(x) = lim

x→+∞
−x3

3
= −∞.

De plus, la fontion hp admet un maximum en

x =
√
p, qui vaut :

hp(
√
p) = p.

√
p− p

√
p

3
=

2

3
.p
√
p.

b) Traé de la ourbe représentative de h1 dans le plan rapporté à un repère orthonormé :

0 1 2 3 4
0

1

−1

−2

(Ch1
)

On onsidère une entreprise présente sur le marhé d'un bien qui adapte son volume de prodution x ∈ R+

à un niveau de prix p ∈ R+ donné (par l'équilibre du marhé) ou administré (par l'État).

On modélise le oût total de l'entrepris par une fontion F dé�nie et de lasse C2
sur R+, stritement roissante

sur R+ ainsi que sa dérivée F ′, telle que F (0) = F ′(0) = 0 et F (x) équivalent à s.xr ave s > 0 et r > 1, lorsque
x tend vers +∞. On note F ′′ la dérivée seonde de F et on suppose que pour tout x ∈ R+, F ′′(x) > 0.

Soit Πp la fontion dé�nie sur R+ à valeurs réelles telle que : Πp(x) = px− F (x).

4. a) Au vu des hypothèses faites sur F : ette fontion est onvexe, don F ′ est roissante sur R+.

Le théorème de limite monotone implique alors que F admet une limite quand x tend vers +∞, soit

�nie, soit égale à +∞.

Supposons que F ′ admette une limite �nie L en +∞ ; alors par roissane de F ′ sur R+ :

∀x ∈ R+, 0 = F ′(0) 6 F ′(x) 6 L.

On peut alors invoquer l'Inégalité des Aroissements Finis, qui donne :

∀x ∈ R+, 0.(x − 0) 6 F (x)− F (0) 6 L.(x− 0) ⇐⇒ ∀x ∈ R+, 0 6 F (x) 6 L.x

Mais alors : ∀x ∈ R+, 0 6
F (x)

xr
6 L.x1−r. Puisque r > 1, alors 1− r < 0, don lim

x→+∞
L.x1−r = 0,

et don par enadrement : lim
x→+∞

F (x)

xr
= 0, e qui ontredit bien sûr l'équivalene F (x) ∼

x→+∞
s.xr.

On a bien démontré que la seule possibilité est : lim
x→+∞

F ′(x) = +∞.

Ainsi : la fontion F est ontinue, stritement roissante sur R+, F (0) = 0

et lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

s.xr = +∞ par équivalene.

Ainsi, F réalise une bijetion de R+ dans l'intervalle-image [0,+∞[. On note S la bijetion réiproque

(appelée fontion d'o�re de l'entreprise).

7 ©



b) La fontion Πp est de lasse C2
sur R+ omme somme de deux fontions qui ont ette propriété, et :

∀x ∈ R+, Π′p(x) = p− F ′(x), puis ∀x ∈ R+, Π′′p(x) = −F ′′(x) < 0

puisque F est onvexe. La fontion Πp est bien onave sur R+, e qui implique que sa dérivée Πp est

stritement déroissante sur et intervalle.

On sait aussi que : Π′p(0) = p− F ′(0) = p > 0, et lim
x→+∞

Π′p(x) = −∞ puisque lim
x→+∞

F ′(x) = +∞.

Par onséquent : la fontion Π′p est ontinue, stritement déroissante sur R+, à valeurs dans ]−∞, p]
qui ontient 0 : il existe don, d'après le théorème de la bijetion, un unique réel x0 tel que : Π

′
p(x0) = 0.

La strite déroissane de Π′p implique alors que Π′p s'annule en hangeant de signe en x0, et que la

fontion Πp est stritement roissante sur [0, x0], puis stritement déroissante sur [x0,+∞[ : Πp admet

bien sur R+, un maximum atteint en un seul point.

5. Soit M la fontion dé�nie sur R+ à valeurs réelles telle que : M(p) = max
x∈R+

Πp(x) (la fontion M est la

fontion de pro�t de l'entreprise).

a) On peut en fait donner une expression du réel x0 évoqué plus haut, unique réel positif véri�ant :

Π′p(x0) = 0 ⇐⇒ p − F ′(x0) = 0 ⇐⇒ F ′(x0) = p ⇐⇒ x0 = S(p) par dé�nition de la bijetion

réiproque S.
Mais alors : M(p) = Πp(x0) = Πp(S(p)) = p.S(p)− F (S(p)).

b) On sait que la fontion F ′ est de lasse C1
sur R+, et que : ∀x ∈ R+, F ′′(x) > 0. Le théorème de

dérivabilité de la réiproque assure alors que la bijetion réiproque S est elle-même dérivable sur R+.

Par onséquent, la fontion M est dérivable sur R+ omme somme et omposée de fontions dérivables

sur et intervalle, et :

∀p ∈ R+, M ′(p) = S(p) + p.S′(p)− S′(p).F ′(S(p)) = S(p) + p.S′(p)− S′(p).p = S(p)

puisque S est la bijetion réiproque de F ′.

) Le résultat préédent signi�e que S est la fontion dérivée de M . Mais S est ontinue, stritement

roissante sur R+ omme bijetion réiproque de F ′ qui a les mêmes propriétés.

La fontion M est don de lasse C1
, de dérivée M ′ = S stritement roissante sur R+ : M est don

onvexe sur R+.

De plus : F ′(0) = 0 ⇐⇒ 0 = S(0), don : ∀p ∈ R+, M ′(p) = S(p) > S(0) = 0, e qui signi�e que M
est également roissante sur R+.

6. On suppose que le prix p est une variable aléatoire disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω,A, P ), à
valeurs dans l'ensemble {p(1), p(2), . . . , p(k)} ⊂ R+, où k est un entier �xé supérieur ou égal à 2.

a) Soit i un entier de J1, kK, et y un réel de R+ : ome la fontion M est onvexe et de lasse C1
sur R+,

sa ourbe est entièrement située au-dessus de haune de ses tangentes, e qui donne lieu à l'inégalité :

∀(x, y) ∈ (R+)
2, M(x) > M ′(y).(x− y) +M(y) ⇐⇒ M(x)−M(y) > M ′(y).(x− y)

Il su�t alors de remplaer x par p(i) ∈ R+, et on a bien :

∀i ∈ J1, kK, ∀y ∈ R+, M(p(i))−M(y) > M ′(y).(p(i) − y).

b) De l'inégalité préédemment obtenue, on déduit :

∀i ∈ J1, kK,∀y ∈ R+, M(p(i)) > M ′(y).(p(i) − y) +M(y), et après multipliation par P (p = p(i)) > 0 :

∀i ∈ J1, kK, ∀y ∈ R+, M(p(i)).P (p = p(i)) >
[
M ′(y).(p(i) − y) +M(y)

]
.P (p = p(i))

L'inégalité est onservée par passage à la somme quand i varie de 1 à k, et le théorème de transfert

permet d'érire :

E (M(p)) =
k∑

i=1

M(p(i)).P (p = p(i))
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>

k∑

i=1

[
M ′(y).(p(i) − y) +M(y)

]
.P (p = p(i))

> M ′(y).
k∑

i=1

p(i).P (p = p(i)) + [M(y)− y.M ′(y)].
k∑

i=1

P (p = p(i))

∀y ∈ R+, E (M(p)) > M ′(y).E(p) + [M(y)− y.M ′(y)].1

∀y ∈ R+, E (M(p)) > M(y) +M ′(y). (E(p)− y)

) L'inégalité préédente est en partiulier vraie pour y = E(p), bien dé�nie et positive omme espérane

d'une variable aléatoire �nie, à valeurs positive ; on obtient diretement :

E(M(p)) > M(E(p))

Ce résultat exprime que le pro�t moyen obtenu en laissant le prix p varier aléatoirement parmi ses k
valeurs possibles, est toujours supérieur au pro�t obtenu en �xant d'emblée à sa valeur moyenne E(p) :
laissez faire le marhé !

7. On suppose que le prix p est une variable aléatoire à densité dé�nie sur un espae probabilisé (Ω,A, P ),
à valeurs dans R+, dont une densité f est nulle sur R− et ontinue sur R+. On suppose aussi l'existene

de l'intégrale

∫ +∞

0
M(x)f(x)dx.

La variable aléatoire p admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xf(x)dx est absolument

onvergente. Comme x 7→ xf(x) est nulle sur ] −∞; 0] et positive sur [0;+∞[, ela revient à prouver la

onvergene simple de

∫ +∞

0
xf(x)dx.

On reprend globalement le raisonnement fait à la question 6. : la onvexité de la fontion M permet

d'érire, pour tous réels positifs x et y :

M(x) > M ′(y).(x−y)+M(y) ⇐⇒ x 6
M(x)−M(y)

M ′(y)
+y =⇒ 0 6 xf(x) 6

1

M ′(y)
.M(x)f(x)+

y.M ′(y)−M(y)

M ′(y)
f(x)

On a notamment divisé par M ′(y) > 0 et multiplié par f(x) > 0 les deux membres.

Or

∫ +∞

0
M(x)f(x)dx onverge par hypothèse, et

∫ +∞

0
f(x)dx onverge (et vaut d'ailleurs 1) puisque f

est une densité de probabilité.

On en déduit que

1

M ′(y)

∫ +∞

0
M(x)f(x)dx +

y.M ′(y)−M(y)

M ′(y)

∫ +∞

0
f(x)dx onverge ; le théorème de

omparaison des intégrales de fontions ontinues, positives a�rme alors que

∫ +∞

0
xf(x)dx onverge

aussi. La variable aléatoire p admet don une espérane qui véri�e :

∀y ∈ R+, E(p) =

∫ +∞

0
xf(x)dx 6

1

M ′(y)

∫ +∞

0
M(x)f(x)dx+

y.M ′(y)−M(y)

M ′(y)

∫ +∞

0
f(x)dx

⇐⇒ E(p) 6
1

M ′(y)
.E

(
M(p)

)
+

y.M ′(y)−M(y)

M ′(y)

⇐⇒ M ′(y).
(
E(p)− y

)
+M(y) 6 E

(
M(p)

)

Il su�t là enore de remplaer y par E(p) qui est bien un réel positif, et on obtient à nouveau

M
(
E(p)

)
6 E

(
M(p)

)
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Partie III. Espérane onditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires disrètes dé�nies sur un espae probabilisé (Ω,A, P ), à valeurs dans

{x1, x2, . . . , xq} ⊂ R et {y1, y2, . . . , yr} ⊂ R, respetivement (q > 2 et r > 2).
On suppose que pour tout i ∈ J1, qK : P (X = xi) > 0.
Soit ϕ la fontion dé�nie sur {x1, x2, . . . , xq} à valeurs réelles, telle que :

∀i ∈ J1, qK, ϕ(xi) =
r∑

j=1

yjP[X=xi](Y = yj).

Ainsi, pour tout i ∈ J1, qK, ϕ(xi) est l'espérane onditionnelle de Y sahant l'événement [X = xi], notée
également E (Y |[X = xi]).

On dé�nit alors une variable aléatoire Z sur Ω en posant pour tout ω ∈ Ω, Z(ω) = E (Y [X = X(ω)]) et on

note Z = E(Y |X) = ϕ(X).

8. a) On suppose que X et Y sont indépendantes. Alors pour tout ω ∈ Ω :

E(Y |X)(ω) = ϕ(X(ω)) =

r∑

j=1

yj.P[X=X(ω)]([Y = yj ]) =

r∑

j=1

yj.P ([Y = yj]) = E(Y )

C'est-à-dire que E(Y |X) est la variable aléatoire onstante égale à E(Y ).

b) Soit ω ∈ Ω, alors X(ω) ∈ {x1, x2, . . . , xq} : il existe s ∈ J1, qK tel que X(ω) = xs et alors :

E(X|X)(ω) =

q∑

j=1

xjP[X=xs]([X = xj])

Dans ette somme, P[X=xs]([X = xj]) est nulle pour tout j 6= s, et vaut 1 si j = s, don :

E(X|X)(ω) = xs = X(ω), égalité vraie pour tout ω ∈ Ω, e qui signi�e que les variables aléatoires

E(X|X) et X sont égales.

) On suppose que les réels ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xq) sont deux à deux distints ; la restrition de ϕ à

X(Ω) = {x1, x2, . . . , xq} est injetive, et pour ω ∈ Ω et i ∈ J1, qK : ϕ(X(ω)) = ϕ(xj) ⇐⇒ X(ω) = xj ,
don :

∀i ∈ J1, qK, P ([E(X|Y ) = ϕ(xi)]) = P ([ϕ(X) = ϕ(xi)]) = P ([X = xi])

d) Les variables aléatoires onsidérées étant �nies, le théorème de transfert s'applique pour donner :

E(E(X|Y )) = E(ϕ(X)) =

q∑

i=1

ϕ(xi).P ([X = xi])

=

q∑

i=1

r∑

j=1

yj.P[X=xi]([Y = yj]).P ([X = xi]) par dé�nition des ϕ(xi)

=

r∑

j=1

q∑

i=1

yj.P[X=xi]([Y = yj]).P ([X = xi]) interversion des symboles sommes

=

r∑

j=1

yj.

q∑

i=1

P[X=xi]([Y = yj]).P ([X = xi])

=

r∑

j=1

yj.P ([Y = yj]) d'après la formule des probabilités totales

E(E(X|Y )) = E(Y )

e) Soient des réels λ, ρ et µ. Par dé�nition, la variable aléatoire Z(ω) = E(λY + ρX + µ|X) est dé�nie
par : ∀ω ∈ Ω, Z(ω) = E(λY + ρX + µ|X = X(ω)), l'espérane de λY + ρX + µ pour la probabilité

onditionnelle sahant [X = X(ω)].

La linéarité de l'espérane s'applique ave ette probabilité, qui donne :

Z(ω) = E(λY + ρX + µ|X = X(ω)) = λE(Y |X = X(ω)) + ρE(X|X = X(ω)) + µ

Cette relation étant vraie pour tout ω ∈ Ω, on en déduit l'égalité des variables aléatoires :

Z = λE(Y |X) + ρE(X|X) + µ ⇐⇒ E(λY + ρX + µ|X) = λE(Y |X) + ρX + µ.
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Partie IV. Antiipation naïve et antiipation rationnelle

Dans ette partie, on suppose qu'à haque instant n ∈ N, le prix pn d'un ertain bien est une variable

aléatoire disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω,A, P ), à valeurs dans {p(1), p(2), . . . , p(k)} ⊂ R+, où k est

un entier �xé supérieur ou égal à 2. On suppose que la suite (pn)n∈N est onstituée de variables aléatoires de

même loi, et que pour tout n ∈ N et pour tout i ∈ J1, kK, on a : P ([pn = p(1)]) > 0.

Soit (un)n∈N une suite de variables aléatoires disrètes �nies indépendantes et de même loi, telles que pour tout

n ∈ N, on a E(un) = 0 et V (un) = σ2 > 0.

On suppose que pour tout n ∈ N
∗
, les variables aléatoires un et pn−1 sont indépendantes.

Soit θ et p∗ deux paramètres réels véri�ant −1 < θ < 1 et p∗ > 0.
On suppose que p0 est de la forme p0 = ℓu0+m, où ℓ et m sont des onstantes réelles, et que pour tout n ∈ N

∗
,

on a : pn = θpn−1 + (1− θ)p∗ + un (1).

9. a) Toutes les variables aléatoires onsidérées dans ette question étant �nies, elles admettent une espérane,

et par linéarité :

∀n ∈ N
∗, E(pn) = θE(pn−1) + (1− θ)p∗ + E(un) ⇐⇒ E(pn) = θE(pn−1) + (1− θ)p∗

Or par hypothèse, pn et pn−1 ont même loi, don ont la même espérane µ, et la relation préédente se

réérit : µ = θ.µ+ (1− θ).p∗ ⇐⇒ (1− θ).µ = (1− θ).p∗ ⇐⇒ µ = p∗ puisque 1− θ 6= 0, 'est-à-dire :

∀n ∈ N, E(pn) = p∗

Ensuite, l'indépendane de pn−1 et un et les propriétés de la variane donnent la relation :

V (pn) = θ2V (pn−1) + V (un) = θ2V (pn−1) + σ2
.

À nouveau, puisque les variables pn suivent la même loi, elles ont la même variane V et la relation

préédente se réérit : V = θ2V + σ2 ⇐⇒ (1− θ2)V = σ2
, don :

∀n ∈ N, V (pn) =
σ2

1− θ2

On peut alors réévaluer : E(p0) = E(ℓu0 +m) = ℓE(u0) +m = m, don m = p∗ .

De même : V (p0) = V (ℓu0 +m) = ℓ2V (u0) = ℓ2σ2
, don : ℓ2 =

1

1− θ2
⇐⇒ ℓ = ± 1√

1− θ2
.

b) Pour tout n ∈ N
∗
:

Cov(pn, pn−1) = Cov(θpn−1 + (1− θ)p∗ + un, pn−1) = θCov(pn−1, pn−1) + 0 + Cov(un, pn−1)

D'après les propriétés de la ovariane (linéarité par rapport à la première variable).

Comme un et pn−1 sont supposées indépendantes :

∀n ∈ N
∗, Cov(pn, pn−1) = θ.V (pn−1) + 0 =

θ.σ2

1− θ2

On remarque ainsi que : ∀n ∈ N
∗, θ =

Cov(pn, pn−1)

V (pn−1)
=

Cov(pn, pn−1)√
V (pn−1)× V (pn)

puisque V (pn) = V (pn−1). On en onlut que θ est le oe�ient de orrélation linéaire du ouple (pn, pn−1).

10. D'après la relation établie à la question 8.e) :

∀n ∈ N
∗, E(pn|pn−1) = E(θpn−1 + (1− θ)p∗ + un|pn−1) = θpn−1 + (1− θ)p∗ + E(un|pn−1)

= θpn−1 + (1− θ)p∗ + E(un)

= θpn−1 + (1− θ)p∗ (= pn − un)
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11. On rappelle que l'on note p̂n l'antiipation de pn faite à l'instant (n − 1). Pour tout n ∈ N
∗
, on pose :

en = pn − p̂n (erreur d'antiipation à l'instant n).

a) On suppose dans ette question que les antiipations sont naïves, 'est-à-dire que pour tout n ∈ N
∗
, on

a : p̂n = pn−1.

Comme on l'a alors vu à la question 8.b) : E(p̂n|pn−1) = pn−1.

E(p̂n) = E(pn−1) = p∗, V (p̂n) = V (pn−1) =
σ2

1− θ2
, E(en) = E(pn)− E(p̂n) = p∗ − p∗ = 0

V (en) = V (pn − p̂n) = V (pn − pn−1) = V (pn) + V (pn−1)− 2Cov(pn, pn−1)

=
2σ2

1− θ2
− 2σ2.θ

1− θ2
=

2σ2.(1− θ)

(1− θ)(1 + θ)
=

2σ2

1 + θ

b) On suppose dans ette question que les antiipations de prix sont rationnelles, e qui se traduit dans le

adre du modèle (1) par : p̂n = E(pn|pn−1). Alors d'après le résultat de la question 10. :

E(p̂n) = E(θpn−1 + (1− θ)p∗) = θE(pn−1) + (1− θ)p∗ = θp∗ + (1− θ)p∗ = p∗

V (p̂n) = V (θpn−1 + (1− θ)p∗) = θ2V (pn−1) =
σ2θ2

1− θ2

E(en) = E(pn − p̂n) = E(pn)−E(p̂n) = p∗ − p∗ = 0

V (en) = V (pn − θpn−1 − (1− θ)p∗) = V (pn − θpn−1) = V (pn) + θ2V (pn−1)− 2θCov(pn, pn−1)

=
σ2

1− θ2
+

σ2θ2

1− θ2
− 2

σ2θ2

1− θ2
=

σ2(1− θ2)

1− θ2
= σ2

) Dans haun des deux types d'antiipation, naïve et rationnelle : l'erreur d'antiipation est d'espérane

nulle (à rapproher de la dé�nition d'un estimateur sans biais).

Comme −1 < θ < 1 : alors 0 < 1 + θ < 2 et don

2

1 + θ
> 1 ⇐⇒ 2σ2

1 + θ
> σ2

, e qui signi�e que l'erreur

d'antiipation naïve a une variane, une dispersion supérieure à elle de l'antiipation rationnelle, e qui

inite logiquement à hoisir la deuxième.
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