
MATHÉMATIQUES III - HEC E 2012

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

EXERCICE

Soit m un réel donné stri
tement positif et f l'endomorphisme de R
3
dont la matri
e M dans la base


anonique de R
3
est donnée par : M =




0 1/m 1/m2

m 0 1/m

m2 m 0



.

On note I la matri
e identité deM3(R) et Id l'endomorphisme identité de R
3
.

Pour tout endomorphisme g de R
3
, on pose g0 = Id et pour tout k de N

∗, gk = g ◦ gk−1
.

1. Un ve
teur u = (x, y, z) de R
3
appartient au noyau Ker(f) si et seulement si :

M



x
y
z


 =



0
0
0


 ⇐⇒





1/m.y + 1/m2.z = 0
m.x + 1/m.z = 0

m2.x + m.y = 0

⇐⇒





m2.x + m.y = 0
m.x + 1/m.z = 0

1/m.y + 1/m2.z = 0 L1 ↔ L3

⇐⇒





m2.x + m.y = 0
− m.y + z = 0 L2 ← m.L2 − L1

1/m.y + 1/m2.z = 0

⇐⇒





m2.x + m.y = 0
− m.y + z = 0

2z = 0 L3 ← m2.L3 + L2

Puisque m > 0, on en 
on
lut que le système est de Cramer, et admet pour unique solution : x = y = z = 0.

Ainsi : Ker(f) = {(0, 0, 0)} est réduit au ve
teur nul, et f est un endomorphisme inje
tif.

Comme on travaille en dimension �nie, f est alors aussi surje
tif

1

et : Im(f) = R
3
.

Il reste à dire que f étant par 
onséquent bije
tif, sa matri
e représentative M est bien sûr inversible !

2. a) Le 
al
ul matri
iel donne :

M2 =



m/m+m2/m2 0 + 0 +m/m2 0 + 1/m2 + 0

0 + 0 +m2/m m/m+ 0 +m/m m/m2 + 0 + 0

0 +m2 + 0 m2/m+ 0 + 0 m2/m2 +m/m+ 0


 =




2 1/m 1/m2

m 2 1/m

m2 m 2



, soit :

M2 = M + 2.I

b) On en déduit : M2 −M − 2.I = 0, 
'est-à-dire que P (X) = X2 −X − 2 est un polyn�me annulateur de

la matri
e M (et don
 aussi de l'endomorphisme f qu'elle représente).


) On sait que les valeurs propres de M �gurent parmi les ra
ines du polyn�me annulateur P .
On obtient fa
ilement les ra
ines : λ1 = −1 et λ2 = 2.
On véri�e alors si M − λ1.I et/ou M − λ2.I sont inversibles :

1. 
onséquen
e du théorème du rang !
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� M + I =




1 1/m 1/m2

m 1 1/m

m2 m 1




est 
lairement non-inversible, puisque les trois lignes de 
ette matri
e

sont proportionnelles : L3 = m.L2 = m2.L1, don
 λ1 = −1 est bien valeur propre de M .

On termine le 
al
ul du sous-espa
e propre asso
ié en résolvant le système :

(M + I)



x
y
z


 =



0
0
0


 ⇐⇒ x+ 1/m.y + 1/m2.z = 0 ⇐⇒ x = −y/m− z.m2

.

Ainsi : E−1(M) =







−y/m− z/m2

y
z



∣∣∣∣∣∣
(y, z) ∈ R

2



 = Vect





−1/m

1
0


 ,



−1/m2

0
1





.

La famille génératri
e obtenue étant 
onstituée de deux ve
teurs non-
olinéaires, elle forme aussi une

famille libre, don
 une base du sous-espa
e propre, et : dimE−1(M) = 2.

� M − 2I =



−2 1/m 1/m2

m −2 1/m

m2 m −2



. On résout le système : (M − 2I)



x
y
z


 =



0
0
0




⇐⇒




−2x + y/m + z/m2 = 0
mx − 2y + z/m = 0

m2x + my − 2z = 0

⇐⇒




−2x + y/m + z/m2 = 0

−3y + 3z/m = 0 L2 ← 2L2 +mL1

3my − 3z = 0 L3 ← 2L3 +m2L1

Les deux dernières lignes étant redondantes, on supprime par exemple la dernière. et on obtient le

système équivalent :

{
x = y/2m+ z/2m2 = z/m2

y = z/m
. On en déduit que λ2 = 2 est bien valeur propre

de M puisqu'on obtient une in�nité de solutions au système ; le sous-espa
e propre asso
ié est :

E2(M) =







z/m2

z/m
z



∣∣∣∣∣∣
z ∈ R



 = Vect





1/m2

1/m
1





.

La famille génératri
e obtenue étant 
onstituée d'un seul ve
teur non-nul, elle forme aussi une famille

libre, don
 une base du sous-espa
e propre, et : dimE2(M) = 1.

Les deux valeurs propres de la matri
e M (et don
 de f ) sont ainsi −1 et 2, et 
omme :

dimE−1(M) + dimE2(M) = 2 + 1 = 3 = dimR
3
, on en 
on
lut que M (don
 f ) est diagonalisable.

3. Les résultats obtenus pré
édemment permettraient d'en déduire une relation de 
hangement de base du type :

P = PDP−1
, où D =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 2




et P serait une matri
e de passage dont les 
olonnes seraient les trois

ve
teurs propres de base obtenus pré
édemment.

Une ré
urren
e immédiate donnerait : ∀n ∈ N, Mn = PDnP−1
, où Dn =



(−1)n 0 0

0 (−1)n 0
0 0 2n




est

obtenue de façon immédiate ; on en déduirait l'expression expli
ite de Mn
à la suite de deux produits

matri
iels.

4. On pose : p =
1

3
(f + Id) et q = −1

3
(f − 2Id).

a) D'après les règles de 
omposition des endomorphismes :

p ◦ q =
1

3
(f + Id) ◦ (−1

3
(f − 2Id)) = −1

9
(f ◦ f + f − 2f − 2Id) = −1

9
(f2 − f − 2Id) = 0, endomorphisme

nul puisque le polyn�me annulateur P de M vaut aussi pour f . On trouve de même que q ◦ p = 0.

Ensuite : p2 = p ◦ p =
1

9
.(f + Id)2 =

1

9
(f2 +2f + Id) =

1

9
(2f + Id+ 2f + Id) =

1

9
(3f +3Id) =

1

3
(f + Id),


'est-à-dire : p2 = p . Une ré
urren
e immédiate donne bien sûr : ∀n ∈ N, pn = p .

De même : q2 =
1

9
(f − 2Id) =

1

9
(f2− 4f +4Id) =

1

9
(f +2Id− 4f +4Id) =

1

9
(−3f +6Id) = −1

3
(f − 2Id),

soit : q2 = q , qui donne là en
ore par ré
urren
e : ∀n ∈ N, qn = q .
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b) Remarquons i
i (très di�
ile sans indi
ation !) que : 2p − q =
2

3
f +

2

3
Id +

1

3
f − 2

3
Id = f , et don
 :

∀n ∈ N, fn = (2p− q)n.
Comme p et q 
ommutent, la formule du bin�me de Newton pour les endomorphismes s'applique, qui

donne :

∀n ∈ N, fn = (2p − q)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(2p)k ◦ (−q)n−k =

n∑

k=0

(
n

k

)
2k.pk ◦ (−1)n−k.qn−k

=

(
n

0

)
20.p0 ◦ (−1)n.qn +

(
n

n

)
.2n.pn ◦ (−1)0.q0 +

n−1∑

k=1

(
n

k

)
2k.(−1)n−k.pk ◦ qn−k

Pour 1 6 k 6 n − 1 : n − k > 1, don
 pk ◦ qn−k = p ◦ q = 0, don
 tous les termes de la dernière somme

é
rite s'annulent ! On a aussi pn = p et qn = q, don
 :

∀n ∈ N, fn = 2n.p+ (−1)n.q


) En reprenant les expressions de p et q en fon
tion de f et Id, on obtient :

∀n ∈ N, fn = 2n.
1

3
(f + Id) + (−1)n.(−1

3
).(f − 2Id) = [2n/3 + 2.(−1)n/3]︸ ︷︷ ︸

=an

.Id + [2n/3− (−1)n/3]︸ ︷︷ ︸
=bn

.f

La relation obtenue pour les endomorphismes, se transpose à leur représentation matri
ielle dans la base


anonique : ave
 les valeurs de an et bn dé�nies pré
édemment, on a bien ∀n ∈ N, Mn = an.I + bn.M .

d) La relation matri
ielle M2 = M + 2I donne aussi : M2 −M = 2I ⇐⇒ 1

2
(M − I)M = I, 
e qui prouve

que M est inversible, d'inverse M−1 =
1

2
(M − I).

En rappelant que f = 2p − q et en remarquant également que p+ q = Id, on en déduit :

f−1 =
1

2
(2p− q − p− q) =

1

2
p− q

La même formule du bin�me et des 
al
uls semblables à 
eux e�e
tués à la qestion b) donnent :

∀n ∈ N, (f−1)n =
1

2n
.p+ (−1)n.q

ou en
ore : ∀n ∈ N, f−n = 2−n.p+(−1)−n.q, 
e qui signi�e que la formule pour fn
est aussi valable pour

tout entier négatif, don
 au �nal pour tout entier relatif n ∈ Z.

PROBLÈME

Sous réserve d'existen
e, on note E(U) et V (U) respe
tivement, l'espéran
e et la varian
e d'une variable

aléatoire U dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ).

Pour p entier supérieur ou égal à 2, on dit que les variables aléatoires à densité U1, . . . , Up sont indépendantes

si pour tout p-uplet (u1, . . . , up) de réels, les événements [U1 6 u1], . . . , [Up 6 up] sont indépendants.

L'objet du problème est l'étude de quelques propriétés d'une loi de probabilité utilisée notamment en �abilité.

Les parties I et II sont largement indépendantes. La partie III est indépendante des parties I et II.

Partie I. Loi à un paramètre

On note λ un paramètre réel stri
tement positif. On 
onsidère la fon
tion fλ de R dans R dé�nie par :

fλ(x) =





λ

2
√
x
e−λ

√
x

si x > 0

0 si x 6 0
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1. a) La fon
tion ra
ine 
arrée : x 7→
√
x est de 
lasse C2

sur R
∗
+, et exp est de 
lasse C2

sur R, don
 par


omposée et quotient, fλ est de 
lasse C2
sur R

∗
+.

b) Pour tout réel x ∈ R
∗
+ : f ′

λ(x) = −
λ

4x
√
x
.e−λ

√
x+

λ

2
√
x
.

(
− λ

2
√
x

)
.e−λ

√
x = −λ

4

(
1

x
√
x
+

λ

x

)
.e−λ

√
x < 0,

don
 la fon
tion fλ est stri
tement dé
roissante sur R
∗
+

(la dérivée de x 7→ 1√
x
= x−1/2

étant x 7→ −1

2
.x−3/2 = − 1

2x
√
x
sur R

∗
+).

lim
x→0+

λ

2
√
x
= +∞ 
ar λ > 0, et lim

x→0+
−λ
√
x = 0, don
 lim

x→0+
e−λ

√
x = e0 = 1, don
 lim

x→0+
fλ(x) = +∞.

lim
x→+∞

λ

2
√
x
= 0 et lim

x→+∞
−λ
√
x = −∞, don
 lim

x→+∞
e−λ

√
x = 0 et lim

x→+∞
fλ(x) = 0.


) La fon
tion fλ étant de 
lasse C2
sur R

∗
+, on étudie le signe de sa dérivée se
onde pour déterminer sa


onvexité :

∀x ∈ R
∗
+, f ′′

λ (x) = −
λ

4
.

[(
− 3

2x2
√
x
− λ

x2

)
.e−λ

√
x +

(
1

x
√
x
+

λ

x

)
.
−λ
2
√
x
.e−λ

√
x

]

=
λ

4
.

[
3

2x2
√
x
+

λ

x2
+

λ

2x2
+

λ2

2x
√
x

]
.e−λ

√
x

expression qui permet d'a�rmer dire
tement que : ∀x ∈ R
∗
+, f ′′

λ (x) > 0 et don
 que :

la fon
tion fλ est 
onvexe sur R
∗
+.

d) Graphe de la fon
tion f1 :

0 1 2 3 4
0

1

2

3

(Cf1)

2. a) La fon
tion G : x 7→ −e−λ
√
x
est bien de 
lasse C1

sur R
∗
+ 
omme on l'a vu en 1.a), ave
 :

∀x ∈ R
∗
+, G′(x) = − −λ

2
√
x
.e−λ

√
x =

λ

2
√
x
.e−λ

√
x = fλ(x), don
 G est bien une primitive de fλ sur R

∗
+.

b) L'intégrale

∫ +∞

0
fλ(x)dx est doublement impropre en 0 et en +∞, on pose don
 dans un premier temps,

pour deux réels A et B tels que 0 < A < B :∫ B

A
fλ(x)dx = [G(x)]BA = −e−λ

√
B + e−λ

√
A
, puis on 
onsidère la limite de 
ette expression quand A tend

vers 0 et B tend vers +∞ :

lim
A→0+

−λ
√
A = 0, don
 lim

A→0+
e−λ

√
A = e0 = 1, et : lim

B→+∞
−λ
√
B = −∞, don
 lim

B→+∞
e−λ

√
B = 0.

On peut don
 
on
lure que l'intégrale

∫ +∞

0
fλ(x)dx 
onverge et vaut :

∫ +∞

0
fλ(x)dx = 1.


) On véri�e 
omme d'habitude les 3 
ritères qui font de fλ une densité de probabilité :

� La fon
tion fλ est nulle sur ]−∞, 0] et stri
tement positive sur R
∗
+, don
 positive sur R.

� La fon
tion fλ est 
onstante nulle, don
 
ontinue sur ] − ∞, 0[ et 
ontinue (
ar de 
lasse C2
) sur

]0,+∞[, don
 
ontinue sur R sauf en 0.

� D'après les 
al
uls de la question pré
édente, et vu que fλ est nulle sur ]−∞, 0] :∫ +∞

−∞
fλ(x)dx =

∫ 0

−∞
fλ(x)dx+

∫ +∞

0
fλ(x)dx = 0 + 1 = 1

La fon
tion fλ est don
 bien une densité de probabilité sur R.
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3. Soit X une variable aléatoire dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), à valeurs stri
tement positives,

ayant fλ pour densité. On note Fλ la fon
tion de répartition de X et on pose : Y = λ
√
X .

a) Pour tout réel x, Fλ(x) =

∫ x

−∞
fλ(x)dx. On distingue bien sûr deux 
as :

� Pour tout x 6 0 : Fλ(x) =

∫ x

−∞
0 dx = 0.

� Pour tout x > 0 : Fλ(x) =

∫ 0

−∞
fλ(x)dx+

∫ x

0
fλ(x)dx = 0 + lim

A→0+
−e−λ

√
x + e−λ

√
A = 1− e−λ

√
x
.

b) La v.a.r. X ayant pour densité fλ, on a X(Ω) =]0,+∞[. Comme λ > 0, Y = λ
√
X a don
 aussi

]0,+∞[= Y (Ω) pour univers-image, et on peut déjà é
rire :

∀x ∈]−∞, 0], FY (x) = 0. Puis, pour tout réel x ∈]0,+∞[ :

FY (x) = P (Y 6 x) = P (λ
√
X 6 x) = P (

√
X 6

x

λ
) = P (X 6

x2

λ2
) = Fλ(

x2

λ2
) = 1− e

−λ.

√√√√x2

λ2

= 1− e
−λ.

x

λ = 1− e−x
puisque x et λ sont stri
tement positifs.

Ainsi : ∀x ∈ R, FY (x) =

{
0 si x 6 0

1− e−x
si x > 0

, 
e qui est bien la fon
tion de répartition d'une loi

exponentielle de paramètre 1, que suit don
 la variable aléatoire Y .

Une densité de Y est alors la fon
tion g : x 7→
{
e−x

si x > 0

0 si x 6 0
.


) Soit r ∈ N
∗
; d'après le théorème de transfert : Y admet un moment d'ordre r si et seulement si l'intégrale∫ +∞

−∞
xr.g(x)dx est absolument 
onvergente. Comme g est nulle sur ]−∞, 0] et positive sur ]0,+∞[, 
ela

revient à étudier la 
onvergen
e simple de l'inégrale

∫ +∞

0
xr.e−xdx.

Par 
roissan
es 
omparées : lim
x→+∞

xr+2.e−x = 0, 
e qui signi�e : xr.e−x = o(
1

x2
) quand x tend vers +∞.

Les fon
tions x 7→ xr.e−x
et x 7→ 1

x2
étant 
ontinues et positives sur [1,+∞[ : d'après le théorème de


omparaison, les intégrales

∫ +∞

1
xr.e−xdx et

∫ +∞

1

1

x2
dx sont de même nature, don
 
onvergentes 
ar la

deuxième est une intégrale de Riemann ave
 α = 2 > 1.

La 
ontinuité de x 7→ xr.e−x
sur [0, 1] assure que

∫ +∞

0
xr.e−xdx =

∫ 1

0
xr.e−xdx +

∫ +∞

1
xr.e−xdx est

une intégrale 
onvergente.

La variable aléatoire Y admet don
 des moments E(Y r) de tous ordres r ∈ N
∗
.

d) Pour tout entier r ∈ N
∗
, et pour un réel A > 0 quel
onque, on réalise une intégration par parties dans

l'intégrale :

∫ A

0
xr+1.e−xdx :

u(x) = xr+1 → u′(x) = (r + 1).xr

v′(x) = e−x → v(x) = −e−x

Les fon
tions 
on
ernées sont bien de 
lasse C1
sur [0,+∞[, don
 :∫ A

0
xr+1.e−xdx =

[
−xr+1.e−x

]A
0
−
∫ A

0
−(r + 1).xr.e−xdx = −Ar+1.e−A + (r + 1)

∫ A

0
xr.e−xdx.

Il reste à passer à la limite dans 
ette égalité lorsque A → +∞, sa
hant que les intégrales 
onvergent

(démontré à la question pré
édente), et que lim
A→+∞

Ar+1.e−A = 0 par 
roissan
es 
omparées :

∫ +∞

0
xr+1.e−xdx = 0 + (r + 1).

∫ +∞

0
xr.e−xdx ⇐⇒ E(Y r+1) = (r + 1).E(Y r)

e) Sa
hant que E(Y ) = 1 (espéran
e d'une loi exponentielle de paramètre 1), la relation pré
édente donne,

par une ré
urren
e immédiate :

∀r ∈ N
∗, E(Y r) = r!
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La relation Y = λ
√
X se réé
rivant : Y 2 = λ2.X ⇐⇒ X =

Y 2

λ2
, on en déduit que X admet une espéran
e

qui vaut :

E(X) = E

(
Y 2

λ2

)
=

1

λ2
.E(Y 2) =

2!

λ2
=

2

λ2
par linéarité de l'intégrale.

De même, X2 =
Y 4

λ4
admet une espéran
e qui vaut : E(X2) =

1

λ4
E(Y 4) =

1

λ4
.4! =

24

λ4
.

La variable aléatoire X admet don
 un moment d'ordre 2, et par 
onséquent une varian
e donnée par la

formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
24

λ4
− 4

λ4
=

20

λ4

4. Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires dé�nies sur (Ω,A, P ), indépendantes et de même loi que X.

Soient (an)n∈N∗
et (bn)n∈N∗

deux suites de réels stri
tement positifs véri�ant :

lim
n→+∞

n2an = 1 et lim
n→+∞

n2bn = 0 (en 
lair : an ∼
n→+∞

1

n2
et bn = o

(
1

n2

)
).

On pose pour tout n de N
∗
: Mn = min

16k6n
(Xk) et Jn =

Mn − bn
an

. On admet que Mn et Jn sont des variables

aléatoires à densité dé�nies sur (Ω,A, P ).

L'étude de la 
onvergen
e en loi de la suite (Jn)n∈N∗
passe par le 
al
ul des fon
tions de répartition des

variables aléatoires (Jn)n∈N∗
; pour tout entier n ∈ N

∗
, et pour tout réel x :

FJn(x) = P (Jn 6 x) = P (
Mn − bn

an
6 x)

an>0
= P (Mn − bn 6 x.an) = P (Mn 6 an.x+ bn)

= P ( min
16k6n

(Xk) 6 an.x+bn) = P (

n⋃

k=1

[Xk 6 an.x+bn]) 
ar le minimum de 
es n v.a.r. est inférieur à an.x+bn

si et seulement si l'une des v.a.r. véri�e l'inégalité.

Les événements n'étant pas in
ompatibles a priori, on passe plut�t par l'événement 
ontraire :

FJn(x) = 1 − P

(
n⋃

k=1

[Xk 6 an.x+ bn]

)
= 1 − P (

n⋂

k=1

[Xk > an.x + bn]) = 1 −
n∏

k=1

P (Xk > an.x + bn) par

indépendan
e des Xk. Comme toutes 
es v.a.r. suivent la même loi que X, on en déduit en�n :

∀x ∈ R, FJn(x) = 1− (P (X > an.x+ bn))
n = 1− (1− Fλ(an.x+ bn))

n

FJn(x) =





1− (1− 0)n = 0 si an.x+ bn 6 0 ⇐⇒ x 6 − bn
an

1− (e−λ.
√
an.x+bn)n = 1− e−λ.n

√
an.x+bn

si an.x+ bn > 0 ⇐⇒ x > − bn
an

.

On examine alors la valeur de lim
n→+∞

FJn(x) pour 
haque réel x.

Comme an ∼
n→+∞

1

n2
et bn = o(

1

n2
), alors bn = o(an) et lim

n→+∞
− bn
an

= 0

(on peut aussi l'é
rire : lim
n→+∞

− bn
an

= lim
n→+∞

−n2.bn
n2.an

= −0

1
= 0).

Conséquen
e : pour tout réel x < 0, il existe un entier N tel que : x 6 − bn
an

, et alors : ∀n > N, FJn(x) = 0,


e qui permet de 
on
lure que :

∀x ∈]−∞; 0[, lim
n→+∞

FJn(x) = 0

À l'opposé, pour tout réel x > 0 : ∀n ∈ N, x > − bn
an

et FJn(x) = 1− e−λ.n.
√
an.x+bn = 1− e−λ.

√
n2an.x+n2.bn

.

lim
n→+∞

n2.an = 1 et lim
n→+∞

n2.bn = 0, don
 : lim
n→+∞

FJn(x) = 1− e−λ.
√
x
.

Bilan : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

FJn(x) =

{
0 pour tout x < 0

1− e−λ.
√
x

pour tout x > 0
= Fλ(x)

On en 
on
lut que la suite (Jn)n∈N∗

onverge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi de X.

◮ Commentaire : beau
oup d'initiatives sont don
 à prendre dans 
ette question ! Il faut bien maîtriser

pour 
ela la dé�nition de la 
onvergen
e en loi d'une suite de variables à densité.
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Partie II. Estimation pon
tuelle de λ

Pour tout entier n de N
∗
, on note (X1,X2, . . . ,Xn) un n-é
hantillon de variables aléatoires à valeurs stri
-

tement positives, indépendantes et de même loi que la variable aléatoire X dé�nie à la question 3.

On rappelle que Y = λ.
√
X , et on pose pour tout k de J1, nK : Yk = λ.

√
Xk, Sk =

k∑

j=1

Yj et gk une densité de

Sk.

On admet que pour tout entier n supérieur ou égal à 2, les variables aléatoires Y1, Y2, . . . , Yn sont indépen-

dantes et que pour tout k de J1, n − 1K, les variables aléatoires Sk et Yk+1 sont indépendantes.

On admet que si T et Z sont deux variables aléatoires à densité indépendantes dé�nies sur le même espa
e

probabilisé, de densités respe
tives fT et fZ telles que fT (ou fZ) soit bornée, alors la variable aléatoire T + Z

admet une densité fT+Z dé�nie pour tout réel x par : fT+Z(x) =

∫ +∞

−∞
fT (y).fZ(x− y)dy.

5. a) Au vu des résultats de la partie I, question 3.b), les variables aléatoires Y1 = λ.
√

X1 et Y2 = λ.
√

X2

suivent la même loi exponentielle de paramètre 1. Une densité de 
elle-
i est la fon
tion g de I.3.b), qui

est bornée par 0 et 1 sur R. La variable aléatoire S2 = Y1 + Y2 admet don
 une densité g2 dé�nie pour

tout réel x par : g2(x) =

∫ +∞

−∞
g(y).g(x − y)dy.

Il s'agit maintenant d'exprimer expli
itement la fon
tion intégrée, sa
hant que :

g(y).g(x − y) = 0 pour tous réels y tels que :

g(y) = 0 ⇐⇒ y 6 0, et g(x− y) = 0 ⇐⇒ x− y 6 0 ⇐⇒ y > x.
Ainsi : pour tout réel négatif x 6 0, la fon
tion y 7→ g(y).g(x − y) ne prend que des valeurs nulles, et

g2(x) = 0.
Remarque : 
'est 
ohérent ave
 le fait que S2 est la somme de deux v.a.r. à valeurs stri
tement positives !

Pour tout réel x > 0 : g2(x) =

∫ x

0
e−y.e−(x−y)dy =

∫ x

0
e−xdy = x.e−x

.

◮ Remarque : en
ore une question di�
ile, hors-programme ECE (mais au programme ECS : produit

de 
onvolution de deux densités), malgré tout fréquemment présente dans les sujets de parisiennes, et

qu'il vaut mieux avoir vue au 
ours de sa préparation aux é
rits ! Plus que jamais il est né
essaire de

bien 
omprendre les dé�nitions de l'énon
é, et d'examiner très soigneusement les intervalles 
onsidérés

dès qu'on travaille ave
 les expressions expli
ites des densités utilisées.

b) On généralise i
i le prin
ipe de 
al
ul mis en ÷uvre à la question pré
édente :

I. Pour n = 1 : S1 = Y1 suit la loi exponentielle, de densité g : x 7→
{
e−x

si x > 0

0 si x 6 0
, 
e qui 
orrespond

bien à la formule générale demandée lorsque n = 1.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n ∈ N
∗
.

Au rang suivant : Sn+1 = Sn + Yn+1 est la somme de deux v.a.r. indépendantes selon l'énon
é, où

Yn+1 →֒ E(1) admet une densité g bornée.

Selon le théorème du produit de 
onvolution admis dans l'énon
é, la variable aléatoire Sn+1 admet une

densité gn+1 dé�nie pour tout réel x par : gn+1(x) =

∫ +∞

−∞
gn(y).g(x − y)dy.

Comme pré
édemment : gn(y).g(x − y) = 0 ⇐⇒ y 6 0 ou x − y 6 0 ⇐⇒ y > x, et pour tout réel
x 6 0, gn(y).g(x − y) est alors nulle pour tout réel y, don
 :

∀x ∈]−∞, 0], gn+1(x) = 0

Pour tout réel x > 0 :

gn+1(x) =

∫ x

0
gn(y).g(x − y)dx =

∫ x

0

1

(n− 1)!
yn−1.e−y.e−(x−y)dy

=
1

(n− 1)!
.e−x.

∫ x

0
yn−1dy =

1

(n− 1)!
.e−x.

[
yn

n

]x

0

=
e−x

(n− 1)!
.
xn

n

=
1

n!
.xn.e−x
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e qui prouve la propriété au rang n+ 1.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N
∗
, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.


) On admet que pour tout n de N
∗
,

1

Sn
est une variable aléatoire à densité.

D'après le théorème de transfert : l'espéran
e E(1/Sn) existe si et seulement si l'intégrale

1

x
.gn(x)dx ;


omme gn est nulle sur ] −∞, 0] et positive sur ]0,+∞[, 
ela revient à étudierla 
onvergen
e simple de

l'intégrale

∫ +∞

0

1

(n− 1)!
.xn−2.e−xdx.

On a déjà établi (partie I, questions 3.b) et 3.
)) que l'intégrale

∫ +∞

0
xr.e−rdx 
onverge pour tout entier

r ∈ N
∗
, et même r ∈ N. Don
 pour tout entier n tel que n−2 > 0 ⇐⇒ n > 2, l'intégrale est 
onvergente.

Pour n = 1 :

1

x
.g(x) =

e−x

x
∼

x→0+

1

x
, mais

∫ 1

0

1

x
dx est divergente (
ritère de Riemann) ; le théorème de


omparaison des intégrales de fon
tions 
ontinues, positives a�rme don
 que

1

S1
n'admet pas d'espéran
e.

E(1/Sn) existe don
 pour tout entier n > 2, et vaut, d'après les résultats de I.3.
) sur la v.a.r. Y :

∀n > 2, E(1/Sn) =
1

(n− 1)!

∫ +∞

0
xn−2.e−xdx =

1

(n− 1)!
E(Y n−2) =

(n− 2)!

(n− 1)!
=

1

n− 1
.

De même : V (1/Sn) existe si et seulement si

1

Sn
admet un moment d'ordre 2, don
 si et seulement si

l'intégrale

∫ +∞

−∞

1

x2
.gn(x)dx =

∫ +∞

0

1

(n− 1)!
.xn−3.e−xdx est (absolument) 
onvergente.

Comme pré
édemment, 
'est vrai pour tout entier n > 3, et faux pour n = 1 et n = 2.
E(1/S2

n) existe don
 pour tout entier n > 3, et vaut :

E(1/S2
n) =

1

(n− 1)!

∫ +∞

0
xn−3.e−xdx =

(n− 3)!

(n− 1)!
=

1

(n− 1)(n − 2)
.

La v.a.r.

1

Sn
admet don
, pour tout entier n > 3, une varian
e donnée par la formule de Koenig-Huygens :

∀n > 3, V (1/Sn) = E(1/S2
n)− E(1/Sn)

2 =
1

(n − 1)(n − 2)
− 1

(n− 1)2
=

1

(n− 1)2(n− 2)
.

6. On note (x1, x2, . . . , xn) un n-uplet de (R∗
+)

n

onstituant une réalisation du n-é
hantillon (X1,X2, . . . ,Xn).

On suppose que le paramètre λ est in
onnu. Soit H la fon
tion de R
∗
+ dans R dé�nie par :

H(λ) = ln

(
n∏

k=1

fλ(xk)

)

Expli
itions H(λ) à l'aide de l'expression de fλ(x) pour une meilleure 
ompréhension :

∀λ ∈ R
∗
+, H(λ) = ln

(
n∏

k=1

λ

2
√
xk

.e−λ.
√
xk

)
=

n∑

k=1

ln

(
λ

2
√
xk

.e−λ.
√
xk

)

=
n∑

k=1

ln(λ)− ln(2)− 1

2
ln(xk)− λ.

√
xk

= n. ln(λ)− λ.
n∑

k=1

√
xk − n ln(2) − 1

2

n∑

k=1

ln(xk)

Vue 
omme une fon
tion de la variable λ, H est bien dérivable sur R
∗
+, ave
 :

∀λ ∈ R
∗
+, H ′(λ) =

n

λ
−

n∑

k=1

√
xk, et : H

′(λ) > 0 ⇐⇒ n

λ
>

n∑

k=1

√
xk ⇐⇒

n
n∑

k=1

√
xk

> λ.
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En notant λ0 =
n

n∑

k=1

√
xk

: la fon
tion H est don
 stri
tement 
roissante sur ]0, λ0], puis stri
tement dé
rois-

sante sur [λ0,+∞[. Elle admet don
 bien un maximum en λ0.

7. On pose pour tout entier n supérieur ou égal à 3 : λ∗
n =

n
n∑

k=1

√
Xk

.

a) Le réel λ0 =
n

n∑

k=1

√
xk

est don
 une réalisation de la variable aléatoire λ∗
n, 
onstruite à partir du

n-é
hantillon (X1,X2, . . . ,Xn).

b) Commençons par évaluer le biais éventuel de l'estimateur λ∗
n ; on 
al
ule pour 
ela :

E(λ∗
n) = E




λ.n
n∑

k=1

λ.
√

Xk




= E




λ.n
n∑

k=1

Yk




= λ.n.E

(
1

Sn

)
=

λ.n

n− 1

d'après les dé�nitions et résultats pré
édents (question 5.
) notamment).

L'estimateur λ∗
n est don
 biaisé, mais la linéarité de l'intégrale permet de 
orriger 
e biais via l'estimateur

λ̂n =
n− 1

n
.λ∗

n, qui véri�e : E(λ̂n) =
n− 1

n
.E(λ∗

n) =
n− 1

n
.
λ.n

n− 1
= λ.

Ainsi : λ̂n =
n− 1
n∑

k=1

√
Xk

est un estimateur sans biais de λ.

Comme λ̂n est un estimateur sans biais de λ, son risque quadratique est simplement sa varian
e :

ρ(λ̂n) = V (λ̂n) =
(n− 1)2

n2
.V (

λ.n

Sn
) =

(n− 1)2

n2
.n2.λ2.V

(
1

Sn

)
= λ2.(n− 1)2.

1

(n − 1)2(n− 2)
=

λ2

n− 2

puisque n est un entier supérieur ou égal à 3.


) Il est alors évident que lim
n→+∞

ρ(λ̂n) = 0. On dit que l'estimateur λ̂n est 
onvergent, au sens où plus n est

grand, plus la probabilité d'obtenir une estimation pro
he du vrai paramètre λ, est forte.

Partie III. Loi à deux paramètres

8. Soient λ et α deux paramètres réels stri
tement positifs et f(λ,α) la fon
tion dé�nie sur R par :

f(λ,α)(x) =

{
λ.α.xα−1. exp(−λ.xα) si x > 0

0 si x 6 0

a) Véri�ons à nouveau les trois points né
essaires pour a�rmer que f(λ,α) est une densité de probabilité :

� La fon
tion puissan
e x 7→ xα−1 = e(α−1) ln(x)
étant positive et 
ontinue sur R

∗
+, f(λ,α) est bien positive

sur ]0,+∞[ et même sur R 
ar elle est nulle sur ]−∞, 0], et
� f(λ,α) est 
ontinue sur ]0,+∞[ 
omme produit et 
omposée de fon
tions 
ontinues, 
ontinue sur ]−∞, 0[

omme fon
tion 
onstant nulle, don
 
ontinue sur R sauf peut-être en 0.

� Sur ]0,+∞[, x 7→ α.xα−1
est la dérivée de x 7→ xα, don
 f(λ,α) admet pour primitive la fon
tion :

x 7→ − exp(−λ.xα), et :
Pour tous réels A,B tels que 0 < A < B,∫ B

A
f(λ,α)(x)dx = [− exp(−λ.xα)]BA = − exp(−λ.Bα) + exp(−λ.Aα), où :

lim
A→0+

Aα = 0 selon le prolongement par 
ontinuité 
lassique de 
ette fon
tion de référen
e
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(sa
hant que Aα = exp(α. ln(A)) où lim
A→0+

α. ln(A) = −∞ 
ar α > 0), don
 : lim
A→0+

−λ.Aα = 0 et

lim
A→0+

exp(−λ.Aα) = e0 = 1.

D'autre part : lim
B→+∞

−λ.Bα = −∞ 
ar λ > 0, don
 lim
B→+∞

exp(−λ.Bα) = 0.

Tout 
e
i prouve que l'intégrale

∫ +∞

0
f(λ,α)(x)dx est 
onvergente, et vaut 1.

Comme par ailleurs,

∫ 0

−∞
f(λ,α)(x)dx = 0 
ar f(λ,α) est nulle sur l'intervalle 
onsidéré :

∫ +∞

−∞
f(λ,α)(x)dx =

∫ 0

−∞
f(λ,α)(x)dx+

∫ +∞

0
f(λ,α)(x)dx est bien 
onvergente et vaut 1.

Finalement, la fon
tion f(λ,α) est bien une densité de probabilité sur R.

Soit alors W une variable aléatoire dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), à valeurs stri
tement

positives, de densité f(λ,α). On dit que W suit la loi WB(λ, α) (Loi de Weibull).

b) On note F(λ,α) la fon
tion de répartition de W . Au vu des 
al
uls pré
édents, il est 
lair que :

∀x ∈ R
−, F(λ,α)(x) =

∫ x

−∞
f(λ,α)(x)dx = 0

∀x ∈ R
∗
+, F(λ,α)(x) =

∫ x

0
f(λ,α)(x)dx = lim

A→0+
− exp(−λ.xα) + exp(−λ.Aα) = 1− exp(−λ.xα).


) Une question 
lassique, mais importante sur le transfert de loi : la fon
tion F(λ,α) est nulle sur ]−∞, 0[
et 
ontinue sur R don
 sur [0,+∞[, intervalle sur lequel elle est également stri
tement 
roissante (
ar sa

dérivée f(λ,α) est stri
tement positive sur R
∗
+), ave
 F(λ,α)(0) = 0 et lim

x→+∞
F(λ,α)(x) = 1 puisque 
'est une

fon
tion de répartition ; F(λ,α) réalise don
 une bije
tion de [0,+∞[ dans [0, 1[.

La bije
tion ré
iproque F−1
(λ,α) est alors 
ontinue, stri
tement 
roissante de [0, 1[ dans [0,+∞[. Comme

W (Ω) =]0,+∞[, la variable aléatoire F(λ,α)(W ) est bien dé�nie et à valeurs dans [0, 1[.

On peut don
 déja 
on
lure que :

{
∀x ∈]−∞, 0[, P (F(λ,α)(W ) 6 x) = 0 (l'événement est impossible)

∀x ∈ [1,+∞[, P (F(λ,α)(W ) 6 x) = 1 (l'événement est 
ertain)

.

En�n, pour tout réel x de [0, 1[ :

P (F(λ,α)(W ) 6 x) = P (W 6 F−1
(λ,α)(x)) par stri
te 
roissan
e de F−1

(λ,α) sur [0, 1[

= F(λ,α)(F
−1
(λ,α)(x)) 
ar W a pour f.d.r. F(λ,α)

P (F(λ,α)(W ) 6 x) = x

Finalement, la fon
tion de répartition G de F(λ,α)(W ) est véri�e : G(x) =





0 si x < 0

x si 0 6 x < 1

1 si x > 1

,


e qui prouve bien que F(λ,α)(W ) suit la loi uniforme sur [0, 1[.

d) La bije
tivité de F(λ,α) sert en
ore i
i pour simuler la loi deW ; on vient de voir en e�et que U = F(λ,α)(W )

suit la loi uniforme sur [0, 1[, la relation se réé
rivant aussi : W = F−1
(λ,α)(U) où U peut être simulée par

l'appel à la fon
tion rand() de S
ilab.

Il reste don
 à expli
iter la bije
tion ré
iproque, en résolvant pour tout y ∈ [0, 1[, l'équation : F(λ,α)(x) = y
d'in
onnue x ∈ [0,+∞[.
F(λ,α)(x) = y ⇐⇒ 1− exp(−λ.xα) = y ⇐⇒ exp(−λ.xα) = 1− y ⇐⇒ −λ.xα = ln(1− y)

⇐⇒ xα = − 1

λ
. ln(1− y) ⇐⇒ x =

[
− 1

λ
. ln(1− y)

]1/α

(Remarque : y ∈ [0, 1[ don
 ln(1− y) < 0 et − 1

λ
. ln(1− y) > 0, don
 la puissan
e 1/α est bien dé�nie).

Ainsi : si U →֒ U([0, 1[), alors W =

[
− 1

λ
. ln(1− U)

]1/α
→֒ WB(λ, α).
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fun
tion r=W(lambda,alpha)

u=rand()

r = (-log(1-u)/lambda)^(1/alpha)

endfun
tion

9. Soit K une variable aléatoire à densité dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), à valeurs stri
tement

positives, de densité fK nulle sur R−, 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sr R

∗
+ et stri
tement positive sur R

∗
+.

On note FK la fon
tion de répartition de K.

On pose pour tout x réel : R(x) = − ln (1− FK(x)) et r(x) = R′(x) (où R′
est la fon
tion dérivée de R).

a) On suppose dans 
ette question que K suit la loi WB(λ, 2) ave
 λ > 0.

Alors, pour tout réel positif x : FK(x) = 1− e−λx2

et fk(x) = 2λxe−λx2

.

(i) La fon
tion R est alors de 
lasse C1
sur R (
ar FK l'est), ave
 :

∀x ∈ R, R′(x) =
fk(x)

1− FK(x)
, et : ∀x ∈ R+, r(x) =

2λxe−λx2

e−λx2
= 2λx.

La fon
tion r est don
, i
i, a�ne et même linéaire, de 
oe�
ient dire
teur 2λ > 0 : elle est bien

stri
tement 
roissante sur R+ ave
 r(0) = 0.

(ii) La variable aléatoire r(K) = 2λK est alors une transformée a�ne de K : d'après la propriété 
or-

respondante du 
ours, r(K) est don
 en
ore une variable à densité, dont une densité g est dé�nie par :

∀x ∈ R, g(x) =
1

|2λ|f
( x

2λ

)
=





0 si x < 0
1

2λ
.e−

x
2

4λ = 2× 1

4λ
e−

x
2

4λ
si x > 0


e qui 
orrespond bien à la densité de la loi de Weibull de paramètres

(
1

4λ
, 2

)

b) Ré
iproquement, on suppose que les propriétés (i) et (ii) sont véri�ées, et on 
her
he alors la loi de K.

On sait déjà que fk est nulle sur R−, don
 FK aussi ; pour tout réel x positif :

FK(x) = P (K 6 x) = P (r(K) 6 r(x)), la stri
te 
roissan
e de r sur R+ assurant l'égalité des événements

[K 6 x] et [r(K) 6 r(x)]. On a aussi r(x) > 0 d'après les propriétés (i) de r.

Et 
omme d'après (ii), r(K) →֒ WB
(

1

4λ
, 2

)
: ∀x ∈ R+, FK(x) = 1− e−

1

4λ
.(r(x))2

.

Cette relation se réé
rit : ∀x ∈ R+, 1− FK(x) = e
1

4λ
.(r(x))2 ⇐⇒ − ln(1− FK(x)) =

1

4λ
.(r(x))2, soit :

∀x ∈ R+, R(x) =
(r(x))2

4λ
.

Dans 
ette question, l'énon
é a supposé que fK est de 
lasse C1
sur R

∗
+, et FK l'est aussi, don
 r est de


lasse C1
sur R

∗
+, et par dérivation de la relation pré
édente, on obtient :

∀x ∈ R
∗
+, R′(x) = r(x) =

1

4λ
.2.r′(x).r(x) ⇐⇒ 1 =

1

2λ
.r′(x) ⇐⇒ r′(x) = 2λ

Puisque : ∀x > 0, r(x) > r(0) = 0, 
e qui permet de simpli�er.

La fon
tion r est de dérivée 
onstante sur R
∗
+, don
 a�ne sur 
et intervalle. Comme elle est 
ontinue sur

R et que r(0) = 0, on en déduit :

∀x ∈ R+, r(x) = 2λ.x et don
 : ∀x ∈ R+, FK(x) = 1− e−
1

4λ
.(2λ.x)2 = 1− e−λ.x2

Ce qui prouve bien que K →֒ WB(λ, 2).
On a don
 montré une équivalen
e par double impli
ation : ave
 les hypothèses et fon
tions introduites

dans l'énon
é de la question 9., K →֒ WB(λ, 2) ⇐⇒ r(K) →֒ WB(λ, 2).

Dans les questions 10. et 11., l'entier n est supérieur ou égal à 2. On note w1, w2, . . . , wn des réels stri
tement

positifs et non tous égaux.
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10. Soit ϕ la fon
tion de R
∗
+ dans R dé�nie par : ϕ(x) =

n∑

k=1

(wk)
x(ln(wk))

n∑

k=1

(wk)
x

− 1

x
.

a) Soient y1, y2, . . . , yn des réels non tous nuls et z1, z2, . . . , zn des réels quel
onques.

La fon
tion polyn�miale Q : t 7→
n∑

k=1

(zk − t.yk)
2
est de degré inférieur ou égal à 2 
omme somme de


arrés de fon
tions a�nes.

Plus pré
isément, si on développe :

∀t ∈ R, Q(t) =

n∑

k=1

z2k − 2t.yk.zk + t2.y2k =

(
n∑

k=1

y2k

)
.t2 +

(
−2

n∑

k=1

yk.zk

)
.t+

(
n∑

k=1

z2k

)
.

L'hypothèse selon laquelle les yk sont non tous nuls implique que

n∑

k=1

y2k est un réel stri
tement positif :

l'un au moins de 
arrés de la somme est stri
tement positif, et Q est une une fon
tion de degré 2.

Mais la forme initiale de Q montre que 
'est aussi une fon
tion toujours positive sur R (somme de 
arrés).

Et d'après le 
ours sur les trin�mes du se
ond degré, 
ela a une 
onséquen
e fondamentale : son dis
rimi-

nant est négatif puisqu'elle ne 
hange jamais de signe ! Don
 :

(
−2

n∑

k=1

yk.zk

)2

− 4.

(
n∑

k=1

y2k

)
.

(
n∑

k=1

z2k

)
6 0 ⇐⇒ 4.

(
n∑

k=1

yk.zk

)2

6 4.

(
n∑

k=1

y2k

)
.

(
n∑

k=1

z2k

)

On a redémontré i
i l'Inégalité de Cau
hy-S
hwarz, un résultat 
lassique sur les produits s
alaires (hors-

programme ECE).

b) Rappelons i
i que pour tout réel a > 0 �xé, la fon
tion expa : x 7→ ax = ex ln(a)
(dite : exponentielle de

base a) est de 
lasse C∞
sur R, ave
 : ∀x > 0, exp′a(x) = ln(a).ex ln(a) = ln(a).ax.

La fon
tion ϕ est don
 de 
lasse C1
sur R

∗
+ 
omme somme et quotient de fon
tions de 
lasse C1

sur 
et

intervalle, ave
 :

∀x > 0, ϕ′(x) =

(
n∑

k=1

ln(wk).(wk)
x. ln(wk)

)
×
(

n∑

k=1

(wk)
x

)
−
(

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk)

)
×
(

n∑

k=1

ln(wk).(wk)
x

)

(
n∑

k=1

(wk)
x

)2 +
1

x2

=

(
n∑

k=1

(wk)
x.(ln(wk))

2

)
×
(

n∑

k=1

(wk)
x

)
−
(

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk)

)2

(
n∑

k=1

(wk)
x

)2 +
1

x2

On fait alors le lien ave
 la question pré
édente : en posant, pour tout entier k ∈ J1, nK :

yk = (wk)
x/2

et zk = (wk)
x/2. ln(wk)

alors les réels (yk)16k6n sont bien non tous nuls (i
i ils sont tous stri
tement positifs !), et :

∀k ∈ J1, nK, y2k = (wk)
x, z2k = (wk)

x.(ln(wk))
2
et yk.zk = (wk)

x. ln(wk)

Le résultat de la question a) s'applique don
, il s'é
rit i
i :

(
n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk)

)2

6

(
n∑

k=1

(wk)
x.(ln(wk))

2

)
×
(

n∑

k=1

(wk)
x

)
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⇐⇒
(

n∑

k=1

(wk)
x.(ln(wk))

2

)
×
(

n∑

k=1

(wk)
x

)
−
(

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk)

)2

> 0

Et ainsi : ∀x > 0, ϕ′(x) > 0 
omme somme d'un quotient de deux termes positifs, et d'un terme

stri
tement positif.

La fon
tion ϕ est don
 bien stri
tement 
roissante sur R
∗
+.


) On note n0 le nombre d'entiers k0 de J1, nK véri�ant : wk0 = max
16k6n

(wk), 
'est-à-dire le nombre de réels de

la famille (wk)16k6n qui prennent la valeur maximale.

On a don
 naturellement : 1 6 n0 6 n, et n0 = n ne se produit en fait que si les wk sont tous égaux !

Ce qui a été bien ex
lu par l'énon
é, et don
 : 1 6 n0 6 n− 1.

d) Les notations introduites à la question pré
édentes permettent d'é
rire :

∀x > 0,
n∑

k=1

(wk)
x = n0 × (wk0)

x +
∑

16k6n
wk 6=wk0

(wk)
x

C'est-à-dire qu'on a regroupé ensemble les n0 termes de la famille qui prennent la valeur maximale.

Remarquons que dans la deuxième somme, wk 6= wk0 signi�e plus pré
isément : wk < wk0 (il ne reste que

les termes qui n'atteignent pas la valeur maximale).

Or il est 
onnu que : si a et b sont deux 
onstantes réelles ave
 0 < a < b, alors ax = o(bx) quand x→ +∞.

On peut don
 é
rire :

n∑

k=1

(wk)
x = n0.(wk0)

x + o ((wk0)
x) ⇐⇒

n∑

k=1

(wk)
x

∼
n→+∞

n0.(wk0)
x

e) De la même façon qu'à la question pré
édente, on peut é
rire :

∀x > 0,

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk) = n0 × (wk0)

x. ln(wk0) +
∑

16k6n
wk<wk0

(wk)
x. ln(wk)

Il y a alors bien deux 
as à 
onsidérer lorsqu'on veut 
al
uler la limite de ϕ(x) quand x tend vers +∞ :

� Si wk0 = 1 : alors ln(wk0) = 0 et :

∑

16k6n
wk<wk0

(wk)
x. ln(wk)

n∑

k=1

(wk)
x

∼
n→+∞

∑

16k6n
wk<wk0

(wk)
x. ln(wk)

n0.(wk0)
x

=
∑

16k6n
wk<wk0

(
wk

wk0

)x

. ln(wk)

où : pour tout k ∈ J1, nK tel que wk < wk0 , 0 <
wk

wk0

< 1 et : lim
x→+∞

(
wk

wk0

)x

= 0.

On a alors : lim
x→+∞

ϕ(x) = lim
x→+∞

∑

16k6n
wk<wk0

(
wk

wk0

)x

. ln(wk)−
1

x
= 0 + 0 = 0.

� Si wk0 6= 1, alors ln(wk0) 6= 0 et on peut 
ette fois é
rire :

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk) ∼

n→+∞
n0.(wk0)

x. ln(wk0), et :

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk)

n∑

k=1

(wk)
x

∼
n→+∞

n0.(wk0)
x. ln(wk0)

n0.(wk0)
x

= ln(wk0)

Et 
omme lim
x→+∞

−1

x
= 0, on a : lim

x→+∞
ϕ(x) = ln(wk0).
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Dans les deux 
as, en fait : lim
x→+∞

ϕ(x) = ln(wk0) = ln

(
max
16k6n

wk

)
.

f) Puisque, pour tout réel a stri
tement positif : lim
x→0+

ax = lim
x→0+

ex ln(a) = e0 = 1, alors :

lim
x→0+

n∑

k=1

(wk)
x =

n∑

k=1

1 = n, et lim
x→0+

n∑

k=1

(wk)
x. ln(wk) =

n∑

k=1

ln(wk).

Ainsi : lim
x→0+

ϕ(x) = −∞ 
omme somme d'une limite �nie et de lim
x→0+

−1

x
= −∞.

Ainsi : sur R
∗
+, la fon
tion ϕ est 
ontinue, stri
tement 
roissante : elle réalise don
 une bije
tion de ]0,+∞[

dans l'intervalle-image ]−∞, ln(wk0)[.

Or : ∀k ∈ J1, nK, wk 6 wk0 = max
16k6n

wk, don
 ln(wk) 6 ln(wk0) par stri
te 
roissan
e de ln sur R
∗
+.

Par 
onséquent :

1

n

n∑

k=1

ln(wk) 6
1

n
.n. ln(wk0) = ln(wk0). C'est même une inégalité stri
te puisque le 
as

d'égalité ne se produit que lorsque les réels wk sont tous égaux, 
as ex
lu par l'énon
é.

Le réel

1

n

n∑

k=1

ln(wk) appartient don
 à l'intervalle-image : l'équation ϕ(x) =
1

n

n∑

k=1

ln(wk) admet don
 une

unique solution sur R
∗
+, d'après le théorème de la bije
tion.

11. On note (W1,W2, . . . ,Wn) un n-é
hantillon de variables aléatoires à valeurs stri
tement positives, indépen-

dantes et de même loiWB(λ, α) dé�nie dans la question 8, dont une réalisation est le n-uplet (w1, w2, . . . , wn).
On suppose que les paramètres λ et α sont in
onnus.

Soit G la fon
tion de

(
R
∗
+

)2
dans R dé�nie par : G(λ, α) = ln

(
n∏

k=1

f(λ,α)(wk)

)
.

a) L'expression et la stri
te positivité de la densité f(λ,α) sur R
∗
+ permettent d'é
rire :

∀(λ, α) ∈ (R∗
+)

2, G(λ, α) =
n∑

k=1

ln(f(λ,α)(wk)) =
n∑

k=1

ln(λ) + ln(α) + (α− 1) ln(wk)− λ.wα
k

= n ln(λ) + n ln(α) + (α− 1)
n∑

k=1

ln(wk)− λ.
n∑

k=1

wα
k

La fon
tion G des deux variables λ et α apparaît bien ainsi 
omme une fon
tion de 
lasse C1
sur (R∗

+)
2
,


omme somme et produit de fon
tions de 
lasse C1
, et :

∂G

∂λ
(λ, α) =

n

λ
−

n∑

k=1

wα
k ,

∂G

∂α
(α, λ) =

n

α
+

n∑

k=1

ln(wk)− λ.
n∑

k=1

ln(wk).w
α
k

Le(s) point(s) 
ritique(s) de G sont les solutions du système :





∂G

∂λ
(λ, α) = 0

∂G

∂α
(λ, α) = 0

⇐⇒





λ =
n

n∑

k=1

wα
k

n∑

k=1

ln(wk) = λ.

n∑

k=1

wα
k . ln(wk)−

n

α

⇐⇒





λ =
n

n∑

k=1

wα
k

1

n

n∑

k=1

ln(wk) =

n∑

k=1

wα
k . ln(wk)

n∑

k=1

wα
k

− 1

α

On sait d'après la question 10.f) que la deuxième équation possède une unique solution α̂, en fon
tion de

laquelle la première équation donne une unique solution λ̂.
On a don
 bien démontré que la fon
tion G admet un unique point 
ritique (λ̂, α̂) sur (R∗

+)
2
.
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b) La fon
tion G est aussi de 
lasse C2
sur (R∗

+)
2
, ave
 :

∀(λ, α) ∈ (R∗
+)

2,
∂2G

∂λ2
(λ, α) = − n

λ2
,

∂2G

∂α2
(λ, α) = − n

α2
− λ.

n∑

k=1

ln(wk)
2.(wk)

α

∂2G

∂λ∂α
(λ, α) =

∂2G

∂α∂λ
(λ, α) = −

n∑

k=1

ln(wk).(wk)
α

◮ Commentaire : le nouveau programme de ECE2, qui abandonne les notations de Monge, oblige i
i à

une réda
tion plus lourde quant à l'étude de la nature du point 
ritique...

En notant respe
tivement : r =
∂2G

∂λ2
(λ̂, α̂), s =

∂2G

∂λ∂α
(λ̂, α̂) =

∂2G

∂α∂λ
(λ̂, α̂) et t =

∂2G

∂α2
(λ̂, α̂),

la Hessienne de G en (λ̂, α̂) est :

H =

(
r s
s t

)

C'est une matri
e symétrique réelle, don
 diagonalisable. Ses valeurs propres a1 et a2 (éventuellement

égales) sont les réels a tels que H − a.I2 =

(
r − a s
s t− a

)
soit non inversible, 
e qui est le 
as si et

seulement si : (r − a).(t− a)− s2 = 0 ⇐⇒ a2 − (r + t).a+ (rt− s2) = 0 d'après le 
ritère d'inversibilité

des matri
es 2× 2.
Les relations 
oe�
ients-ra
ines des trin�mes du se
ond degré donnent la relation :

a1 × a2 = rt− s2 =
n2

λ̂2α̂2
+

n

λ̂
.

n∑

k=1

ln(wk)
2.(wk)

α̂ −
(

n∑

k=1

ln(wk).(wk)
α̂

)2

=

(
n∑

k=1

(wk)
α̂

)2

α̂2
+

(
n∑

k=1

(wk)
α̂

)
.

(
n∑

k=1

ln(wk)
2.(wk)

α̂

)
−
(

n∑

k=1

ln(wk).(wk)
α̂

)2

D'après la relation qui lie les deux 
oordonnées λ̂, α̂ du seul point 
ritique obtenu pré
édemment.

L'inégalité obtenue en 10.a) et utilisée en 10.b) sert à nouveau i
i pour justi�er que :

(
n∑

k=1

(wk)
α̂

)
.

(
n∑

k=1

ln(wk)
2.(wk)

α̂

)
−
(

n∑

k=1

ln(wk).(wk)
α̂

)2

> 0, et don
 : rt− s2 = a1 × a2 > 0, 
e qui

implique que les deux valeurs propres de H sont de même signe.

L'autre relation 
oe�
ients-ra
ines donne : a1 + a2 = r+ t = − n

λ̂2
− n

α̂2
− λ̂.

n∑

k=1

ln(wk)
2.(wk)

α̂ < 0, don


a1 et a2 sont toutes les deux négatives.

On en 
on
lut d'après le 
ours, que la fon
tion G admet un maximum lo
al au point (λ̂, α̂).
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