
MATHÉMATIQUES III - HEC E 2008

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

EXERCICE

Étant donné un entier n supérieur ou égal à 2, on 
onsidère un nuage de n points du plan, 
'est-à-dire

un n-uplet ((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)) d'éléments de R
2
. On suppose que les réels x1, x2, . . . , xn (resp.

(y1, y2, . . . , yn) ne sont pas tous égaux.

On appelle moyenne arithmétique x et é
art-type σx du n-uplet x = (x1, . . . , xn), les réels suivants :

x =
1

n

n∑

k=1

xk et σx =

√√√√ 1

n

n∑

k=1

(xk − x)2

On dé�nit de même la moyenne arithmétique y et l'é
art-type σy du n-uplet y = (y1, y2, . . . , yn).

La 
ovarian
e cov(x, y) et le 
oe�
ient de 
orrélation linéaire r(x, y) du 
ouple (x, y) sont donnés par :

cov(x, y) =
1

n

n∑

k=1

(xk − x)(yk − y) et r(x, y) =
cov(x, y)

σx × σy

Soit f la fon
tion dé�nie sur R
2
à valeurs réelles qui, à tout 
ouple (a, b) de R

2
, asso
ie le réel f(a, b) tel que :

f(a, b) =

n∑

k=1

(axk + b− yk)
2

1. La fon
tion f est de 
lasse C2
sur R

2

ar 
'est une fon
tion polyn�miale en les deux variables a et b.

2. a) Les points 
ritiques de la fon
tion f de 
lasse C2
sur R

2
, sont les solutions du système :

(S) :

{
∂1(f)(a, b) = 0

∂2(f)(a, b) = 0
⇐⇒





n∑

k=1

2xk.(axk + b− yk) = 0

n∑

k=1

2(axk + b− yk) = 0

⇐⇒





n∑

k=1

xk.(axk + b− yk) = 0

n∑

k=1

(axk + b− yk) = 0

b) On résout le système (S) d'in
onnues a, b en 
ommençant par séparer a et b dans les deux équations, par

linéarité de la somme :

(S) ⇐⇒





a.
n∑

k=1

x2k + b
n∑

k=1

xk =
n∑

k=1

xk.yk

a.

n∑

k=1

xk + b.n =

n∑

k=1

yk

puis on réalise : L1 ← n.L1 −

(
n∑

k=1

xk

)
.L2

⇐⇒





a.


n.

n∑

k=1

x2k −

(
n∑

k=1

xk

)2

 = n

n∑

k=1

xk.yk −

(
n∑

k=1

xk

)
.

(
n∑

k=1

yk

)

a.

n∑

k=1

xk + b.n =

n∑

k=1

yk

Il faut maintenant introduire les notations de l'énon
é pour simpli�er l'é
riture du système. On remarque

que :
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n∑

k=1

xk = n.x, puis n.σ2
x =

n∑

k=1

x2k − 2xk.x+ x2 =

n∑

k=1

x2k − 2x.

n∑

k=1

+nx2 =

n∑

k=1

x2k − n.x2, et en�n

n.cov(x, y) =

n∑

k=1

xk.yk − x.yk − xk.yk + x.y =

n∑

k=1

xk.yk − x

n∑

k=1

yk − y.

n∑

k=1

xk + nx.y =

n∑

k=1

xk.yk − n.x.y,

don
 : (S) ⇐⇒

{
a.n.σ2

x = n.cov(x, y)

a.n.x+ b.n = n.y
⇐⇒





a =
cov(x, y)

σ2
x

b = y − x.a = y − x.
cov(x, y)

σ2
x

On a bien obtenu un unique 
ouple solution (â, b̂).


) La hessienne de f au point 
ritique (â, b̂) est :

H
(â,̂b)

=

(
∂2
(1,1)(f)(â, b̂) ∂2

(1,2)(f)(â, b̂)

∂2
(2,1)(f)(â, b̂) ∂2

(2,2)(f)(â, b̂)

)
=




2

n∑

k=1

x2k 2

n∑

k=1

xk

2

n∑

k=1

xk 2n




= 2n.

(
(σ2

x + x2) x
x 1

)
.

2n > 0 don
 les valeurs propres de H
(â,̂b)

sont du même signe que 
elles de M =

(
(σ2

x + x2) x
x 1

)
, où :

λ est valeur propre de M ⇐⇒ M − λ.I2 =

(
σ2
x + x2 − λ x

x 1− λ

)
est non-inversible

⇐⇒ (σ2
x + x2 − λ)(1− λ)− x2 = 0 d'après le 
ritère d'inversibilité des matri
es 2× 2.

Les valeurs propres de M sont don
 les solutions de l'équation : λ2 − λ.(σ2
x + x2 + 1) + σ2

x = 0.
M étant symétrique réelle, on sait qu'elle est diagonalisable, et admet don
 deux valeurs propres distin
tes

ou 
onfondues λ1 et λ2.

L'équation pré
édente est don
 équivalente à : (λ− λ1)(λ− λ2) = 0 ⇐⇒ λ2 − (λ1 + λ2).λ+ λ1.λ2 = 0,
don
 par identi�
ation des 
oe�
ients :

λ1.λ2 = σ2
x > 0 : les deux valeurs propres sont de même signe, et : λ1 + λ2 = σ2

x + x2 + 1 > 0 : les deux

valeurs propres de M , don
 de H
(â,̂b)

sont don
 toutes deux stri
tement positives.

On en 
on
lut que f admet un minimum lo
al en (â, b̂).

d) Cal
ul de f(â, b̂) à l'aide des relations établies en 2.b) :

f(â, b̂) =
n∑

k=1

(â.xk + y − x.â− yk)
2 =

n∑

k=1

(â(xk − x)− (yk − y))2

= â2
n∑

k=1

(xk − x)2 − 2â
n∑

k=1

(xk − x)(yk − y) +
n∑

k=1

(yk − y)2

=
[cov(x, y)]2

σ4
x

.n.σ2
x − 2

cov(x, y)

σ2
x

.n.cov(x, y) + n.σ2
y

= nσ2
y − n.

[cov(x, y)]2

σ2
x

= n.σ2
y.

[
1−

[cov(x, y)]2

σ2
x × σ2

y

]
= n.σ2

y.[1 − r2(x, y)] CQFD

a) En remarquant que, pour tout (a, b) ∈ R
2
, f(a, b) est une somme de 
arrés de nombres réels, on a bien

sûr : ∀(a, b) ∈ R
2, f(a, b) > 0, et en parti
ulier :

f(â, b̂) > 0 ⇐⇒ n.σ2
y.(1− r2(x, y)) > 0

n.σ2
y>0
⇐⇒ 1− r2(x, y) > 0 ⇐⇒ r2(x, y) 6 1 ⇐⇒ |r(x, y)| 6 1 (par

stri
te 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée sur R
+
).

b) Si |r(x, y)| = 1, alors f(â, (̂b)) = 0 ⇐⇒
n∑

k=1

(âwk + b− yk)
2 = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ J1, nK, âxk + b̂− yk = 0 
ar

une somme de réels positifs est nulle, si et seulement si 
ha
un des termes de la somme est nul.

Mais alors : ∀k ∈ J1, nK, yk = â.xk + b̂, 
'est-à-dire que tous les points du nuage appartiennent à la droite

D d'équation : y = â.x+ b̂, et sont don
 alignés !

Remarque : dans le 
as général, f(a, b) =

n∑

k=1

(axk+b−yk)
2
représente la somme des 
arrés des distan
es
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(verti
ales) de 
ha
un des points du nuage, à la droite d'équation y = ax+ b. Le résultat obtenu est que


ette valeur est minimale lorsqu'on 
hoisit les paramères (â, b̂) : la droite D s'appelle droite de régression

linéaire au sens des moindres 
arrés, 
'est la droite qui "appro
he au mieux" le nuage de points.

PROBLÈME

Dans tout le problème, N désigne un entier naturel �xé supérieur ou égal à 2, et p un réel �xé de l'intervalle

]0, 1[. On pose : q = 1− p. Soit n un entier naturel quel
onque.

Dans une population de N individus, on s'intéresse à la propagation d'un 
ertain virus. Chaque jour, on distingue

dans 
ette population trois 
atégories d'individus : en premier lieu, les individus sains, 
'est-à-dire 
eux qui ne

sont pas porteurs du virus, ensuite les individus qui viennent d'être 
ontaminés et qui sont ino�ensifs pour les

autres, et en�n, les individus 
ontaminés par le virus et qui sont 
ontagieux.

Ces trois 
atégories évoluent jour après jour selon le modèle suivant :

� 
haque jour n, 
haque individu sain peut être 
ontaminé par n'importe lequel des individus 
ontagieux 
e

jour ave
 la même probabilité p, 
es 
ontaminations éventuelles étant indépendantes les unes des autres ;

� un individu 
ontaminé le jour n devient 
ontagieux le jour n+ 1 ;
� 
haque individu 
ontagieux le jour n redevient sain le jour n+ 1.
On note alors Xn le nombre aléatoire d'individus 
ontagieux le jour n.

On remarquera que si, pour un 
ertain entier naturel i, on a Xi = 0, alors on a aussi Xi+1 = 0.
Les variables aléatoires X0,X1, . . . ,Xn, . . . sont supposées dé�nies sur un même espa
e probabilisé (Ω,A, P ) et
E(Xn) désigne, pour tout n de N, l'espéran
e de Xn.

Partie I. Un 
as parti
ulier

Dans 
ette partie uniquement, on suppose que l'on a : N = 3 et p = 1/3.
On 
onsidère les matri
es S et R suivantes :

S =




9 4 4 9
0 4 5 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 , R =




0 1 −6 1
1 0 5 0
−1 0 1 0
0 −1 0 0




L'ensemble M4,1(R) des matri
es 
olonnes à quatre lignes est 
onfondu ave
 l'espa
e ve
toriel R
4
.

1. La mise en oeuvre de la méthode de Gauss permet de prouver que la matri
e R est bien inversible, d'inverse

R−1 =




0 1/6 −5/6 0
0 0 0 −1
0 1/6 1/6 0
1 1 1 1


.

2. a) Un réel λ est valeur propre de S si et seulement si S − λ.I4 est non-inversible.

S − λ.I4 =




9− λ 4 4 9
0 4− λ 5 0
0 1 −λ 0
0 0 0 −λ




L2↔L3−−−−→




9− λ 4 4 9
0 1 −λ 0
0 4− λ 5 0
0 0 0 −λ




L3←L3−(4−λ)L2

−−−−−−−−−−−→




9− λ 4 4 9
0 1 −λ 0
0 0 5 + 4λ− λ2 0
0 0 0 −λ


 ; la matri
e S − λ.I4 est maintenant é
helonnée, don


non-inversible si et seulement si l'un des 
oe�
ients diagonaux de la réduite de Gauss est nul, soit :



9− λ = 0

ou 5 + 4λ− λ2 = 0

ou −λ = 0

. Le trin�me −λ2+4λ+5 a bien pour ra
ines −1 et 5, don
 : Sp(S) = {−1, 0, 5, 9}.
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b) Notons D le produit matri
iel R−1SR :

D =




0 1/6 −5/6 0
0 0 0 −1
0 1/6 1/6 0
1 1 1 1







9 4 4 9
0 4 5 0
0 1 0 0
0 0 0 0







0 1 −6 1
1 0 5 0
−1 0 1 0
0 −1 0 0




=




0 1/6 −5/6 0
0 0 0 −1
0 1/6 1/6 0
1 1 1 1







0 0 −30 9
−1 0 25 0
1 0 5 0
0 0 0 0


 =




−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5 0
0 0 0 9




On remarque don
 que D est une matri
e diagonale, dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres

de S. L'énon
é nous a don
 donné une matri
e de passage R vers une base de ve
teurs propres de S, qui
est bien diagonalisable puisque 
'est une matri
e deM4(R) admettant 4 valeurs propres distin
tes.


) D = R−1SR ⇐⇒ S = RDR−1. Si n = 0, évidemment S0 = I, sinon on sait qu'on est dans le 
as où

l'on démontre par ré
urren
e que :

∀n ∈ N
∗, Sn = RDnR−1.

I. C'est vrai pour n = 1 : S = RDR−1.

H. supposons la propriété vraie pour un 
ertain n ∈ N
∗
: au rang suivant,

Sn+1 = Sn.S
H.R.
= (RDnR−1)(RDR−1) = RDn(RR−1)DR−1 = RDnIRD−1 = RDn+1R−1.

C. La propriété est don
 héréditaire ; 
omme elle est initialisée pour n = 1, le théorème de ré
urren
e

assure don
 qu'elle est vraie pour tout n ∈ N
∗
.

Pour tout n ∈ N
∗
, puisque D est une matri
e diagonale :

Dn =




(−1)n 0 0 0
0 0n 0 0
0 0 5n 0
0 0 0 9n


 (attention, on pourra é
rire 0n = 0 pour n ∈ N

∗
; par 
ontre 00 = 1).

Le produit matri
iel Sn = RDnR−1 donne, tous 
al
uls faits :

∀n ∈ N
∗, Sn =




9n 9n − 5n 9n − 5n 9n

0
5n+1 + (−1)n

6

5(−1)n+1 + 5n+1

6
0

0
5n + (−1)n+1

6

5(−1)n + 5n

6
0

0 0 0 0




.

Remarque : la formule n'est don
 pas valide pour n = 0.

3. Soit n ∈ N �xé.

a) Sa
hant qu'à l'instant n il n'y a au
une personne 
ontagieuse : personne ne peut don
 être 
ontaminé à

l'instant n, et il n'y aura don
 au
un 
ontaminé à l'instant n+ 1, soit :

PXn=0(Xn+1 = 0) = 1 et PXn=0(Xn+1 = 1) = PXn=0(Xn+1 = 2) = PXn=0(Xn+1 = 3) = 0 .

b) Sa
hant qu'à l'instant n les trois personnes sont toutes 
ontagieuses : elles ne peuvent pas être 
ontaminées

(n'étant pas saines), et redeviennent toutes saines à l'instant n+ 1, don
 :

PXn=3(Xn+1 = 0) = 1 et PXn=3(Xn+1 = 1) = PXn=3(Xn+1 = 2) = PXn=3(Xn+1 = 3) = 0 .


) Sa
hant qu'à l'instant n il y a deux personnes 
ontagieuses (qui redeviendront saines à l'instant n+ 1) :
la personne restante est soit 
ontaminée à l'instant n, don
 
ontagieuses à l'instant n+1, soit restée saine
à l'instant n, don
 n'est pas 
ontagieuse à l'instant n+ 1.
Il y a don
 au plus une personne 
ontagieuse à l'instant n+ 1, et en parti
ulier :

PXn=2(Xn+1 = 2) = PXn=2(Xn+1 = 3) = 0

Sa
hant (Xn = 2) : (Xn+1 = 0) est réalisé si et seulement si les deux personnes 
ontagieuses n'ont

pas 
ontaminé la troisième personne à l'instant n, 
e qui arrive ave
 la probabilité

2

3
à 
haque fois, et

indépendamment l'une de l'autre, d'où : PXn=2(Xn+1 = 0) =

(
2

3

)2

=
4

9
. En�n, 
omme ((Xn = i))i∈J0,3K

forment un système 
omplet d'événements : PXn=2(Xn+1 = 1) = 1−
4

9
− 0− 0 =

5

9
.
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La loi 
onditionnelle de Xn+1 sa
hant [Xn = 2] est la loi de Bernoulli de paramètre

5

9
, don
 la loi binomiale

B(1,
5

9
).

Sa
hant qu'à l'instant n il y a une personne 
ontagieuses, qui redeviendra saine à l'instant n+ 1 :

Il y aura don
 , au maximum, 2 personne 
ontagieuses à l'instant n+ 1 (
ontaminées à l'instant n).

Don
 : PXn=1(Xn+1 = 3) = 0 .

Sa
hant (Xn = 1) : (Xn+1 = 2) est réalisé si et seulement si les deux autres personnes ont été 
ontaminées

à l'instant n par la seule personne 
ontagieuse, ave
 la probabilité

1

3
à 
haque fois.

Les 
ontaminations étant indépendantes : PXn=1(Xn+1 = 2) =

(
1

3

)2

=
1

9
=

(
2

2

)
(1/3)2(2/3)2−2 .

Toujours sa
hant (Xn = 1) : (Xn+1 = 0) est réalisé si et seulement si la seule personne 
ontagieuse a

"é
houé" à 
ontaminer les deux autres, et 
e ave
 la probabilité

2

3
à 
haque fois.

Ainsi : PXn=1(Xn+1 = 0) =

(
2

3

)2

=
4

9
=

(
2

0

)
(1/3)0(2/3)2−0 .

En�n :

3∑

i=0

PXn=1(Xn+1 = i) = 1, don
 : PXn=1(Xn+1 = 1) = 1−
4

9
−

1

9
=

4

9
=

(
2

1

)
(1/3)1(2/3)2−1 .

La loi 
onditionnelle de Xn+1 sa
hant [Xn = 1] est don
 bien la loi binomiale de paramètres (2,
1

3
).

d) On note E(Xn+1/Xn = i) l'espéran
e de la loi de probabilité 
onditionnelle de Xn+1 sa
hant l'événement

[Xn = i].

E(Xn+1/Xn = 1) est don
 l'espéran
e d'une loi de binomiale de paramètres (2,
1

3
), don
 :

E(Xn+1/Xn = 1) = 2.
1

3
=

2

3
.

De même, E(Xn+1/Xn = 2) est l'espéran
e d'une loi de Bernoulli de paramètre

5

9
, don
 :

E(Xn+1/Xn = 2) =
5

9
.

Remarque : selon 
e prin
ipe, on a aussi : E(Xn+1/Xn = 0) = 0 = E(Xn+1/Xn = 3) 
omme espéran
e

d'une v.a.r. 
ertaine égale à 0 sa
hant que [Xn = 0] ou [Xn = 3] est réalisé.

4. On suppose, uniquement dans 
ette question, que X0 suit la loi binomiale de paramètres (3,
1

3
) :

∀i ∈ J0, 3K, P (X0 = i) =

(
3

i

)(
1

3

)i(2

3

)3−i

.

a) D'après la formule des probabilités totales, appliquée ave
 le système 
omplet d'événements ((X0 = i))i∈J0,3K :

P (X1 = 0) =

3∑

i=0

PX0=i(X1 = 0).P (X0 = i)

= 1.P (X0 = 0) +
4

9
P (X0 = 1) +

4

9
P (X0 = 2) + 1.P (X0 = 3)

=

(
2

3

)3

+
4

9
.3.

1

3
.

(
2

3

)2

+
4

9
.3.

(
1

3

)2

.
2

3
+

(
1

3

)3

=
3.8 + 16 + 8 + 3

81
=

51

81
.

P (X1 = 1) =

3∑

i=0

PX0=i(X1 = 1)P (X0 = i)

= 0.P (X0 = 0) +
4

9
P (X0 = 1) +

5

9
P (X0 = 2) + 0.P (X0 = 3)

=
4

9
.3.

1

3
.

(
2

3

)2

+
5

9
.3.

(
1

3

)2

.
2

3
=

16 + 10

81
=

26

81

P (X1 = 2) =

3∑

i=0

PX0=i(X1 = 2)P (X0 = i)

= 0.P (X0 = 0) +
1

9
.P (X0 = 1) + 0.P (X0 = 2) + 0.P (X0 = 3) =

1

9
.3.

1

3
.

(
2

3

)2

=
4

81
.
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P (X1 = 3) =

3∑

i=0

PX0=i(X1 = 3)P (X0 = i) = 0 : en fait, X1(Ω) = {0, 1, 2}.

E(X1) = 0.P (X1 = 0) + 1.P (X1 = 1) + 2.P (X1 = 2) =
26

81
+ 2.

4

81
=

34

81
.

b) Le 
al
ul de somme donne, en utilisant les résultats de 3.d) :

3∑

i=0

E(X1/X0 = i).P (X0 = i) = 0.P (X0 = 0) +
2

3
.P (X0 = 1) +

5

9
.P (X0 = 2) + 0.P (X0 = 3)

=
2

3
.3.

1

3
.

(
2

3

)2

+
5

9
.3.

(
1

3

)2

.
2

3
=

24

81
+

10

81

=
34

81
= E(X1)

On a véri�é sur 
et exemple la formule de l'espéran
e totale (hors-programme en ECE2).

5. Pour tout entier naturel, on 
onsidère le ve
teur Un de R
4
dé�ni par : Un =




un
vn
wn

tn


 =




P ([Xn = 0])
P ([Xn = 1])
P ([Xn = 2])
P ([Xn = 3])


.

a) Pour tout n ∈ N, ((Xn = i))i∈J0,3K est un système 
omplet d'événements, et par 
onséquent :

3∑
i=0

P (Xn = i) = 1 ⇐⇒ un + vn + wn + tn = 1.

b) Pour tout n ∈ N, ave
 le système 
omplet d'événements 
i-dessus, on é
rit la formule des probabilités

totales pour exprimer la loi de Xn+1 :

P (Xn+1 = 0) =
3∑

i=0
PXn=i(Xn+1 = 0)P (Xn = i)

= 1.P (Xn = 0) +
4

9
.P (Xn = 1) +

4

9
.P (Xn = 2) + 1.P (Xn = 3)

P (Xn+1 = 1) =
3∑

i=0
PXn=i(Xn+1 = 1)P (Xn = i)

= 0.P (Xn = 0) +
4

9
.P (Xn = 1) +

5

9
.P (Xn = 2) + 0.P (Xn = 3)

P (Xn+1 = 2) =
3∑

i=0
PXn=i(Xn+1 = 3)P (Xn = i)

= 0.P (Xn = 0) +
1

9
.P (Xn = 1) + 0.P (Xn = 2) + 0.P (Xn = 3)

P (Xn+1 = 3) =
3∑

i=0
PXn=i(Xn+1 = 3)P (Xn = i)

= 0.P (Xn = 0) + 0.P (Xn = 1) + 0.P (Xn = 2) + 0.P (Xn = 3),
soit :

∀n ∈ N, Un+1 = MUn ave
 M =




1 4/9 4/9 1
0 4/9 5/9 0
0 1/9 0 0
0 0 0 0


.

La matri
e M est bien indépendante de n.


) Clairement : M =
1

9
.S . On peut don
 déduire les valeurs propres de M à partir de 
elles de S 
al
ulées

pré
édemment, en e�et :

soit λ une valeur propre de M , X 6= 0 un ve
teur propre asso
ié. L'égalité MX = λ.X est équivalente

à :

1

9
SX = λ.X ⇐⇒ SX = 9λ.X, 
'est-à-dire que : λ est valeur propre de M si et seulement si 9λ est

valeur propre de S. On en déduit que les valeurs propres de M sont : −
1

9
, 0,

5

9
, 1 .
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d) On sait alors qu'on doit prouver, à l'aide d'une simple ré
urren
e, que :

∀n ∈ N
∗, Un = Mn.U0, où : Mn =

(
1

9
.S

)n

=
1

9n
.Sn

, soit :

∀n ∈ N
∗,

Un =




un
vn
wn

tn


 =

1

9n




9n 9n − 5n 9n − 5n 9n

0
5n+1 + (−1)n

6

5(−1)n+1 + 5n+1

6
0

0
5n + (−1)n+1

6

5(−1)n + 5n

6
0

0 0 0 0







u0
v0
w0

t0


,

don
 en parti
ulier : ∀n ∈ N
∗,

un =
1

9n
.(9n.u0 + (9n − 5n).v0 + (9n − 5n).w0 + 9n.t0)

= u0 +

(
1−

(
5

9

)n)
.(v0 + w0) + t0, soit

∀n ∈ N
∗, un = 1−

(
5

9

)n

(v0 + w0)

puisque u0 + t0 = 1− (v0 + w0). On a aussi : ∀n ∈ N
∗,

vn =
1

9n
.

(
5n+1 + (−1)n

6
.v0 +

5.(−1)n+1 + 5n+1

6
.w0

)
.

6. On pose F =
+∞⋃
n=0

[Xn = 0]

a) L'événement F est réalisé si et seuement si l'un des événements [Xn = 0] est réalisé, don
 si et seulement

si il existe un jour n auquel le virus a disparu.

b) Comme on l'a vu, et 
omme l'énon
é le pré
ise ( !) : si à un jour donné n, le virus a disparu ([Xn = 0]
réalisé), alors le virus est en
ore absent au jour suivant.

C'est-à-dire que : ∀n ∈ N, [Xn = 0] ⊂ [Xn+1 = 0], et la suite ([Xn = 0])n∈N est une suite 
roissante

d'événements.

La propriété de limite monotone permet d'é
rire : P

(
+∞⋃
n=0

[Xn = 0]

)
= lim

n→+∞
P (Xn = 0) = lim

n→+∞
un = 1

puisque 0 <
5

9
< 1. On peut don
 dire que le virus �nit presque sûrement par disparaître, et 
e quelle

que soit la loi initiale de la v.a.r. X0.

Partie II. Le 
as général

On suppose que pour tout entier naturel n et pour tout entier i de J0, NK, on a : P ([Xn = i]) > 0. On
suppose également que pour tout 
ouple (i, j) de J0, NK2, le réel qi,j dé�ni par : qi,j = P[Xn=i]([Xn+1 = j]), est
indépendant de n.
Soit Q la matri
e deMN+1(R) dé�nie par : Q = (qi,j)06i,j6N .

1. a) Sa
hant qu'il n'y a plus de personnes 
ontaminées à l'instant n, le virus ne peut plus se propager, don
 :

∀j ∈ J0, NK, q0,j = 0 .

De même : sa
hant que les N personnes sont 
ontaminées à l'instant n, elles guérissent toutes à l'instant

suivant et personne ne peut être à nouveau 
ontaminé à l'instant suivant : ∀j ∈ J0, NK, qN,j = 0 .

En�n : qu'il n'y ait plus au
un 
ontaminé à l'instant n, ou qu'il y en ait i ∈ J1, NK, il est impossible que

la population toute entière soit 
ontaminée à l'instant suivant : les 
ontaminés du jour pré
édent sont

guéris ! Par 
onséquent : ∀i ∈ J0, NK, qi,N = 0 , 
'est-à-dire que la dernière 
olonne de la matri
e Q est

for
ément nulle.

b) Sa
hant qu'il y a i 
ontaminés à l'instant n : 
es personnes sont toutes guéries à l'instant suivant, ayant

pu 
ontaminer entre temps tout ou partie des N− i personnes restantes, et pas davantage, 
e qui implique

bien : si j > N − i, alors qi,j = 0 .


) Soit i ∈ J1, N − 1K ; sa
hant que [Xn = i] est réalisé, d'après les données de l'expérien
e aléatoire :

Au jour suivant, 
ha
une des N − i personnes restantes a été ou non 
ontaminée, 
e qui 
orrespond à
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la réalisation de N − i expérien
e de Bernoulli identiques et indépendantes, où le su

ès est i
i "être


ontaminé par l'une des i personnes du jour n". Les 
ontaminations éventuelles étant indépendantes : la

probabilité de n'être 
ontaminé par au
une des i personnes du jour n, est don
 qi, et la probabilité d'être


ontaminé (par au moins une personne), est don
 1− qi.
La variable aléatoire Xn+1 
ompte alors le nombre de su

ès en N − i épreuves ; on peut don
 
on
lure

que

La loi 
onditionnelle de Xn+1 sa
hant [Xn = i] est la loi binomiale de paramètres(N − i, 1− qi)

2. a) Un résultat très 
lassique sur les matri
es sto
hastiques : 
omme la famille ([Xn+1 = j])06j6N est un sys-

tème 
omplet d'événements, quelle que soit la probabilité utilisée, y 
ompris la probabilité 
onditionnelle

sa
hant [Xn = i] :

∀i ∈ J0, NK,

N∑

j=0

P[Xn=i]([Xn+1 = j]) = 1 ⇐⇒

N∑

j=0

qi,j = 1


e qui revient à dire que la somme des éléments de 
haque ligne de la matri
e Q vaut 1.

Or, matri
iellement : le produit de Q par J =



1
.

.

.

1


, matri
e 
olonne deMN+1,1(R) qui ne 
ontient que

des 1, donne bien une matri
e 
olonne dont les 
oe�
ients sont les 
oe�
ients de 
haque ligne de Q !

En 
lair, ave
 
e ve
teur J non nul : QJ = J , 
e qui prouve bien que 1 est valeur propre de Q, admettant

J pour ve
teur propre asso
ié.

b) Soit λ une valeur propre de Q, et V =




V (0)
V (1)
.

.

.

V (N)


 un ve
teur propre asso
ié à λ.

On pose : |V (i)| = max
06j6N

|V (j)|, et ainsi : ∀j ∈ J0, NK, 0 6 |V (j)| 6 |V (i)|.

Par 
onséquent, si V (i) = 0, alors ∀j ∈ J0, NK, 0 6 |V (j)| 6 0 ⇐⇒ |V (j)| = 0 ⇐⇒ V (j) = 0, mais

alors : V est un ve
teur nul, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 le fait que 
e soit un ve
teur propre ! Don


V (i) 6= 0.

Par identi�
ation des 
oe�
ients à la ligne i de la relation matri
ielle : QV = λV , on obtient :

N∑

j=0

qi,j.V (j) = λ.V (i) =⇒ |λ.V (i)| =

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=0

qi,j.V (j)

∣∣∣∣∣∣

=⇒|λ|.|V (i)| 6
N∑

j=0

qi,j|V (j)| d'après l'inégalité triangulaire

sa
hant que qi,j > 0 puisque 
es réels sont des probabilités. En�n :

|λ|.|V (i)| 6

N∑

j=0

qi,j|V (j)| 6

N∑

j=0

qi,j

︸ ︷︷ ︸
=1

|V (i)|

=⇒|λ|.|V (i)| 6 |V (i)| =⇒ |λ| 6 1 puisque |V (i)| > 0

On vient de refaire la démonstration 
lassique du fait que les valeurs propres d'une matri
e sto
hastique

appartiennent toutes à l'intervalle [−1, 1].

On pose pour tout entier naturel n : Un =




P ([Xn = 0])
P ([Xn = 1])

. . .
P ([Xn = N ])


.

La formule des probabilités totales utilisée ave
 le système 
omplet d'événements ([Xn = j])06j6N donne,
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pour tout entier n ∈ N :

∀i ∈ J0, NK, P ([Xn+1 = i]) =

N∑

j=0

P[Xn=j]([Xn+1 = i])× P ([Xn = j]) ⇐⇒ P ([Xn+1 = i])

=

N∑

j=0

qj,i.P ([Xn = j]) ⇐⇒ Un+1(i) =

N∑

j=0

mi,j.Un(j)

Ce qui 
orrespond bien à la dé�nition du produit matri
iel : Un+1 = MUn,

où M = (mi,j)06i,j6N = (qj,i)06i,j6N est en fait la transposée de Q.

On suppose jusqu'à la �n de la partie II que la matri
e M est diagonalisable, et que B = (V0, . . . , VN ) est une
base de ve
teurs propres de M telle que, pour tout k de J0, NK, le ve
teur propre Vk est asso
ié à une valeur

propre λk.

De plus, on suppose que : λ0 = 1, V0 =




1
0
.

.

.

0


, et que pour tout k de J1, NK, on a : |λk| < 1 (
e qui revient à

supposer, à la sute du résultat de 2.b), que −1 n'est pas valeur propre).

3. On dé
ompose alors le ve
teur U0 sur la base B : U0 =

N∑

k=0

αk.Vk.

a) Une ré
urren
e immédiate donne : ∀n ∈ N, Un = MnU0 à partir de la relation : ∀n ∈ N, Un+1 = MUn.

D'autre part :

Par dé�nition, 
ha
un des ve
teurs propres Vk (0 6 k 6 N) véri�e la relation : MVk = λk.Vk. Une

ré
urren
e immédiate là en
ore, donne : ∀n ∈ N, MnVk = λn
k .Vk.

Des deux relations pré
édentes, on déduit :

∀n ∈ N, Un = MnU0 = Mn
N∑

k=0

αk.Vk =

N∑

k=0

αk.M
nVk =

N∑

k=0

αk.λ
n
k .Vk

b) On note, pour tout 
ouple (k, i) de J0, NK2, Vk(i) la (i + 1)-ième 
omposante du ve
teur Vk. Pour tout

entier n ∈ N, et pour tout i ∈ J0, NK, P ([Xn = i]) est la i-ième 
omposante du ve
teur Un, don
 par

indenti�
ation des 
oe�
ients dans la relation obtenue à la question pré
édente :

P ([Xn = i]) =

N∑

k=0

αk.λ
n
k .Vk(i)


) Pour tout entier k ∈ J1, NK, l'énon
é donne |λk| < 1, don
 : lim
n→+∞

λn
k = 0, et par 
onséquent :

lim
n→+∞

αk.λ
n
k .Vk(i) = 0.

Dans la somme pré
édente, tous les termes 
onvergent don
 vers 0, sauf le premier puisque λn
0 = λ0 = 1

reste 
onstant :

∀i ∈ J1, NK, lim
n→+∞

P ([Xn = i]) = α0.V0(i) = 0 vu que toutes les 
omposantes du ve
teur V0 sont nulles

à part 
elle d'indi
e 0.

d) Du résultat pré
édent on déduit : lim
n→+∞

N∑

i=1

P ([Xn = i]) = 0 (somme �nie de suites de limite nulle).

Et 
omme, vu que Xn(Ω) ⊂ J0, NK pour tout n ∈ N, on a toujours : P ([Xn = 0]) = 1−

N∑

i=1

P ([Xn = i]),

alors : lim
n→+∞

P ([Xn = 0]) = 1 = P

(
+∞⋃

n=0

[Xn = 0]

)
(même argument qu'à la dernière question de la partie

I), 
e qui redit bien que le virus �nit par disparaître presque sûrement, quelle que soit la loi de la variable

aléatoire initiale X0.
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Partie III. Estimations pon
tuelle et par intervalle de 
on�an
e de p

On suppose qu'un paramètre p, qui exprime la probabilité qu'un individu 
ontagieux transmette le virus à

un individu sain, est in
onnu, et on 
her
he à l'estimer. On note 
omme d'habitude q = 1− p.
Pour m entier supérieur ou égal à 1, on 
onsidère un m-é
hantillon (Y1, Y2, . . . , Ym) de variables aléatoires

indépendantes, de même loi de Bernoulli de paramètre p, dé�nies sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ).

On pose : Ym =
1

m

m∑

i=1

Yi.

Dans toute la suite de 
ette partie, on note ε un réel stri
tement positif quel
onque.

1. a) S'il y a bien un résultat de 
ours à avoir retenu sur l'estimation, 
'est l'utilisation de la moyenne empirique


omme estimateur sans biais de l'espéran
e de la loi de l'é
hantillon !

Par linéarité de l'espéran
e : E(Yn) =
1

m

m∑
i=1

E(Yi) =
1

m
×m.p = p puisque Yi →֒ B(p), don
 Yn est bien

un estimateur sans biais de p.
Comme les v.a.r. Yi sont mutuellement indépendantes :

V (Yn) =
1

m2

m∑
i=1

V (Yi) =
1

m2
×m.p.q =

pq

m
. C'est aussi le risque quadratique de l'estimateur Yn, vu qu'il

est sans biais.

b) L'inégalité de Bienaymé-T
hebi
he� s'é
rit, pour l'estimateur sans biais Yn :

∀ε > 0,P (|Yn − E(Yn)| > ε) 6
V (Yn)

ε2

⇐⇒ 1− P (|Yn − p| < ε) 6
pq

mε2

⇐⇒ P (Yn − ε < p < Yn + ε) > 1−
pq

mε2

La dernière relation obtenue exprime que

[
Yn − ε;Yn + ε

]
est un intervalle de 
on�an
e au niveau 0.95

dès que :

1−
pq

mε2
> 0.95 ⇐⇒

pq

mε2
6 0.05 ⇐⇒ ε2 >

pq

m× 0.05
⇐⇒ ε2 >

20pq

m
puisque 0.05 =

5

100
=

1

20
.

La majoration extrêmement 
lassique : ∀p ∈ [0; 1], pq = p(1− p) 6
1

4
(étudiez le trin�me x 7→ x(1 − x))

assure que l'inégalité pré
édente est vraie dès que : ε2 >
5

m
⇐⇒ ε >

√
5

m
.

Ainsi : P

(
Yn −

√
5

m
6 p 6 Yn +

√
5

m

)
> 0.95, 
e qui exprime bien que

l'intervalle

[
Yn −

√
5

m
;Yn +

√
5

m

]
est un intervalle de 
on�an
e de p au niveau 95%.

2. Soit θ un réel positif.

a) Certaines inégalités se démontrent par simple manipulation des événements, 
omme i
i :

P (Yn − p > ε) = P (Yn > p+ ε) = P (mθYn > mθ(p+ ε)) = P (emθYn > emθ(p+ε)) 
ar m et θ sont positifs,

et par stri
te 
roissan
e de l'exponentielle sur R.

b) En
ore une question de 
ours : on demande i
i de redémontrer l'inégalité de Markov pour une v.a.r. T
dis
rète �nie, à valeurs positives et d'espéran
e E(T ).
Pour tout réel a positif, l'univers-image T (Ω) se divise en deux 
atégories : les valeurs qui sont stri
tement

inférieures à a, et 
elles qui sont supérieures ou égales à a. On é
rit :

E(T ) =
∑

t∈T (Ω)

t.P (T = t)

=
∑

t∈T (Ω)| t<a

t.P (T = t) +
∑

t∈T (Ω)| t>a

t.P (T = t)

Comme T est à valeurs positives : on peut simplement minorer la première somme par 0.

Dans la deuxième, on 
onsidère des valeurs t ∈ T (Ω) telles que :
t > a =⇒ t.P (T = t) > a.P (T = t) 
ar une probabilité est toujours positive. Par sommation de 
es
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inégalités, on obtient :∑
t∈T (Ω)| t>a

t.P (T = t) >
∑

t∈T (Ω)| t>a

a.P (T = t) = a.
∑

t∈T (Ω)| t>a

P (T = t) = a.P (T > a).

La synthèse des inégalités obtenues donne (a > 0) :

E(T ) > a.P (T > a) ⇐⇒ P (T > a) 6
E(T )

a


) Soit g la fon
tion dé�nie sur R
+
par : g(x) = ln(pex + q).

On repart de : P (Yn − p > ε) = P (emθYn > emθ(p+ε)), où l'on va poser T = emθYn
et a = emθ(p+ε)

.

L'inégalité de Markov donne alors :

P (Ym − p > ε) 6
E(emθYn)

emθ(p+ε)

où : T = emθYn = e
θ.

m∑
i=1

Yi

=
m∏

i=1

eθ.Yi
. Comme les Yi sont indépendantes, on peut é
rire :

E(T ) =

m∏

i=1

E(eθ.Yi), où d'après le théorème de transfert :

E(eθ.Yi) = emθ.0.P (Yi = 0) + emθ.1.P (Yi = 1) = p.eθ + q.

D'où : E(T ) = (p.eθ + q)m = em ln(p.eθ+q) = emg(θ)
(forme exponentielle de la puissan
e.

De tous les 
al
uls pré
édents, vient bien :

P (Yn − p > ε) 6
emg(θ)

emθ(p+ε)
= em(g(θ)−θ(p+ε))

d) La fon
tion g est bien dé�nie sur R
+
puisque pex + q > p+ q = 1 > 0 pour tout x positif, et de 
lasse C2

sur 
et intervalle 
omme 
omposée de fon
tions 
ontinues.

∀x ∈ R
+ : g′(x) =

pex

pex + q
.

∀x ∈ R
+ : g′′(x) =

pex(pex + q)− pex.pex

(pex + q)2
=

pqex

(pex + q)2
.

Sur R
+
, g′′(x) est don
 positive, et :

∀x ∈ R
+,

1

4
− |g′′(x)| =

1

4
−

pqex

p2e2x + 2pqex + q2
=

p2e2x + 2pqex + q2 − 4pqex

(pex + q)2

=
p2e2x − 2pqex + q2

(pex + q)2
=

(pex − q)2

(pex + q)2
> 0, don
 : ∀x ∈ R

+, 0 6 g′′(x) 6
1

4
.

e) On pose la fon
tion f : x 7→ g(x) − x.p−
x2

8
, qui est bien de 
lasse C2 sur R

+
ave
 :

∀x > 0, g′(x) = f ′(x)− p−
x

4
, et ∀x > 0, f ′′(x) = g′′(x)−

1

4
6 0.

La fon
tion f ′ est don
 dé
roissante sur R
+
, et : ∀x > 0, f ′(x) 6 h′(0) = g′(0) − p =

p

p+ q
− p = 0.

La fon
tion f est don
 elle-même dé
roissante sur R
+
, ave
 :

∀x > 0, f(x) 6 f(0) = g(0) = ln(p+ q) = 0.

On a bien : ∀θ ∈ R
+, f(θ) 6 0 ⇐⇒ g(θ) 6 θp+

θ2

8
.

f) La fon
tion h : x 7→
x2

8
− ε.x est un trin�me du se
ond degré, de 
oe�
ient dominant a =

1

8
> 0, et qui

admet don
 un minimum en x = −
b

2a
= 4ε (sommet de la parabole...)

Ainsi : h est dé
roissante sur [0; 4ε], et 
roissante sur [4ε; +∞[. Le minimum vaut : h(4ε) = −2ε2.

En repartant de l'inégalité : P (Ym − p > ε) 6 em(g(θ)−θ(p+ε))
, et au vu des résultats pré
édents :

P (Ym − p > ε) 6 em(θ.p+θ2/8−θ.p−θ.ε) = em.h(θ)
.

I
i l'inégalité : h(θ) > −2ε2 n'est pas dans le bon sens pour 
ontinuer à travailler par majorations su

es-

sives. Mais l'inégalité pré
édente est en fait vraie pour tout réel θ > 0, don
 en parti
ulier pour θ = 4ε,

e qui donne bien :

P (Ym − p > ε) 6 e−2mε2
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3. On poseWm =
1

m

m∑

i=1

(1−Yi). Comme les Yi suivent une loi de Bernoulli de paramètre p, les v.a.r.Wi = (1−Yi)

suivent toutes une loi de Bernoulli de paramètre q = 1− p

(puisque Yi = 1 ⇐⇒ 1 − Yi = 0, et vi
e-versa) ; elles sont toujours indépendantes, Wm =
1

m

m∑

i=1

Wi don


on peut don
 réutiliser toute l'étude pré
édente en remplaçant partout Yi par Wi, Ym par Wm et p par q, 
e
qui donne bien :

P (Wm − q > ε) 6 e−2mε2

4. a) L'événement [|Ym − p| > ε] peut toujours s'é
rire sous la forme :

[|Ym − p| > ε] = [Ym − p > ε] ∪ [Ym − p 6 −ε], réunion de deux événements in
ompatibles.

On fait le lien ave
 la question 3. en é
rivant que :

Wm =
1

m

m∑

i=1

(1− Yi) =
m

m
−

1

m

m∑

i=1

Yi = 1− Ym, et don
 :

P (Ym − p 6 −ε) = P (1−Wm − 1 + q 6 −ε) = P (Wm − q > ε).

Ainsi : P (|Ym − p| > ε) = P (Ym − p > ε) + P (Wm − q > ε) 6 2e−2mε2
au vu des majorations obtenues

en 2.f) et 3.

b) Pour ε =

√
1.844

m
: 2e−2mε2 = 2e−2×1.844 = 2e−3.688 ≈ 2× 0.025 = 0.05.

Ave
 
ette valeur de ε, on peut don
 é
rire :

P

(
|Ym − p| >

√
1.844

m

)
= 0.05 ⇐⇒ 1− P

(
|Ym − p| <

√
1.844

m

)
= 0.05

⇐⇒ P

(
Ym −

√
1.844

m
< p < Ym +

√
1.844

m

)
= 0.95

Une relation qui exprime 
ette fois que

[
Ym −

√
1.844

m
;Ym +

√
1.844

m

]
est un intervalle de 
on�an
e de

p au niveau de 
on�an
e 0.95.
Cet intervalle de 
on�an
e est évidemment plus restreint que 
elui obtenu à la question 1.b), puisque

1.844 < 5, alors qu'on a le même niveau de 
on�an
e : il est don
 plus intéressant ! Mais a 
oûté plus

d'e�orts pour l'obtenir...
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