
MATHÉMATIQUES III - HEC E 2004

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

EXERCICE

1. Étude d'une suite et programmation

On note (cn)n∈N∗
la suite réelle dé�nie pour tout entier n stri
tement positif par :

cn =

∫ 1

0

xn−1

1 + x
dx

a) Pour tout entier n ∈ N
∗
, et pour tout réel x ∈ [0, 1], on dispose des inégalités su

essives :

0 6 xn 6 xn−1

=⇒ 0 6
xn

1 + x
6

xn−1

1 + x

ar sur [0, 1], 1 + x > 0

Les fon
tions 
on
ernées étant positives et 
ontinues, les propriétés de positivité et de 
roissan
e de l'intégrale

(sa
hant que 0 < 1) permettent d'é
rire :

∀n ∈ N
∗, 0 6

∫ 1

0

xn

1 + x
dx 6

∫ 1

0

xn−1

1 + x
dx

Soit : ∀n ∈ N
∗, 0 6 cn+1 6 cn, 
e qui prouve bien que (cn)n∈N∗

est une suite dé
roissante de réels positifs.

b) Pour tout entier n ∈ N
∗
:

cn+1 + cn =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx+

∫ 1

0

xn−1

1 + x
dx =

∫ 1

0

xn + xn−1

1 + x
dx par linéarité de l'intégrale

=

∫ 1

0

xn−1(1 + x)

1 + x
dx =

∫ 1

0
xn−1dx =

[
xn

n

]1

0

=
1

n


) Une utilisation judi
ieuse des deux résultats pré
édents est à faire i
i : pour tout entier n > 2, on peut é
rire :

1

n
= cn+1 + cn 6 2cn puisque cn+1 6 cn (la suite est dé
roissante)

2cn 6 cn + cn−1 =
1

n− 1
par dé
alage d'in
ide dans la relation obtenue en b)

Ce qui donne bien l'en
adrement : pour tout entier n > 2,
1

n
6 2cn 6

1

n− 1
.

On peut don
 fa
ilement en déduire une suite (un) telle que lim
n→+∞

cn
un

= 1 : il su�t en e�et de diviser par

n > 2 les membres de la double inégalité pré
édente pour obtenir :

∀n ∈ N, n > 2, 1 6 2ncn 6
n

n− 1

où : lim
n→+∞

n

n− 1
= lim

n→+∞

1

1− 1
n

= 1.

Le théorème d'en
adrement permet de 
on
lure : lim
n→+∞

2ncn = 1, 
e qui donne l'équivalent : cn ∼
n→+∞

1

2n
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d) Cal
ul de c1 : c1 =

∫ 1

0

1

1 + x
dx = [ln(|1 + x|)]10 = ln(2).

Montrons ensuite par ré
urren
e que : ∀n ∈ N, n > 2, cn = (−1)n
(

n−1∑

k=1

(−1)k+1

k
− ln(2)

)
.

I. Pour n = 2 : on sait que c2 = 1− c1 = 1− ln(2) d'après la relation obtenue en b), et par ailleurs :

(−1)2
(

2−1∑

k=1

(−1)k+1

k
− ln(2)

)
=

(−1)2
1
− ln(2) = 1− ln(2), don
 la propriété est vraie au rang 2.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n > 2, et montrons qu'alors elle est vraie au rang

n+ 1 :

cn+1
b)
=

1

n
− cn

H.R.
=

1

n
− (−1)n

(
n−1∑

k=1

(−1)k+1

k
− ln(2)

)

=
1

n
+ (−1)n+1

(
n∑

k=1

(−1)k+1

k
− ln(2) − (−1)n+1

n

)
= (−1)n+1

(
n∑

k=1

(−1)k+1

k
− ln(2)

)
+

1

n
+

(−1)2n+1

n︸ ︷︷ ︸
=0 
ar (−1)2n+1=−1

vu que 2n+1 est toujours un entier impair. La propriété est don
 vraie au rang n+1 si elle l'est au rang n.

C. La propriété étant initialisée à n = 2 et héréditaire, elle est don
 vraie pour tout entier n > 2 d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

e) On donne i
i la programmation en Turbo-Pas
al et en S
ilab du 
al
ul de cn via l'expression sommatoire

qu'on vient de démontrer :

Turbo-Pas
al : S
ilab :

program HEC2004;

var s : real;

n,k,e : integer;

Begin

s:=1; e:=1; {* e représente l'exposant de (-1) *}

for k:=2 to (n-1) do

Begin

e:=-e;

s:=s+e/k;

end;

s := e*(s-ln(2)); write('
_',n,' = ',s);

end.

fun
tion y=
(n)

s=1; e=1;

for k=1:n

e=-e;

s=s+e/k

end

y=e*(s-log(2))

endfun
tion

Étude d'une suite de variables aléatoires à densité

Pour tout entier n stri
tement positif, on note fn l'appli
ation de R dans R dé�nie par :

fn(t) =




0 si t < 1

1

cntn(1 + t)
si t > 1

a) Soit n ∈ N
∗
, et x un réel supérieur ou égal à 1 : le 
hangement de variable u =

1

t
est de 
lasse C1

et bije
tif

de [1, x] dans [1/x, 1], ave
 du = − 1

t2
dt, d'où

∫ x

1

1

tn(1 + t)
dt = −

∫ x

1

1

tn−1(1 + 1
t )
.(− 1

t2
)dt = −

∫ 1/x

1

un−1

1 + u
du =

∫ 1

1/x

un−1

1 + u
du

b) La fon
tion fn est bien 
ontinue par mor
eaux sur R, en tant que fon
tion nulle sur ] − ∞, 1[ et 
omme

fon
tion rationnelle bien dé�nie sur ]1;+∞[. Elle est bien positive sur R au vu de l'expression 
hoisie sur
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[1,+∞[ (ave
 cn > 0).
De plus :

∫ +∞

−∞

fn(t)dt =

∫ 1

−∞

0dt+
1

cn

∫ +∞

1

1

tn(1 + t)
dt

=
1

cn
lim

x→+∞

∫ x

1

1

tn(1 + t)
dt =

1

cn
lim

x→+∞

∫ 1

1/x

un−1

1 + u
du

=
1

cn

∫ 1

0

un−1

1 + u
du =

cn
cn

= 1 (l'intégrale est bien 
onvergente sur [0, 1])

Ainsi les trois 
onditions sont véri�ées, et fn est bien une densité de probabilité.

Dans la suite de l'exer
i
e, on suppose que (Xn)n∈N∗
est une suite de variables aléatoires dé�nies sur le

même espa
e probabilisé (Ω,A, P ), telle que, pour tout entier n stri
tement positif, Xn prend ses valeurs dans

[1,+∞[ et admet fn 
omme densité. On note Fn la fon
tion de répartition de Xn.


) Par dé�nition, la variable aléatoire Xn admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale doublement im-

propre

∫ +∞

−∞

t.fn(t)dt est absolument 
onvergente. La fon
tion 
on
ernée étant nulle sur ]−∞, 1[ et 
ontinue,

positive sur ]1,+∞[, 
ela revient à étudier la 
onvergen
e de

∫ +∞

1

t

cn.tn(1 + t)
dt.

Or au voisinage de +∞ :

t

tn(1 + t)
∼

t→+∞

1

tn
, et on sait que l'intégrale de Riemann

∫ +∞

1

1

tn
dt est 
onver-

gente si et seulement si n > 1. Comme n est entier, le théorème de 
omparaison des intégrales de fon
tions


ontinues, positives permet de 
on
lure que :

Xn admet une espéran
e si et seulement si n est un entier supérieur ou égal à 2.

Pour tout entier n > 2, on peut alors é
rire :

E(Xn) =
1

cn

∫ +∞

1

t

tn(1 + t)
dt =

1

cn

∫ +∞

1

1

tn−1(1 + t)
dt =

cn−1

cn

∫ +∞

1

1

cn−1tn−1(1 + t)
dt =

cn−1

cn

∫ +∞

−∞

fn−1(t)dt,

soit :

∀n > 2, E(Xn) =
cn−1

cn

d) Dans 
ette question, ex
lusivement, on suppose que n = 1. La fontion F1 est dé�nie par : ∀x ∈ R, F1(x) =∫ x

−∞

f1(t)dt. On distingue alors deux 
as :

⋆ Si x < 1, alors F1(x) =

∫ x

−∞

0dt = 0.

⋆ Si x > 1, alors F1(x) =

∫ 1

−∞

0dt+

∫ x

1

1

c1.t(1 + t)
dt =

1

c1
.

∫ 1

1/x

u1−1

1 + u
du =

1

ln(2)
[ln(|1 + u|)]11/x

= 1− 1

ln(2)
. ln(1 +

1

x
).

L'inégalité P ([X1 6 y]) >
1

2
⇐⇒ F1(y) >

1

2
n'est don
 vraie pour au
un réel y < 1 
ar la fon
tion de

répartition est nulle sur ]−∞, 1[, et sur [1,+∞[ :

P ([X1 6 y]) >
1

2
⇐⇒ 1− 1

ln(2)
ln(1 +

1

y
) >

1

2
⇐⇒ 1

2
>

1

ln(2)
ln(1 +

1

y
) ⇐⇒ ln(2)

2
> ln(1 +

1

y
)

⇐⇒ e
1

2
ln(2)

> 1 +
1

y
⇐⇒ 21/2 − 1 >

1

y
⇐⇒ 1√

2− 1
6 y.

Ce résultat exprime que X1 admet pour médiane le réel

1√
2− 1

.

Comme l'univers-image de la variable aléatoire X1 est [1,+∞[, on dé�nit bien une variable aléatoire en

posant Z = ln(X1), à valeurs dans [0,+∞[.

∀x ∈ R : FZ(x) = P (Z 6 x) = P (ln(X1) 6 x) = P (X1 6 ex) = F1(e
x) par stri
te 
roissan
e de exp sur R.

On retrouve deux 
as :

⋆ Lorsque ex < 1 ⇐⇒ x < 0, alors F1(e
x) = 0 = FZ(x).

3 ©



⋆ Lorsque ex > 1 ⇐⇒ x > 0, alors FZ(x) = F1(e
x) = 1− 1

ln(2)
ln(1 +

1

ex
) = 1− ln(1 + e−x)

ln(2)
.

La fon
tion FZ est bien 
ontinue et même de 
lasse C1
sur ] −∞, 0[ 
omme fon
tion nulle, et sur ]0,+∞[


omme 
omposée de fon
tions de 
lasse C1
.

En 0 : lim
x→0−

FZ(x) = lim
x→0−

0 = 0, et lim
x→0+

FZ(x) = lim
x→0+

1− 1

ln(2)
ln(1+e−x) = 1− 1

ln(2)
. ln(1+1) = 1−1 = 0.

La fon
tion FZ est don
 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en 0 : la v.a.r. Z admet don
 une

densité, dé�nie par :

⋆ fZ(x) = F ′

Z(x) = 0 sur ]−∞, 0[, on pose arbitrairement fZ(0) = 0.

⋆ ∀x ∈ R
+∗, fZ(x) = −

1

ln(2)
.
−e−x

1 + e−x
=

1

ln(2).(1 + ex)
.

e) Soit x un réel stri
tement supérieur à 1 (et don
 : 0 <
1

x
< 1). Il est 
lair que : ∀u ∈ [0, 1], 0 6

un

(1 + u)2
6 un.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues et positives, 0 < 1 don
 par positivité et 
roissan
e de l'intégrale :

0 6

∫ 1

1/x

un

(1 + u)2
du 6

∫ 1/x

0

un

(1 + u)2
du+

∫ 1

1/x

un

(1 + u)2
du =

∫ 1

0

un

(1 + u)2
du 6

∫ 1

0
undu =

1

n+ 1
.

Le théorème d'en
adrement permet bien sûr de 
on
lure que lim
n→+∞

(∫ 1

1/x

un

(1 + u)2
du

)
= 0.

Dans l'intégrale Fn(x) =
1

cn

∫ x

1

1

tn(1 + t)
dt =

1

cn

∫ 1

1/x

un−1

1 + u
du, on réalise une intégration par parties en

posant :

f(u) =
1

1 + u
→ f ′(u) = − 1

(1 + u)2

g′(u) = un−1 → g(u) =
un

n

Les fon
tions 
on
ernées sont bien de 
lasse C1
sur [0, 1], don
 par intégration par parties :

Fn(x) =
1

cn

∫ 1

1/x

un−1

1 + u
du =

1

cn

[
un

n(1 + u)

]1

1/x

+
1

ncn

∫ 1

1/x

1

un
(1 + u)2du =

1

2ncn
− (1/x)n

ncn(1 + 1/x)
+

1

ncn

∫ 1

1/x

un

(1 + u)2
du.

Comme on l'a vu pré
édemment : lim
n→+∞

2ncn = 1, don
 lim
n→+∞

1

ncn

∫ 1

1/x

un

(1 + u)2
du =

1

2
× 0 = 0.

En�n :

(1/x)n

ncn.(1 + 1/x)
∼

n→+∞

2(1/x)n

(1 + 1/x)
; 
omme 1/x ∈]0, 1[, lim

n→+∞

(1/x)n = 0.

Tous 
omptes faits, on peut 
on
lure que : lim
n→+∞

Fn(x) = 1.

f) Si x est un réel inférieur ou égal à 1, Fn(x) = 0, don
 lim
n→+∞

Fn(x) = 1.

Ainsi, pour tout réel x, la suite (Fn(x))n∈N∗ 
onverge ave
 :

lim
n→+∞

Fn(x) =

{
0 si x 6 1

1 si x > 1

On note F la "fon
tion limite" ainsi dé�nie : elle 
orrespond à la fon
tion de répartition d'une variable

aléatoire 
onstante égale à 1, et la relation :

∀x ∈ R lim
n→+∞

Fn(x) = F (x), exprime que la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N∗

onverge en loi vers une

variable aléatoire 
onstante égale à 1.
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PROBLÈME

Dans 
e problème, n désigne un entier naturel non nul et E désigne l'espa
e ve
toriel des polyn�mes à


oe�
ients réels, de degré inférieur ou égal à 2n.
Pour tout entier naturel non nul k, on note Xk

le polyn�me x 7→ xk et on rappelle que la famille (1,X, . . . ,X2n)
et une base de E.

Si a0, a1, . . . , a2n sont 2n+ 1 réels et Q est le polyn�me dé�ni sr R par : Q(x) =

2n∑

k=0

akx
k
,

on dé�nit le polyn�me s(Q) par : s(Q)(x) =

2n∑

k=0

a2n−kx
k
.

Autrement dit, s(Q) est le polyn�me obtenu à partir de Q en � inversant l'ordre des 
oe�
ients �.

Par exemple, si n est égal à 2 et si Q(x) = 4x4 + 7x3 + 2x2 + 1, on obtient s(Q)(x) = x4 + 2x2 + 7x+ 4.

Les trois parties du problème sont largement indépendantes.

PARTIE A

1. Linéarité de s

Soient P : x 7→
2n∑

k=0

ak.x
k
et Q : x 7→

2n∑

k=0

bk.x
k
deux polyn�mes de E, et λ ∈ R un s
alaire quel
onque : le

polyn�me λ.P +Q est la fon
tion x 7→
2n∑
k=0

(λ.ak + bk).x
k
, et don
 :

∀x ∈ R, s(λ.P +Q)(x) =

2n∑

k=0

(λ.a2n−k + b2n−k).x
k =

2n∑

k=0

λ.a2n−kx
k + b2n−k.xk

= λ.

2n∑

k=0

a2n−k.x
k +

2n∑

k=0

b2n−k.x
k = λ.s(P )(x) + s(Q)(x)

Ainsi s(λ.P +Q) = λ.s(P ) + s(Q) (égalité d'apppli
ations), 
e qui prouve la linéarité de l'appli
ation s.

2. Diagonalisation dans un 
as parti
ulier

a) On 
onsidère la matri
e 
arrée d'ordre 3 : M =



0 0 1
0 1 0
1 0 0



.

Cette matri
e est symétrique réelle, le théorème admis du 
ours de ECE2 permet don
 dire
tement de


on
lure qu'elle est diagonalisable.

Un réel λ est valeur propre de M si et seulement si le système MX = λ.X d'in
onnue X ∈ M3,1(R) n'est
pas de Cramer :

MX = λ.X ⇐⇒ (M − λ.I3)X = 0 ⇐⇒





−λx + z = 0
(1− λ)y = 0

x −λz = 0

⇐⇒





x −λz = 0 L1 ↔ L3

(1− λ)y = 0
−λx + z = 0

⇐⇒





x −λz = 0
(1− λ)y = 0

(1− λ2)z = 0 L3 ← L3 + λ.L1

Le système admet une in�nité de solutions si et seulement si λ prend l'une des deux valeurs −1 ou 1, qui

sont don
 les valeurs propres de M : Sp(M) = {−1, 1}.
Pour déterminer le sous-espa
e propre asso
ié à 
haque valeur propre, on �nit dans les deux 
as la

résolution du système :
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⋆ Pour λ = 1, le système se réduit à l'équation : x− z = 0 ⇐⇒ x = z, et le sous-espa
e propre asso
ié

est don
 : E1(M) =







x
y
x


 | (x, y) ∈ R

2



 = Vect





1
0
1


 ,



0
1
0





.

Les deux ve
teurs de la famille génératri
e obtenue sont non-nuls et non-
olinéaires, on peut don
 en

déduire qu'ils forment aussi une famille libre, don
 une base du sous-espa
e propre E1(M).

⋆ Pour λ = −1, le système se réduit à :

{
x + z = 0

2y = 0
⇐⇒

{
x = −z
y = 0

, don
 : E−1(M) =








x
0
−x


 | x ∈ R



 = Vect






1
0
−1





,

sous-espa
e engendré par un seul ve
teur non-nul : 
e dernier forme aussi à lui seul une famille libre, don


une base du sous-espa
e.

b) Dans le 
as parti
ulier où n = 1, l'espa
e ve
toriel E 
onsidéré est bien R2[X], de dimension 3 et de base


anonique (1,X,X2).
La matri
e de s dans 
ette base est obtenue en 
al
ulant :

s(1) = s(1.1 + 0.X + 0.X2) = 0.1 + 0.X + 1.X2 = X2

s(X) = s(0.1 + 1.X + 0.X2) = 0.1 + 1.X + 0.X2 = X

s(X2) = s(0.1 + 0.X + 1.X2) = 1.1 + 0.X + 1.X2 = 1, don
 : Mat(1,X,X2)(s) =



0 0 1
0 1 0
1 0 0


 = M

e�e
tivement.

Le travail fait à la question a) permet alors de retrouver les sous-espa
es propres de s, en e�et :

⋆ l'endomorphisme s a le même spe
tre que sa matri
e représentative M , à savoir {−1, 1}.
⋆ les ve
teurs propres deM peuvent être vus 
omme les représentations matri
ielles dans la base 
anonique

de E, de 
eux de s.
Ainsi : E1(s) a pour base (1 + X2,X), et E−1(s) a pour base (1 − X2). La 
on
aténation de 
es deux

bases forme alors une base (1 +X2,X, 1 −X2) de ve
teurs propres de l'espa
e global E.

3. Étude du 
as général

On dé�nit la famille de polyn�mes (A0, . . . , A2n) par :

pour tout réel x,





Ak(x) = x2n−k + xk si 0 6 k 6 n− 1

An(x) = xn

Ak(x) = xk − x2n−k
si n+ 1 6 k 6 2n

a) Comme l'endomorphisme s a pour e�et d'inverser les 
oe�
ients d'un polyn�me P de E = R2n[X], il est

lair que : ∀P ∈ E, s(s(P )) = P , 
'est-à-dire que : s ◦ s = IdE

1

.

(On remarque notamment au niveau des 
oe�
ients de P , que : ∀k ∈ J0, 2nK, a2n−(2n−k) = ak).

b) Soit P un polyn�me non nul, et λ un réel véri�ant s(P ) = λ.P (en 
lair, on prend un ve
teur propre P
pour la valeur propre λ).
Alors : s ◦ s(P ) = s(s(P )) = s(λ.P ) = λ.s(P ) = λ2.P en utilisant deux fois la linéarité de l'appli
ation

P . La question pré
édente fournit don
 l'égalité : λ2.P = P ⇐⇒ (λ2 − 1).P = 0 ⇐⇒ λ2 − 1 = 0,
puisqu'on a dit que P était un polyn�me non nul.

Une valeur propre λ de s, en don
 né
essairement une ra
ine de l'équation λ2 − 1 = 0, don
 :

Sp(s) ⊂ {−1, 1}.
Remarque : il s'agit bien d'une in
lusion, on n'a pas en
ore véri�é la ré
iproque.


) Pour tout entier k ∈ J0, n− 1 : s(Ak) = s(1.x2n−k + 1.xk) = 1.x2n−(2n−k) + 1.x2n−k = x2n−k + xk (seuls

deux 
oe�
ients sont non nuls dans 
e polyn�me, d'indi
es "symétriques" au vu du prin
ipe de 
al
ul de

l'image par s), soit : ∀k ∈ J0, n− 1K, s(Ak) = Ak .

s(An) = s(1.An) = 1.A2n−n, don
 : s(An) = An .

Pour tout entier k ∈ Jn+ 1, 2nK : s(A2n−k) = s(1.xk + (−1).x2n−k) = 1.x2n−k + (−1).x2n−(2n−k)

= −xk + x2n−k
, soit : ∀k ∈ Jn+ 1, 2nK, s(Ak) = −Ak .

1. on appelle 
e type d'endomorphismes, une symétrie ve
torielle, à 
ause de l'interprétation géométrique qu'on pourrait en faire
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d) Montrons que la famille (A0, A1, . . . , A2n) est libre, pour 
ela on 
onsidère une 
ombinaison linéaire nulle

de 
es polyn�mes :

λ0.A0 + λ1.A1 + . . .+ λ2n.A2n = 0E (polyn�me nul) où λ0, λ1, . . . , λ2n sont des réels.

Cela se réé
rit :

∀x ∈ R,
n−1∑

k=0

λk.(x
2n−k + xk) + λn.x

n +
2n∑

k=n+1

λk.(x
k − x2n−k) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ R,
n−1∑

k=0

λk.x
k +

2n∑

j=n+1

λ2n−j .x
j + λn.x

n +
2n∑

k=n+1

λk.x
k −

n−1∑

j=0

λ2n−j .x
j = 0 ave
 [j = 2n− k]

⇐⇒ ∀x ∈ R,
n−1∑

k=0

(λk − λ2n−k).x
k + λn.x

n +
2n∑

j=n+1

(λj + λ2n−j).x
j = 0

Un polyn�me est nul si et seulement si tous ses 
oe�
ients sont nuls, don
 :

λn = 0, et : ∀k ∈ J0, n− 1K, λk + λ2n−k = 0 ⇐⇒ λk = −λ2n−k, ainsi que :

∀j ∈ Jn+1, 2nK, λj−λ2n−j = 0 ⇐⇒ λj = λ2n−j , 
e qui redonne, via le 
hangement d'indi
e j = 2n−k :

∀k ∈ J0, n− 1K, λk = λ2n−k.

Ainsi : ∀k ∈ J0, n−1K,
{
λk = λ2n−k

λk = −λ2n−k

=⇒ ∀k ∈ J0, n−1K, λk = λ2n−k = 0 ⇐⇒
{
∀k ∈ J0, n − 1K, λk = 0

∀j ∈ Jn+ 1, 2nK, λj = 0
.

Finalement, tous les réels λk sont bien nuls, et la famille (A0, A1, . . . , A2n) est libre.

e) La famille libre pré
édente est 
onstituée de 2n + 1 ve
teurs, or dim(E) = 2n + 1, 
'est don
 une base

de 
et espa
e. Les 
al
uls e�e
tués à la question 
) montrent que (A0, A1, . . . , An) sont en fait ve
teurs

propres de s pour la valeur propre 1, tandis que (An+1, . . . , A2n) sont, eux, ve
teurs propres de s pour la
valeur propre −1.
On dispose don
 d'une base de E 
onstituée de ve
teurs propres pour s , qui permet de 
on
lure dire
-

tement que :

⋆ l'endomorphisme s est don
 diagonalisable.

⋆ ses valeurs propres sont bien −1 et 1.
⋆ le sous-espa
e propre E1(s) a pour base (A0, . . . , An) et dim(E1(s)) = n+ 1, tandis que le sous-espa
e
propre E−1(s) a pour base (An+1, . . . , A2n) et dim(E−1(s)) = n.

PARTIE B

1. Préliminaires

On dé�nit une suite (Rk)k∈N∗
de polyn�mes par :

Pour tout réel x, R1(x) = x, R2(x) = x2 − 2
et pour tout entier k supérieur ou égal à 2, Rk+1(x) = xRk(x)−Rk−1(x).

a) Par appli
ation de la relation de ré
urren
e :

∀x ∈ R, R3(x) = xR2(x)−R1(x) = x3 − 2x− x = x3 − 3x.
∀x ∈ R, R4(x) = xR3(x)−R2(x) = x4 − 3x2 − (x2 − 2) = x4 − 4x2 + 2.

b) On démontre par ré
urren
e double que la propriété P(k) : � Rk est un polyn�me de degré k véri�ant :

∀x ∈ R
∗, Rk

(
x+

1

x

)
= xk +

1

xk
� est vraie pour tout entier k ∈ N

∗
.

I. Pour n = 1 : R1 est bien un polyn�me de degré 1,et : ∀x ∈ R
∗, R1(x+ 1

x) = x+ 1
x = x1 + 1

x1

Pour n = 2 : R2 est bien un polyn�me de degré 2, et : ∀x ∈ R
∗, R2(x+

1
x) =

(
x+ 1

x

)2− 2 = x2+2.x. 1x +

1
x2 − 2 = x2 +

1

x2
.

Ainsi, P(1) et P(2) sont vraies.
H. Supposons, pour un 
ertain entier n > 2, P(n − 1) et P (n) vraies. Montrons qu'alors P(n + 1) est

vraie, soit : Rn+1 est un polyn�me de degré n + 1, et Rn+1(x+ 1
x) = xn+1 +

1

xn+1
pour tout réel x non

nul.

�������������������

D'abord, Rn+1 = XRn(X)−Rn−1(X) est bien un polyn�me 
omme somme et produit de polyn�mes.

Toujours par hypothèse de ré
urren
e, et d'après les règles sur les degrés, on sait que :
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deg(x.Rn(x)) = deg(x) + deg(Rn(x)) = 1 + n = n+ 1.
Comme deg(Rn−1) = n− 1, alors : deg(x.Rn(x)−Rn−1(x)) = n+ 1 = deg(Rn+1).

Maintenant, pour tout réel x non nul :

Rn+1

(
x+

1

x

)
=

(
x+

1

x

)
.Rn

(
x+

1

x

)
−Rn−1

(
x+

1

x

)

H.R.
=

(
x+

1

x

)
.

(
xn +

1

xn

)
−
(
xn−1 +

1

xn−1

)

= xn+1 +
1

xn−1
+

1

xn−1
+

1

xn+1
− xn−1 − 1

xn−1

= xn+1 +
1

xn+1
, CQFD.

Don
 : P(n + 1) est vraie si P(n− 1) et P(n) le sont.
C. La propriété est initialisée à n = 1 et héréditaire ; elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N

∗
, d'après

le prin
ipe de ré
urren
e double.


) Soit a ∈ R, on résout l'équation d'in
onnue x ∈ R
∗
:

x+
1

x
= a ⇐⇒ x2 + 1− ax

x
= 0 ⇐⇒ x2 − ax+ 1 = 0 (x 6= 0).

Cette équation du se
ond degré a pour dis
riminant : ∆ = a2 − 4, qui n'est pas for
ément positif.

On distingue en fait 3 
as :

⋆ ∆ = a2 − 4 < 0 ⇐⇒ a2 < 4 ⇐⇒ −2 < a < 2 : dans 
e 
as l'équation n'a pas de solution réelle.

⋆ ∆ = 0 ⇐⇒ a2 = 4 ⇐⇒ a = 2 ou a = −2 : dans 
e 
as l'équation admet une unique solution, x0 =
a

2
qui vaut 1 si a = 2, et −1 si a = −2.
⋆ ∆ > 0 ⇐⇒ a2 > 4 ⇐⇒ a < −2 ou a > 2 : dans 
e 
as l'équation admet deux solutions distin
tes, à

savoir : x1 =
a−
√
a2 − 4

2
, et x2 =

a+
√
a2 − 4

2
.

2. Étude des ra
ines des polyn�mes ve
teurs propres de s asso
iés à la valeur propre 1

Dans 
ette question, Q désigne un polyn�me de degré 2n dé�ni pat : Q(x) =

2n∑

k=0

ak.x
k
, tel que a2n soit non

nul (
e qui assure que deg(Q) = 2n) et tel que, pour tout entier k de l'intervalle J0, nK, on ait : ak = a2n−k.

Remarque : 
ette propriété implique notamment que s(Q) = Q : on parle de polyn�me symétrique à 
ause

de 
ette symétrie des 
oe�
ients.

On dé�nit alors le polyn�me Q̃ par : Q̃(x) = an +

n∑

k=1

an−kRk(x).

a) Il est fa
ile de véri�er si 0 est ra
ine de Q ou pas, puisque Q(0) = a0 est toujours le temre 
onstant du

polyn�me. Or par symétrie des 
oe�
ients de Q : a0 = a2n 6= 0 par hypothèse.

Le polyn�me Q n'admet don
 pas 0 pour ra
ine.

b) Soit x un réel non nul, on pose : y = x+
1

x
. Au vu des dé�nitions pré
édentes :

Q̃(y) = 0 ⇐⇒ an +

n∑

k=1

an−kRk(y) = 0 ⇐⇒ an +

n∑

k=1

an−k.

(
xk +

1

xk

)
= 0 d'après 1.b)

⇐⇒
an.x

n +
n∑

k=1

an−k.x
n+k +

n∑
k=1

an−k.x
n−k

xn
= 0

⇐⇒
an.x

n +
n∑

k=1

an+k.x
n+k +

n∑
k=1

an−k.x
n−k

xn
= 0


ar an−k = a2n−(n−k) = an+k

par symétrie des 
oe�
ients

⇐⇒
an.x

n +
n−1∑
i=0

ai.x
i +

2n∑
j=n+1

aj.x
j

xn
= 0 ave


{
i = n− k

j = n+ k
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⇐⇒

2n∑
k=0

ak.x
k

xn
= 0 ⇐⇒ Q(x)

xn
= 0

Vu que 0 n'est pas ra
ine de Q, le résultat pré
édent exprime don
 que : x ∈ R
∗
est ra
ine de Q si et

seulement si y = x +
1

x
est ra
ine de Q̃, dont on remarque qu'il est de degré n seulement (don
 : deux

fois moindre que deg(Q) ) au vu de sa dé�nition et des propriétés des polyn�mes Rk.

Il su�t don
 de trouver les ra
ines y de Q̃, qui en a au plus n, puis de 
al
uler pour 
ha
une d'elles, les

solutions de l'équation x+
1

x
= y tel que 
ela a été fait à la question 1.
) de 
ette partie.


) On suppose i
i que n est égal à 3 et que Q est dé�ni par : Q(x) = x6 + x5 − 9x4 + 2x3 − 9x2 + x+ 1.
Le polyn�me Q̃ est don
 dé�ni par :

Q̃(x) = a3 +

3∑

k=1

a3−kRk(x) = 2− 9.R1(x) + 1.R2(x) + 1.R3(x) = 2− 9x+ x2 − 2 + x3 − 3x

= x3 + x2 − 12x = x(x2 + x− 12).

Ainsi y0 = 0 est ra
ine évidente de Q̃, les autres sont les ra
ines du trin�me x2 + x− 12 :

∆ = 1 + 48 = 49 > 0, il y a don
 deux ra
ines : y1 =
−1− 7

2
= −4, et y2 =

−1 + 7

2
= 3.

On se réfère alors à la question 1.
) pour résoudre dire
tement les trois équations :

⋆ x+
1

x
= y0 : y0 = 0 ∈]− 2, 2[, don
 dans 
e 
as l'équation n'a pas de solution réelle.

⋆ x+
1

x
= y1 : y1 = −4 < −2, don
 l'équation admet deux solutions réelles :

x1 =
−4−

√
16− 4

2
= −2−

√
3, et x2 = −2 +

√
3.

⋆ x+
1

x
= y2 : y2 = 3 > 2 don
 l'équation admet deux solutions réelles :

x′1 =
3−
√
9− 4

2
=

3−
√
5

2
, et x′2 =

3 +
√
5

2
.

Finalement, le polyn�me Q admet quatre ra
ines réelles x1, x2, x
′

1 et x′2.
La fa
torisation de Q (qui n'était pas demandée) est en fait :

Q(x) = (x+ 2 +
√
3)(x+ 2−

√
3)(x− 3 +

√
5

2
)(x− 3−

√
5

2
)(x2 + 1)

PARTIE C

Dans 
ette partie, p désigne un entier supérieur ou égal à 2.

On désigne par Ω l'ensemble des éléments de E dont les 
oe�
ients sont des entiers de l'intervalle J1, pK, par A
l'ensemble des parties de Ω et par P la probabilité uniforme sur A, 
'est-à-dire que, pour tout polyn�me Q de

Ω, on a : P ({Q}) = 1

Card(Ω)
.

Si Q est un élément de Ω et i un entier naturel non nul, on dit que Q et s(Q) présentent i 
oïn
iden
es lorsqu'il
existe exa
tement i entier k qui véri�ent ak = a2n−k.

On dé�nit alors la variable aléatoire Z qui, à tout polyn�me Q de Ω, asso
ie le nombre de 
oïn
iden
es entre Q
et s(Q).
Par exemple pour n = 2, si Q(x) = x4 + 7x3 + 2x2 + 5x+ 1, on a Z(Q) = 3.
Il faut bien remarquer i
i que l'égalité a0 = a4−0 est 
omptée deux fois puisqu'elle s'é
rit aussi a4 = a4−4, et

a2 = a4−2 
ompte toujours pour une 
oïn
iden
e.

1. Des
ription d'un 
as simple

Dans 
ette question, on suppose que n est égal à 1 et que p est égal à 2.

Ω est don
 l'ensemble de tous les polyn�mes de degré inférieur ou égal à 2, dont les 
oe�
ients sont tous

entiers et pris parmi les deux valeurs {1, 2} : il y a trois 
oe�
ients à 
hoisir pour 
onstruire 
haque poly-

n�me, don
 23 = 8 polyn�mes possibles :
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Ω = {P1(x) = x2 + x+ 1, P2(x) = x2 + x+ 2, P3(x) = x2 + 2x+ 1, P4(x) = x2 + 2x+ 2,
P5(x) = 2x2 + x+ 1, P6(x) = 2x2 + x+ 2, P7(x) = 2x2 + 2x+ 1, P8(x) = 2x2 + 2x+ 2}.
On a alors Z(Ω) = {1, 3}, ave
 : [Z = 1] = {P2, P4, P5, P7} et [Z = 3] = {P1, P3, P6, P8}, la probabilité

uniforme assurant alors que :

P (Z = 1) =
4

8
=

1

2
= P (Z = 3)

On a alors : E(Z) = 1.P (Z = 1) + 3.P (Z = 3) =
4

2
= 2, E(Z2) = 12.P (Z = 1) + 32.P (Z = 3) =

10

2
= 5, et

V (Z) = E(Z2)− E(Z)2 = 5− 4 = 1 d'après la formule de Koenig-Huygens.

2. Étude générale de la variable aléatoire Z

On revient au 
as général : n est stri
tement positif et p est supérieur ou égal à 2.

a) En généralisant le raisonnement mené plus haut : Ω est l'ensemble des polyn�mes de degré inférieur ou

égal à 2n dont les 
oe�
ients sont tous entiers et 
ompris dans J1, pK. Au
un 
oe�
ients ne pouvant par


onséquent être nul, les polyn�mes de Ω sont en fait tous de degré exa
tement 2n, il y a 2n+1 
oe�
ients

à 
hoisir, ave
 p valeurs possibles pour 
ha
un : Card(Ω) = p2n+1
.

b) Comme on l'a remarqué en préambule de 
ette partie : le fait que pour un polyn�me Q(x) =

2n∑

k=0

ak.x
k

donné, an = a2n−n implique que 
e 
oe�
ient "
entral" 
ompte toujours pour une 
oïn
iden
e dans le


al
ul de la valeur de la v.a.r. Z. S'il n'y a pas d'autre 
oïn
iden
e, Z prend bien sa valeur minimale 1.

On peut même, selon 
e qu'on vient d'expliquer, dénombrer simplement les 
as favorables à l'événement

[Z = 1] :
⋆ On 
hoisit les n+ 1 premiers 
oe�
ients a0, a1, . . . , an−1 et an de Q : il y a p possibilités pour 
ha
un.

⋆ On 
hoisit ensuite les 
oe�
ients an+1, . . . , a2n parmi J1, pK, en ex
luant pour 
ha
un la valeur 
hoisie

pour le 
oe�
ient "symétrique" pré
édemment 
hoisi (
'est-à-dire que pour tout entier k de Jn+ 1, 2nK,
ak 6= a2n−k où 2n − k ∈ J0, n − 1K) : il ne reste don
 que (p − 1) possibilités pour 
ha
un de 
es n

oe�
ients.

Ainsi : Card([Z = 1]) = pn+1.(p − 1)n, et d'après la probabilité uniforme :

P (Z = 1) =
pn+1(p− 1)n

p2n+1
=

(p− 1)n

pn
=

(
p− 1

p

)n

.


) Le nombre maximal de 
oïn
iden
es est obtenu si et seulement si le polyn�me Q est symétrique, 
'est-à-

dire : ∀k ∈ J0, 2nK, ak = a2n−k. Il y a alors bien 2n+ 1 
oïn
iden
es ( on rappelle qu'à part an = a2n−n,

toutes les autres sont 
omptées deux fois ), qui est la valeur maximale de Z.
Pour 
ontruire les 
as favorables à l'événement [Z = 2n+ 1], on peut :

⋆ Choisir les n+ 1 premiers 
oe�
ients de Q parmi J1, pK.
⋆ Dans 
e 
as, la relation ak = a2n−k qui doit être vraie pour tout entier k 
ompris notamment entre

n+1 et 2n, ne laisse plus qu'une valeur possible pour 
ha
un des 
oe�
ients an+1 = an−1, . . . , a2n = a0.

Ainsi : Card([Z = 2n+ 1]) = pn+1
et la probabilité uniforme donne bien :

P ([Z = 2n+ 1]) =
pn+1

p2n+1
=

1

pn

d) On l'a déjà dit : toute 
oïn
iden
e entre deux 
oe�
ients de Q est 
omptée deux foix, sauf an = a2n−n

qui est systématiquement 
omptée une fois.

La variable aléatoire Z ne prend don
 e�e
tivement que les valeurs impaires de la forme 2j + 1 ave


0 6 j 6 n, et pour obtenir les 
as favorables à l'événement [Z = 2j + 1], on 
hoisit :

⋆ les j 
oe�
ients ak ave
 k ∈ J0, n−1K pour lesquels on aura ak = a2n−k : il y a j indi
es à 
hoisir parmi

n sans idée d'ordre et sans répétitions, 
e qui donne

(
n

j

)
possibilités.

⋆ Pour 
ha
un de 
es j 
oe�
ients, il faut 
hoisir la valeur parmi J1, pK.
⋆ Pour les n − j 
oe�
ients ak restants d'indi
es 
ompris entre 0 et n − 1, il n'y a pas 
oïn
iden
e ave


a2n−k, il y a don
 p 
hoix pour ak, et p− 1 
hoix seulement pour a2n−k.

⋆ On n'oublie pas de 
hoisir le 
oe�
ient an, il y a p possibilités.
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Finalement : Card([Z = 2j + 1]) =

(
n

j

)
pj .pn−j.(p− 1)n−j .p =

(
n

j

)
pn+1.(p− 1)n−j

, et :

∀j ∈ J0, nK, P ([Z = 2j + 1]) =

(n
j

)
pn+1(p− 1)n−j

p2n+1
=

(
n

j

)
(p− 1)n−j

pn

e) On pose Y =
Z − 1

2
. Puisque Z ne prend que des valeurs du type 2j + 1 ave
 0 6 j 6 n, Y prend les

valeurs

2j + 1− 1

2
= j, 
'est-à-dire que : Y (Ω) = J0, nK.

Pour tout entier j ∈ J0, nK :

P ([Y = j]) = P ([Z = 2j + 1]) =

(
n

j

)
(p− 1)n−j

pn
dont on réalise qu'on peut l'é
rire sous la forme :

P ([Y = j]) =

(
n

j

)
(p− 1)n − j

pj+n−j
=

(
n

j

)(
1

p

)j

.

(
p− 1

p

)n−j

, 
e qui fait apparaître que :

Y suit la loi binomiale de paramètres (n,
1

p
).

Le 
ours donne alors : E(Y ) = n× 1

p
=

n

p
, et V (Y ) = n× 1

p
× p− 1

p
=

n(p− 1)

p2
.

La relation Y =
Z − 1

2
se réé
rivant : Z = 2Y + 1, la linéarité de l'espéran
e et les propriétés de la

varian
e donnent alors :

E(Z) = 2E(Y ) + 1 =
2n

p
+ 1, et V (Z) = 22V (Y ) =

4n(p − 1)

p2
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