MATHEMATIQUES III - HEC E 2004

Proposition de corrigé par David Meneu

. 7 /. /2
Lycée Champollion - Grenoble, pour a/%-/ /2/79&/

EXERCICE

. Etude d’une suite et programmation

On note (¢, )nen+ la suite réelle définie pour tout entier n strictement positif par :

1 ,.n—1
cn:/ r dx
o 1+=x

Pour tout entier n € N*, et pour tout réel = € [0, 1], on dispose des inégalités successives :

— 0 < 1+x< T R 0,1, 1+2>0

Les fonctions concernées étant positives et continues, les propriétés de positivité et de croissance de l'intégrale
(sachant que 0 < 1) permettent d’écrire :

. 1 " lxn—l
Vn e N, 0K de < dx
0 1+$ 0 1+$

Soit : Vn € N*, 0 < ¢p41 < ¢, ce qui prouve bien que (¢, )nen+ est une suite décroissante de réels positifs.

Pour tout entier n € N* :

1 n 1 ,.n—1 1,.n n—1
T T T T
Cn+l +Cn = /0 T xdx + /0 T xd{L‘ = /0 1—:-71'(1% par linéarité de l'intégrale

1 n—1 1 n 1
1 1
:/ wdpf gy — [w_] _1
0 1+.%' 0 n 0 n

Une utilisation judicieuse des deux résultats précédents est a faire ici : pour tout entier n > 2, on peut écrire :

— = Cpt1 + ¢ < 2¢, puisque ¢4 < ¢ (la suite est décroissante)
n
1
2cn < ¢yt = — par décalage d’incide dans la relation obtenue en b)
n

1 1
Ce qui donne bien ’encadrement : pour tout entier n > 2, — < 2¢, <
n

n—1
c
On peut done facilement en déduire une suite (u,) telle que lirf " =1 :il suffit en effet de diviser par
n—+00 Uy,

n = 2 les membres de la double inégalité précédente pour obtenir :

n

YneN, n>2 1< 2nc, <
n—1

1
ol : lim L lim =1.

n—+oon — 1 n—+oo ] —

3=

. . . 1
Le théoreme d’encadrement permet de conclure : lim 2nc, = 1, ce qui donne ’équivalent : ¢, ~ —
n——+oo n—+4o0o 2n



1
d) Calcul de ¢ : ¢ :/ dz = [In(|1 + z])]§ = In(2).
0

14+
Montrons ensuite par récurrence que : Vn € N, n > 2, ¢, = (=1)" Z " In(2) |.
k=1

Pour n =2 : on sait que cg =1 —¢; =1 —In(2) d’apres la relation obtenue en b), et par ailleurs :
- (DM (-1)?
(—1)? Z "~ In(2) | = - In(2) =1 — In(2), donc la propriété est vraie au rang 2.
k=1
Supposons la propriété vraie pour un certain entier n > 2, et montrons qu’alors elle est vraie au rang
n+1:

n—1
Cnt1 2 % — ¢ Y % - (=" <Z ¥ - ln(2)>
k=1
_ % + (_1)n+1 (i % _ 111(2) _ %) — (_1)n+1 < n $ _ ln(2)) + % + ¢
k=1 k=1 ———

=0 car (—1)2nt1=-1

vu que 2n + 1 est toujours un entier impair. La propriété est donc vraie au rang n + 1 si elle ’est au rang n.

La propriété étant initialisée & n = 2 et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n > 2 d’apres le
principe de récurrence.

e) On donne ici la programmation en Turbo-Pascal et en Scilab du calcul de ¢, via ’expression sommatoire
qu’on vient de démontrer :

Turbo-Pascal : Scilab
program HEC2004;
var s : real;

n,k,e : integer; function y=c(n)
Begin s=1; e=1;
s:=1; e:=1; {* e représente 1l’exposant de (-1) *} for k=1:n
for k:=2 to (n-1) do e=-e;

Begin s=s+e/k

e:=-¢; end

s:=s+e/k; y=ex(s-log(2))

end; endfunction
s := e*(s-1n(2)); write(’c_’,n,’ = 2,8);
end.

Etude d’une suite de variables aléatoires a densité

Pour tout entier n strictement positif, on note f, 'application de R dans R définie par :

0 sit<1
fa(t) = 1

— sit2>21
ent™(1+t)

1
a) Soit n € N*, et « un réel supérieur ou égal & 1 : le changement de variable u = n est de classe C! et bijectif

1
de [1, z] dans [1/z, 1], avec du = _t_th’ d’out

x 1 x 1 1 1/z , n—1 1 ,n-1
/ 7dt:—/ — .(——Z)dt:—/ al du:/ L du
L (1 4t) ol 1+ H ot 1 14w 1)z 1+ u

b) La fonction f;,, est bien continue par morceaux sur R, en tant que fonction nulle sur | — oo, 1[ et comme
fonction rationnelle bien définie sur ]1;+oo[. Elle est bien positive sur R au vu de I'expression choisie sur




[1,4o00[ (avec ¢, > 0).

De plus :
—+o00 1 1 —+o00 1
(t)dt = 0dt + — S —, I
/Oof() /OO +cn/1 t"(1+41t)

= — lim ———dt = — lim / Y du
Cp =400 f1 (1 +t) Cp =40 J1/, 1+ u

1 1 unfl en
= —/ du = — =1 (U'intégrale est bien convergente sur [0, 1])
cnJo 14+u Cn

Ainsi les trois conditions sont vérifiées, et f,, est bien une densité de probabilité.

Dans la suite de ’exercice, on suppose que (X,),en+ est une suite de variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé (€2, .4, P), telle que, pour tout entier n strictement positif, X, prend ses valeurs dans
[1,4+00] et admet f,, comme densité. On note F, la fonction de répartition de X,.

¢) Par définition, la variable aléatoire X,, admet une espérance si et seulement si I'intégrale doublement im-

“+o0o
propre / t.fn(t)dt est absolument convergente. La fonction concernée étant nulle sur | — oo, 1] et continue,
oo , 1 t
positive sur |1, 4o00[, cela revient & étudier la convergence de / —dt

t 1 . Y} _ foo
———— ~ — et on sait que 'intégrale de Riemann —dt est conver-
(1 +1) totoo t7 tn
gente si et seulement si n > 1. Comme n est entier, le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions
continues, positives permet de conclure que :

Or au voisinage de 400 :

X, admet une espérance si et seulement si n est un entier supérieur ou égal & 2.

Pour tout entier n > 2, on peut alors écrire :

1 [t ¢ 1 [t 1 g [T 1 g [T

BE(X,) = —/ L - —/ dt = 1/ dt =& 1/ Fa_a1(t)dt,
cn )1 tM(1+1) en )1 1 +0) en J1 cp1t" 1 40) n Jooo

soit :

Cn—1

Vn =2, BE(X,) =
Cn

d) Dans cette question, exclusivement, on suppose que n = 1. La fontion Fj est définie par : Vo € R, Fj(z) =

/ fi(t)dt. On distingue alors deux cas :

xT

* Sixz <1, alors Fi(z) = / 0dt = 0.

1 Odt+/x71 at = /1 W = — (1t !
= —. - n
1 ct(l1+1) cr Jip 1+u “ In(2) Uh/a

* Six > 1, alors Fi(z) = /

—0o0
1 1
=1———=.In(1+ —).
In(2) n( +x)

Ry 1 1 . ) :
L’inégalite P([X; < y]) > 5 = Fi(y) = 3 n’est donc vraie pour aucun réel y < 1 car la fonction de
répartition est nulle sur | — oo, 1], et sur [1, +o0] :

1 1 1.1 1.1 1 In(2) 1
P(lX; < A= 1l———In(l4+-) > = - > In(1+ — > In(1+ -
(X1 <)) 5 = ln(2)n(+y)/2<:)2 ln(2)n(+y)<:) 5 n(+y)
1

— <y.
V217

1
Ce résultat exprime que X; admet pour médiane le réel ﬁ

Comme l'univers-image de la variable aléatoire X; est [1,+oco[, on définit bien une variable aléatoire en
posant Z = In(X}), a valeurs dans [0, +o00].

VeeR: Fz(z) = P(Z <z) = P(In(Xy) < z) = P(X; < €¥) = Fi(e”) par stricte croissance de exp sur R.
On retrouve deux cas :

* Lorsque e < 1 <= 1z <0, alors F}(e*) =0 = Fyz(x).
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1 1 In(1 -
*x Lorsque e > 1 <= x>0, alors Fz(z) = Fi(e*) =1 — mln(l + e_l“) =1- %
La fonction Fy est bien continue et méme de classe C! sur | — oo, 0[ comme fonction nulle, et sur ]0, +o0]
comme composée de fonctions de classe C'.

1

e In(l4e %) = 1—ﬁ.m(1+1) =1-1=0.

La fonction F est donc continue sur R, de classe C! sur R sauf peut-étre en 0 : la v.a.r. Z admet donc une
densité, définie par :
* fz(x) = F,(z) = 0 sur | — 00, 0[, on pose arbitrairement fz(0) = 0.

1 —e 7 1

* Vo e RY, fz(z) = T In(2) 14e® - In(2).(1 4+ e*)’

En0O: lim Fz(z) = lim 0=0,et lim Fz(z)= lim 1—
x—0~ z—0~ z—0t z—0t

un

——<u
(1+u)* ™
Les fonctions concernées sont continues et positives, 0 < 1 donc par positivité et croissance de 'intégrale :

1 n 1/x n 1 n 1 n 1
U U u u 1
0< ———du < —d ——du = ———du < "du = .
/1/x(1+u)2 ! /0 (1+u)? “+/1/x Truw? " /0 d+u2 /o“ RS

1 n
U
Le théoréme d’encadrement permet bien str de conclure que lim / ——5du | =0.
g0 1/x (1 + u)

1
Soit = un réel strictement supérieur a 1 (et donc : 0 < — < 1). Il est clair que : Vu € [0,1], 0 <
T

du, on réalise une intégration par parties en

1 T 1 1 1 n—1
Dans lintégrale F,(z) = —/ ——dt = —/ 4

Cn J1 tn(l +t) Cn J1/x 1+ u
posant :

Les fonctions concernées sont bien de classe C'* sur [0, 1], donc par intégration par parties :

1 [t ot 1 o 181 [t 1 (1/z)" 1ot
F,(z)=— du=— | ———| +— — (14 u)?du = — —i——/ ———du.
n(2) Cn /1/33 1+u Cn [n(l—{—u)]l/z nen Ji/z u"( ) 2ne,  nep(L+1/2)  ney Ji, (1+u)?
O 1
Comme on 'a vu précédemment : lim 2nc¢, =1, donc lim — / ——du=5x0=0.
n—-+oo n—-+00 NCy, 1/z (1 =+ u) 2
(1/z)" 2(1 /)" :
Enfn: ——— ~ ———— 1 0,1 1 1/x)™ =0.
nfin e A 1) nteo (L 1y ¢ e 1/ €0, 1, lim (1/2)
Tous comptes faits, on peut conclure que : lim F,(x) = 1.

n—r—+0o00
Si x est un réel inférieur ou égal & 1, F,(z) =0, donc lim F,(z) = 1.
n—+oo

Ainsi, pour tout réel z, la suite (F,(x)),,cn- converge avec :

0 iz <1
lim  F,(z) = S
n—+00 1 sixz>1

On note F' la "fonction limite" ainsi définie : elle correspond a la fonction de répartition d’une variable

aléatoire constante égale & 1, et la relation :

Ve e R lirf F,(z) = F(z), exprime que la suite de variables aléatoires (X,,)nen+ converge en loi vers une
n—r-+00

variable aléatoire constante égale a 1.
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PROBLEME

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et E désigne I'espace vectoriel des polyndmes &
coefficients réels, de degré inférieur ou égal & 2n.
Pour tout entier naturel non nul &, on note X* le polynéme 2 — z* et on rappelle que la famille (1, X, ..., X??)
et une base de E.

2n
Si ag, ai,...,a9, sont 2n + 1 réels et @ est le polynome défini sr R par : Q(z) = Z apz®,
k=0

2n
on définit le polynome s(Q) par : s(Q)(x) = Zagn_kxk.
k=0

Autrement dit, s(Q) est le polynome obtenu a partir de Q en « inversant l'ordre des coefficients ».
Par exemple, sin est égal a 2 et si Q(z) = 4ax* + 723 + 222 + 1, on obtient s(Q)(x) = x* + 222 + Tz + 4.

Les trois parties du probléme sont largement indépendantes.

PARTIE A
1. Linéarité de s
2n 2n
Soient P : x — Zak.xk et Q: x— Zbk.xk deux polynomes de E, et A € R un scalaire quelconque : le
k=0 k=0
2n
polynéme \.P + Q est la fonction z + > (A.ag + b).2", et donc :
k=0
2n 2n
Vo R, s(AP+Q)(x) =D (Masnop + banr)a® = > Nasp_pz" + bop_p.7p
k=0 k=0

2n 2n
=\ Z on_p-2* + Z bon—i-2* = A\.s(P)(z) + s(Q)(x)
k=0 k=0

Ainsi s(A.P 4+ Q) = A.s(P) + s(Q) (égalité d’appplications), ce qui prouve la linéarité de I’application s.

2. Diagonalisation dans un cas particulier

0 0 1
a) On considére la matrice carrée d’ordre 3: M = [0 1 0
100

Cette matrice est symétrique réelle, le théoréme admis du cours de ECE2 permet donc directement de
conclure qu’elle est diagonalisable.

Un réel A est valeur propre de M si et seulement si le systéeme M X = A.X d’inconnue X € M3 1(R) n’est
pas de Cramer :

-z + z = 0
MX =)\X < (M- \I3)X =0 < (I-=XNy = 0
x Az = 0

x Az = 0 L < L3
= (1-=MNy =0
-z + z = 0
T -z = 0
= (1-=XNy =0

(1 - )\2)2 = 0L3<+ L3+ A1

Le systeme admet une infinité de solutions si et seulement si A prend I'une des deux valeurs —1 ou 1, qui
sont donc les valeurs propres de M : Sp(M) = {—1,1}.

Pour déterminer le sous-espace propre associé & chaque valeur propre, on finit dans les deux cas la
résolution du systéme :
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* Pour A =1, le systéme se réduit a ’équation : x — z = 0 <= x = z, et le sous-espace propre associé

x 1 0
est donc : Fy(M) = y || (z,y) € R? 3 = Vect 0],(1
T 1 0

Les deux vecteurs de la famille génératrice obtenue sont non-nuls et non-colinéaires, on peut donc en
déduire qu’ils forment aussi une famille libre, donc une base du sous-espace propre Ej(M).

* Pour A = —1, le systéme se réduit & :
T + 2z =0 T =-—z x 1
{ - = ,donc : E_1(M) = 0 ||zeR ) = Vect 0 ,

sous-espace engendré par un seul vecteur non-nul : ce dernier forme aussi & lui seul une famille libre, donc
une base du sous-espace.

Dans le cas particulier o n = 1, I'espace vectoriel F considéré est bien Ry[X], de dimension 3 et de base
canonique (1, X, X?).

La matrice de s dans cette base est obtenue en calculant :

5(1) =5(1.1+0.X +0.X?) =01+0.X +1.X? = X?

s(X)=5(014+1.X4+0X3)=014+1.X+0X2=X
(X) = s(

s(X?) = 5(0.1+0.X +1.X%) = 1.1+ 0.X + 1.X* = 1, donc : Mat( y, x2)(s) =

—_ o O

O = O

O O =
I

effectivement.

Le travail fait a la question a) permet alors de retrouver les sous-espaces propres de s, en effet :

* ’endomorphisme s a le méme spectre que sa matrice représentative M, a savoir {—1, 1}.

* les vecteurs propres de M peuvent étre vus comme les représentations matricielles dans la base canonique
de F, de ceux de s.

Ainsi : Ei(s) a pour base (1 + X2 X), et E_1(s) a pour base (1 — X?). La concaténation de ces deux
bases forme alors une base (1 + X2, X,1 — X?) de vecteurs propres de I’espace global E.

3. Etude du cas général

On définit la famille de polynomes (Ao, ..., Ag,) par :

a)

b)

Ap(z) =2 F +2F sio<k<n—1
pour tout réel z, ¢ A,(z) ==z
Ap(z) =2F =2 % sin+1<k<2n

Comme ’endomorphisme s a pour effet d’inverser les coefficients d’un polynéme P de E = Ry, [X], il est
clair que : VP € E, s(s(P)) = P, c’est-a-dire que : sos = Idg .
(On remarque notamment au niveau des coefficients de P, que : Vk € [0,2n], agp—(2n—k) = ax)-
Soit P un polynome non nul, et A un réel vérifiant s(P) = A\.P (en clair, on prend un vecteur propre P
pour la valeur propre \).
Alors : s o s(P) = s(s(P)) = s(\.P) = A\.s(P) = A2.P en utilisant deux fois la linéarité de 'application
P. La question précédente fournit done légalité : 2P = P <= (A2 —1).P =0 <= X —-1=0,
puisqu’on a dit que P était un polyndéme non nul.
Une valeur propre A de s, en donc nécessairement une racine de ’équation A2 — 1 = 0, donc :

Sp(s) € {—1,1}.
Remarque : il s’agit bien d’une inclusion, on n’a pas encore vérifié la réciproque.
Pour tout entier k € [0,n — 1: s(Ay) = s(1.a? %  1.2F) = 102 Cn=k) 41420k = g2n=k 4 gk (seuls
deux coefficients sont non nuls dans ce polynéme, d’indices "symétriques" au vu du principe de calcul de
I'image par $), soit : ‘Vk € [0,n—1], s(Ar) = Ag ‘

s(A4,) = s(1.A,) = 1.Agp—p, donc : | s(A,) = Ay |

Pour tout entier k € [n+1,2n] : s(Ag, i) = s(1.a¥ + (=1).22"F) = 1.22F 4 (=1).42Cn=k)
= —aF 42?7k soit : | Vk € [n+1,2n], s(Ay) = — Ay |

1. on appelle ce type d’endomorphismes, une symétrie vectorielle, & cause de l'interprétation géométrique qu’on pourrait en faire

(=2



d) Montrons que la famille (Ag, A1, ..., Aa,) est libre, pour cela on considére une combinaison linéaire nulle
de ces polynoémes :
Ao-Aog + A1 AL+ .+ Xy Agy, = 0g (polyn@me nul) ol Ag, A1, ..., Aoy, sont des réels.
Cela se réécrit :

n—1 2n
Vo € R, Z A (2278 Ry 2+ Z A (zF — 2?n7k)y =0
k=0 k=n+1
n—1 2n 2n n—1 ‘
< Vx eR, Z)\k.xk + Z Aop—j.2 + Ap.x” + Z gk — Z)\Qn,j.xj =0 avec [j = 2n — k]
k=0 j=n+1 k=n+1 §=0
n—1 2n .
= V2 ER, Y (A= Aonp) 2+ A2+ DY (N + Aony) 2l =0
k=0 j=n+1

Un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, donc :

A =0,et :Vk€[0,n—1], \g+ Aopr =0 <= A = — Aoy, ainsi que :

Vje[n+1,2n], \j—Xap—j =0 <= Aj = A\g,_j, ce qui redonne, via le changement d’indice j = 2n—k :

Vk € [0,n — 1], A\x = Aop_k.

A = Aop—k Yk € [[O,n—l]], A =0
E = —Aop_k Vi€ [n+1,2n], Aj=0

Finalement, tous les réels Ay sont bien nuls, et la famille (Ag, Aq,..., Ag,) est libre.

Ainsi : Vk € [0,n—1], = VEk € [0,n—1], \g = Aoy =0 <= {

e) La famille libre précédente est constituée de 2n + 1 vecteurs, or dim(E) = 2n + 1, c’est donc une base
de cet espace. Les calculs effectués a la question ¢) montrent que (Ag, 41,...,A;,) sont en fait vecteurs
propres de s pour la valeur propre 1, tandis que (A,+1,...,A2,) sont, eux, vecteurs propres de s pour la
valeur propre —1.

On dispose donc d’une base de E constituée de vecteurs propres pour s , qui permet de conclure direc-
tement que :

* ’endomorphisme s est donc diagonalisable.

* ses valeurs propres sont bien —1 et 1.

* le sous-espace propre E1(s) a pour base (Ay,...,Ay,) et dim(F1(s)) = n+ 1, tandis que le sous-espace
propre E_;(s) a pour base (Ap41,...,Az,) et dim(E_1(s)) = n.

PARTIE B

1. Préliminaires
On définit une suite (Rg)gen+ de polynomes par :

Pour tout réel z, Ri(z) =, Ry(v) =22 —2
et pour tout entier k supérieur ou égal a 2, Ry11(z) = Ry (z) — Ri_1(x).
a) Par application de la relation de récurrence :
Vz € R, R3(z) = zRa(z) — Ri(2) = 2% = 22 — 2 = 23 — 3u.
Vz € R, Ry(x) = vR3(x) — Ro(z) = a* — 322 — (2% — 2) = 2% — 422 + 2.
b) On démontre par récurrence double que la propriété P(k) : « Ry est un polynome de degré k vérifiant :

1 1
Vo € R*, Ry (m + —> =k + — » est vraie pour tout entier k € N*.
x x

Pour m =1 : Ry est bien un polynome de degré l,et : Vo € R*, Ry(x + %) =x+ % =zl 4+ 4
Pour n = 2 : Ry est bien un polynome de degré 2, et : Vo € R*, Ro(x+ %) = (w + %)2 —2 =g +2.x.% +
1

Ainsi, P(1) et P(2) sont vraies.

Supposons, pour un certain entier n > 2, P(n — 1) et P(n) vraies. Montrons qu’alors P(n + 1) est

vraie, 80it : R,41 est un polynome de degré n+ 1, et Ry41(z + %) ="t 4 pour tout réel x non

xn+1
nul.

D’abord, Ry+1 = XR,(X) — R,—1(X) est bien un polynéme comme somme et produit de polynomes.
Toujours par hypothése de récurrence, et d’aprés les régles sur les degrés, on sait que :



deg(z.Ry(z)) = deg(x) + deg(Rp(x)) =14+n=n+1.
Comme deg(R,—1) =n — 1, alors : deg(z.Ry(z) — Rp—1(x)) = n+ 1 = deg(Rp+1).

Maintenant, pour tout réel z non nul :

() () e ) o0
(o) (o 2) - (e )

1 1 1 1
n+1 n—1
z + wn—l wn—l wn—l—l - - xn—l
2"+ —, CQFD.

Donc : P(n + 1) est vraie si P(n — 1) et P(n) le sont.
La propriété est initialisée & n = 1 et héréditaire ; elle est donc vraie pour tout entier n € N*, d’aprés
le principe de récurrence double.

c¢) Soit a € R, on résout I’équation d’inconnue z € R* :
1 22 +1—azx
T+ -—=a = =0 = > —ar+1=0 (x #0).
x x
Cette équation du second degré a pour discriminant : A = a? — 4, qui n’est pas forcément positif.

On distingue en fait 3 cas :
*xA=a’>—-4<0 <= a®> <4 < —2<a<2:dans ce cas 'équation n’a pas de solution réelle.

*A=0 < a2

=4 <= a=2oua=—2:dans ce cas ’équation admet une unique solution, xg =
qui vaut 1 sia =2, et —1sia=—-2.
*A>0 < a>>4 < a< —2oua>2:dans ce cas I'équation admet deux solutions distinctes, &

a—+va?—4 a+VaZz -4

savoir : 1 = S — et r9 = 5
2. Etude des racines des polyndmes vecteurs propres de s associés a la valeur propre 1
2n
Dans cette question, () désigne un polynoéme de degré 2n défini pat : Q(z Z ay.z® , tel que asg, soit non
k=0

nul (ce qui assure que deg(Q) = 2n) et tel que, pour tout entier k de l'intervalle [0, n], on ait : ay = agy_.
Remarque : cette propriété implique notamment que s(Q) = @ : on parle de polynéme symétrique a cause
de cette symétrie des coefficients.

On définit alors le polynome @ par : @(3}) =a, + Z an—kRi(x)

a) Il est facile de vérifier si 0 est racine de @ ou pas, puisque Q(0) = ag est toujours le temre constant du
polynéme. Or par symétrie des coefficients de @Q : ag = ao, # 0 par hypothése.
Le polynéme ) n’admet donc pas 0 pour racine.

1
b) Soit x un réel non nul, on pose : y = x + —. Au vu des définitions précédentes :
x

n n

~ 1

Qly) =0 < a, + E an-kRi(y) =0 < a, + E Ap—k- <xk + ﬁ) = 0 d’apres 1.b)
k=1 k=1

n n
U™ + 3 ap_ g™+ S a, g2k

—1 =1
k k —0
xn
n n
U™ + 3 Ay 4+ S g™k
— - car Uy = Aop—_(n—k) = @
k=1 k=1 —0 nk}_Qn(nk).nJrk
" par symétrie des coefficients

=0 Jj=n+1 i=n—k

—

ap.z" —}—Zazx—{— Za]xj ,
—Oavec{
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2n
S ap.ak
k=0
= T =0 = ===
" "

Vu que 0 n’est pas racine de @, le résultat précédent exprime donc que : z € R* est racine de @ si et
1 ~

seulement si y = x + — est racine de @, dont on remarque qu’il est de degré n seulement (donc : deux
x

fois moindre que deg(Q) ) au vu de sa définition et des propriétés des polynomes Ry.
Il suffit donc de trouver les racines y de @), qui en a au plus n, puis de calculer pour chacune d’elles, les

solutions de I’équation = + — = y tel que cela a été fait a la question 1.c) de cette partie.
x

c¢) On suppose ici que n est égal & 3 et que @ est défini par : Q(x) = 28+ 2% — 92t + 223 — 922 4 + 1.
Le polynéme @ est donc défini par :
N 3
Q(z) = az + Zag,kRk(x) =2—-9.Ri(z) + L.Ry(x) + 1.R3(z) =2 — 9z +a® — 24 2° — 3z
k=1
=% 4+ 2? — 120 = 2(2? + 2z — 12).

Ainsi yg = 0 est racine évidente de @, les autres sont les racines du trinéme 2% +z — 12 :
=1-7 —14+7
A=1+48=49 >0, il y a donc deux racines : y; = 7 = —4, et yo = 2+ = 3.

On se référe alors a la question 1.c) pour résoudre directement les trois équations :

1
*x+—=1yp:yo=0€]—2,2[, donc dans ce cas I’équation n’a pas de solution réelle.
x

1
*x+— =y :y1 = —4 < —2, donc I'équation admet deux solutions réelles :
x
—4 —+/16 -4
T :f:_Q‘\@’ et 29 = —2 + /3.

1
* T+ — =1ys :ys =3 > 2 donc I’équation admet deux solutions réelles :
x

, 3-V9-4 3-5 ., 3+45
T = 5 = 5 , ety = 5

Finalement, le polynome @ admet quatre racines réelles 1, zq, 2] et ).
La factorisation de @ (qui n’était pas demandée) est en fait :

Qz)=(z+24+V3)(z+2—V3)(z — 5 +2\/g)(x 3 _2\/5)(1'2 +1)

PARTIE C

Dans cette partie, p désigne un entier supérieur ou égal & 2.
On désigne par 2 I'ensemble des éléments de E dont les coefficients sont des entiers de l'intervalle [1, p], par A
I’ensemble des parties de € et par P la probabilité uniforme sur A, c¢’est-a-dire que, pour tout polynome @ de

Q, on a: P({Q}) = m.

Si @ est un élément de 2 et ¢ un entier naturel non nul, on dit que @ et s(Q) présentent i coincidences lorsqu’il
existe exactement i entier k qui vérifient ap = ag,_.

On définit alors la variable aléatoire Z qui, & tout polynéme @ de 2, associe le nombre de coincidences entre Q)
et s(Q).

Par exemple pour n =2, si Q(x) = 2* + 723 + 222 + 52+ 1, on a Z(Q) = 3.

Il faut bien remarquer ici que 'égalité ag = a4 est comptée deux fois puisqu’elle s’écrit aussi ag = aq_4, €t
as = a4—_9 compte toujours pour une coincidence.

1. Description d’un cas simple

Dans cette question, on suppose que n est égal & 1 et que p est égal & 2.

Q) est donc ’ensemble de tous les polynomes de degré inférieur ou égal & 2, dont les coefficients sont tous
entiers et pris parmi les deux valeurs {1,2} : il y a trois coefficients a choisir pour construire chaque poly-
nome, donc 22 = 8 polynoémes possibles :
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Q={P(x)=2>+2+1,P(z) =22 +2+2,P3(x) =22 + 22 + 1, Py(z) = 2? + 22 + 2,
Ps(z) =202+ o+ 1, Ps(x) = 222 + z + 2, Pr(x) = 222 + 22 + 1, Py(z) = 222 + 22 + 2}.
On a alors Z(Q) = {1,3}, avec : [Z = 1] = {P, P4, P5, P;} et [Z = 3] = {P1, P, Ps, Ps}, la probabilité
uniforme assurant alors que :
4 1
PZ=1)==-=<
4 5 2 10
On aalors : E(Z) =1.P(Z =1)+3.P(Z =3) = 3= 2 E(Z*)=12.P(Z=1)+32.P(Z=3) = 5 =5 et

V(Z) = E(Z?) — E(Z)?> =5 — 4 =1 d’aprés la formule de Koenig-Huygens.

= P(Z =3)

. Etude générale de la variable aléatoire Z
On revient au cas général : n est strictement positif et p est supérieur ou égal a 2.

a) En généralisant le raisonnement mené plus haut : Q est ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou
égal a 2n dont les coefficients sont tous entiers et compris dans [1,p]. Aucun coefficients ne pouvant par
conséquent étre nul, les polynémes de €2 sont en fait tous de degré exactement 2n, il y a 2n+ 1 coefficients

a choisir, avec p valeurs possibles pour chacun : | Card(Q2) = p>**1 |

2n
b) Comme on I’a remarqué en préambule de cette partie : le fait que pour un polynome Q(x) = Z a.z”
k=0

donné, a, = ag,_, implique que ce coefficient "central" compte toujours pour une coincidence dans le
calcul de la valeur de la v.a.r. Z. S’il n’y a pas d’autre coincidence, Z prend bien sa valeur minimale 1.

On peut méme, selon ce qu’on vient d’expliquer, dénombrer simplement les cas favorables & I’événement
[Z=1]:

* On choisit les n 4+ 1 premiers coefficients ag, ay,...,an—1 et a, de @ : il y a p possibilités pour chacun.
* On choisit ensuite les coefficients a1, ..., a9, parmi [1,p], en excluant pour chacun la valeur choisie
pour le coefficient "symétrique" précédemment choisi (c’est-a-dire que pour tout entier k de [n + 1, 2n],
ar # aop—k ot 2n — k € [0,n — 1]) : il ne reste donc que (p — 1) possibilités pour chacun de ces n
coefficients.

Ainsi : Card([Z = 1]) = p"*L.(p — 1)", et d’aprés la probabilité uniforme :
n+1 —1)" —_ 1) -1 n
Pz=1)=" p-1D" (-1 _(p ) _

p2n+1 B pn P

¢) Le nombre maximal de coincidences est obtenu si et seulement si le polynome @ est symétrique, c’est-a-
dire : Yk € [0,2n], ax = agp—k. Il y a alors bien 2n + 1 coincidences ( on rappelle qu’a part a, = azp—n,
toutes les autres sont comptées deux fois ), qui est la valeur maximale de Z.
Pour contruire les cas favorables a I’événement [Z = 2n + 1], on peut :
* Choisir les n + 1 premiers coefficients de ) parmi [1,p].
* Dans ce cas, la relation ap = a9, qui doit étre vraie pour tout entier k£ compris notamment entre
n+1 et 2n, ne laisse plus qu’une valeur possible pour chacun des coefficients a,+1 = ap—1, ..., a2, = agp.

Ainsi : Card([Z = 2n + 1]) = p"™! et la probabilité uniforme donne bien :

pn+1 1
P([Z =2n+1)) :W :E
d) On ’a déja dit : toute coincidence entre deux coefficients de @ est comptée deux foix, sauf a,, = ag,—p
qui est systématiquement comptée une fois.
La variable aléatoire Z ne prend donc effectivement que les valeurs impaires de la forme 25 + 1 avec
0 < j < m, et pour obtenir les cas favorables a I’événement [Z = 2j + 1], on choisit :
* les j coefficients ay avec k € [0,n — 1] pour lesquels on aura ay = ag,_ : il y a j indices & choisir parmi

n sans idée d’ordre et sans répétitions, ce qui donne < .| possibilités.
J

* Pour chacun de ces j coefficients, il faut choisir la valeur parmi [1, p].

* Pour les n — j coefficients aj restants d’indices compris entre 0 et n — 1, il n’y a pas coincidence avec
aon—k, il y a donc p choix pour ag, et p — 1 choix seulement pour ao,_.

* On n’oublie pas de choisir le coefficient a,, il y a p possibilités.
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Finalement : Card([Z =25 + 1]) = <n>p7pnj(p )" p= <7>p"+1.(p — 1) et :
J J

n n+1 1 n—j n o n—q
Vjie[o,n], P([Z=2j+1]) = (])p p2(f+1 ) - (g)%

Z—1
On pose Y = — Puisque Z ne prend que des valeurs du type 25 + 1 avec 0 < j < n, Y prend les

2j+1-1

valeurs = j, c’est-a-dire que : Y/(Q2) = [0, n].

Pour tout entier j € [0,n] :

dont on réalise qu’on peut I’écrire sous la forme :

P(Y =j)) = P(1Z =2j +1]) = (;‘) 09—]9#

) n\(p—1)"—j <n> <1>j <p—1>"_j e .
P(lY = =|.)]——=1. - | — , ce qui fait apparaitre que :
([ j]) <]> j+n—j j

1
Y suit la loi binomiale de paramétres (n, —).

p—1_np-1

1 1
Le cours donne alors : E(Y) =n x — = E, et V(Y)=nx - x 2

p P p. p  p

se réécrivant : Z = 2Y 41, la linéarité de 'espérance et les propriétés de la

La relation Y =

variance donnent alors :

E(Z)=2B(Y)+1= 2?” L1, et V(2) = 2vy) = e —1)
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