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Proposition de corrigé par David Meneu
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EXERCICE

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et f un endomorphisme de R™.

e On note Idg» I'endomorphisme identité de R" et 0, g») 'endomorphisme nul de R".
e Onpose: fO=IdgmetVjeN, fiTl=fo fi.
e On suppose que f" est 'endomorphisme nul de R” : " = Oz ®n).

0
0
1
0

1. Soit M la matrice définie par : M =

o O OO
o O O O
o O = O

a) La matrice M est triangulaire supérieure : ses valeurs propres sont donc ses éléments diagonaux,
donc :  Sp(f) = {0}.

Il est également clair que rg(M) = rg(f), donc d’aprés le théoréme du rang :
dim Ker(f) = dim(R?*) — rg(f) =4 — 2 = 2 = dim Ey(f) # 4, donc f n’est pas diagonalisable.
0000
, lo.0 01
b) On a déja vu que rg(M) = 2; de plus, M* = 00 0 0 est de rang 1.
0000

c¢) On cherche ici tous les polynomes de degré 3, donc de la forme : P(X) = aX® + bX? +cX +d
avec a # 0, vérifiant P(M) = 0.
Faisons le bilan des contraintes qui s’exercent sur les coefficients de P :

e On sait tout d’abord que Sp(M) = {0} doit étre inclus dans I’ensemble des racines de P, donc
0 est racine de P, soit : P(0) =0 <= d =0.

o P(M)=04 < a.M?®+bM?>+cM=0 <= b.M?+c.M = 0, puisque M?> = 0,.
Or cette derniére égalité apparait comme une combinaison linéaire nulle de M? et M :
ces deux matrices étant évidemment non-colinéaires, elles forment donc une famille libre, et
bM?+cM=04=b=rc=0.

Bref : les seuls polynomes annulateurs possibles de degré 3 de M sont de la forme : P(X) = aX?3,
et réciproquement, pour tout réel a # 0, on a bien :  a.M?3 = 04, donc P(X) = a.X? est bien un
polynome annulateur de M pour tout a € R*.

2. Pour tout j € [0,n], on note F; = Im(f7), et r; = dim(Fj).
a) Comme f° = Idgn, Fy = R"™ et ry = dim(R") = n.
Comme f" = O gn) est 'application nulle, £, = Im(f") = {Ogn} et 7, = dim(F},) = 0.
b) A partir de cette question Uezercice part dans des considérations totalement hors-programme,

donc inintéressantes stratégiquement pour le/la candidat(e) avisé(e) qui se sera reporté sur le
probléeme...



PROBLEME

Partie I. Valeurs possibles du coefficient de corrélation linéaire dans divers
schémas de Bernoulli

Dans cette partie, on considére des variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sutvant chacune la méme loi de
Bernoulli de parameétre p, avec 0 < p < 1, c’est-a-dire :

Vke[l,n], P(Xx=1)=p et P(Xy=1)=1—p.

On suppose que pour tout couple (k,l) € [1,n]* avec k # ¢, le coefficient de corrélation linéaire des
variables aléatoires X et X, est le méme : on note r ce coefficient. On a donc :

V(k,0) € [1,n]? Cov(Xp, Xp) _ | 1 sik=t

VV(Xe)V(Xy) rosik AL

1. a) Dans chacun des deux cas suivants :

(i) Lorsque les variables aléatoires X7, X5, ..., X,, sont mutuellement indépendantes, on sait
que :
V(k,0) € [1,n]? avec k # £, Cov(Xy, X;) =0 donc r = 0, et par ailleurs :

v(i)@ L i VI(X:) = np(1 — p)

n
On retrouve la variance de la loi binomiale B(n, p), ce qui est bien naturel puisque Z Xk

k=1
est la somme de n v.a.r. de Bernoulli indépendantes et identiquement distribuées de loi de

Bernoulli de paramétre p.

(ii) Si les variables aléatoires X1, Xs, ..., X, sont toutes égales, alors on peut écrire :
V(k,l) € [1,n]? avec k # £, Cov(Xy,Xy) = Cov(X1, X;) = V(X;), donc r = 1.

Par ailleurs, ZXk = n.Xy, donc V(ZXk> =V (nX;) =n*V(X;) = n’p(1 — p).
k=1 k=1

n
La loi de Z X = nX; est par ailleurs donnée par :
k=1

nX;(Q) ={0,n}, P(nX;=0)=P([X1=0))=1-p et P(nX;=n])=P(X;=1])=p

k
b) Pour tout entier k£ € [1,n], la variance de la variable aléatoire ZXi est donnée par la formule
i=1
générale :
k k
i=1 i=1 (6. E[LHT?

i#j
Chacune des variances de la premiére somme vaut p(1 — p), et pour tout couple (,75) de [1,k]?
tel que ¢ # j, Cov(X;, X;) =7 x /V(X;)V(X;) =rp(1l —p);
il y a k? couples (7, 7) dans [1, k]?, et k* — k couples tels que i # j, donc :

V<;X> =kp(1 —p) + (K* — k).rp(1 —p) = kp(1 — p)(1 + (k — 1)r)



c)

On sait que 1 < k£ < n et qu’une variance est toujours positive; dans I’expression précédente,
kp(1 — p) est un facteur strictement positif, donc pour £ = n on obtient I'inégalité :

1
n—1

V(ZXO}O — 1l+(n—-1)r20 <= nh-—1r>-1 << r>-—
i—1

2. On suppose dans cette question que n = 2.

a)

Comme X; et X5 suivent des lois de Bernoulli, on sait que leur covariance est donnée par la
formule de Koenig-Huygens et le théoréme de transfert pour les couples de variables aléatoires :

Cov(Xy, X,) = E(X1X,) — BE(X1)E(X,) = > 2y P([ Xy = 2] N [Xy =9]) — p°

() €X1(2)x X2(2)
=P((Xi=1n[X;=1]) - p°

puisque les produits zy pour (z,y) € X1(2) x X5(Q) = {0, 1}? sont tous nuls, sauf pour x = y = 1.
Ainsi :

r=—-1 <= Cov(Xy,Xs) = —/V(X)V(Xs) <= P([X;=1Nn[Xy=1]) =p*> = —p(1 —p)

= P(Xi=1Nn[Xo=1])=—p+p’+p’=p2p—1)
Il faut ici penser & un principe de symétrie : puisque X; et X5 suivent des lois de Bernoulli B(p),
alors les variables Y7 = 1 — X et Y5 = 1 — X, suivent aussi des lois de Bernoulli, de paramétre
q = 1 — p cette fois.
Les propriétés de la covariance et de la variance donnent :
COV(Y&, Yg) = COV(l — Xl, 1— XQ) = (—1)2COV<X1,X2) = COV(Xl, X2)
puisque Cov(aX + b, cX + d) = ac.Cov(X,Y), et :
V(Y1) =V(1-X)) = (-1)°’V(X7) = V(X)) = V(Xp) = V(Y3)
Bref, le coefficient de corrélation linéaire de X7 et X5 est le méme que celui de Y; et Y5.

On peut donc appliquer au couple (Y7, Ys) le méme raisonnement que celui mené a la question
précédente avec le couple (X7, X5) en échangeant simplement les roles de p et ¢ = 1 — p, de sorte
que :

r=—1 ¢ P(Vi=1A[Y; = 1) =2~ 1) < P(X;=0]n[X;=0]) = (1 -p)(1 - 2)

puisque bien sir, on a I’égalité d’événements [Y; = 1] = [X; = 0] pour i = 1 et i = 2.
Une probabilité étant toujours positive, et puisque 0 < p < 1, les deux conditions précédentes,
équivalentes a » = —1 donnent les implications :

r=—1=p2p-1)20=2p—-120=p>

etr=—1=(1-p)(1-2p)>20=1-2p>0=p<

N = N~

1
Ainsi, r = —1 implique p = o mais dans ce cas les deux probabilités P([X; = 1] N [Xs = 1]) et
P([X7 = 0] N [X5 = 0]) sont nulles au vu de leurs expressions en fonction de p!

On en déduit que la somme des probabilités des deux seules autres valeurs du couple (X7, X5) est
égale a 1 :

1
ce qui donne bien 'implication demandée, puisque :

[Xl S X2 = 1] = ([Xl = 1] N [XQ = O]) N ([Xl = O] N [XQ = ]_]) (UHiOIl disjointe).



n
3. On suppose dans cette question que n est supérieur ou égal a 3 et que P<[Z X, = 1]) =1.
k=1

n
a) Cette derniére condition signifie que la variable aléatoire Z X}, est presque-siirement égale a 1 :

k=1
elle est donc de variance nulle! Et on peut écrire :

1

np(l—p)(1+(n—1)r)=0 < 1+ (n—1)r=0 < r=--—

X, X P(X, =1 X, =1]) —p?
et par ailleurs : r = Cov(Xi, Xz) — (X3 ] N[Xo ), p,

V(X1)V(X,) p(1—p)

Mais :  P([X; = 1] N [Xy = 1]) est négligeable, car cet événement implique [ZXk > 1} !
k=1
D’ou la relation :

0—p? p
r=———<=r=——— <= (l-pr=—p <= r=pr—p <= r=p(r—-1)
p(1 =p) 1—p
1
r -1 1 n—1 1
—= p= = = X = —
P=i 1 n—1 n n
n—1

b) D’apreés ce qui précéde : pour tout n-uplet (21, 2o, ..., 2,) de {0,1}" tel que 1 +x2+...+ 2, > 1,
n n

I’événement ﬂ[Xk = 1] est inclus dans [ZXk > 1}, donc est négligeable.
k=1 k=1

Les seuls n-uplets (z1,x2,...,z,) de {0,1}" pour lesquels la probabilité P( ﬂ[Xk = xk]) est

k=1
potentiellement non nuls, sont tous ceux dont la somme est égale a 1, ce qui n’est possible que si

un et un seul des z; est égal a 1, les autres étant égaux a 0.

Le nombre de ces n-uplets est égal a n: (1,0,...,0), (0,1,...,0),...,(0,...,0,1), tout comme
les vecteurs de la base canonique de R™ en fait!

Il convient enfin de remarquer que puisque les variables aléatoires X suivent toutes la méme loi,
on peut considérer que les événements ﬂ (X =0]N[X; =1] (1 <i<n)onttous la méme
1<k<n
ki
n
probabilité ; leur union disjointe est égale a I’événement [Z X = 1] qui est de probabilité 1, ce

k=1
qui permet d’en déduire :

Vi € [1,n], P( N [szo]m[Xi:u):

1<k<n

ki

Ces n-uplets étant les seuls pour lesquels la probabilité P( ﬂ [ Xy = xk]> est non nulle.
k=1



Partie II. Lois béta-binomiales

4. Soit (z,y) € R%

a) La fonction t + t*71(1 — t)v=! = @E=DIO+W=D (1) o5t définie, positive et continue sur ]0, 1],

2
'intégrale / t*~1(1 — t)¥"'dt est impropre en 0 seulement.
0

Comme lim (1 —¢)¥=! = 1, alors t*7}(1 — ¢)¥"! ~ ¢*7! et on sait que U'intégrale de Riemann
t—0t ) t—0t

1
2 2 ]
/ " ldt = / ——dt est convergente si et seulement si 1 —z <1 < x> 0.
0 0

tlfa:

D’aprés le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues positives :
1 1

3 3
/ t*"1(1—¢)¥"1dt est de méme nature que / t*~1dt, donc convergente si et seulement si x > 0.
0 0

1
b) Pour tout réel e tel que 0 < & < 3" le changement de variable affine v = 1 — ¢ donne bien, avec
du = —dt :

1

/ttl—a 1 pdr = /ue(l —u)" (1= (1 —w)' " (—du) = /2 W (1= u)™du

1 —1
2 u=3 €

1
c¢) L’intégrale / tx_l(l — t)y_ldt est doublement impropre, en 0 et en 1, elle est donc convergente
0

1
2
si et seulement si les deux intégrales / 71 — )Yt et / t"~1(1 —t)¥~'dt le sont.
1

0 2

1 1
2
On a vu que / 11 —t)¥"dt converge si et seulement si z > 0; / 11 — )Y~ dt converge
0 1
t=1—¢ % ’
si et seulement si / "1 =)t = / t*71(1 — ¢)V"'dt admet une limite finie quand ¢
t:% €
tend vers 07, ce qui est le cas si et seulement si y > 0, d’aprés a).

1
On a bien démontré que / "Y1 — t)¥"'dt est convergente si et seulement si > 0 et y > 0.
0

1
Dans toute la suite du probleme, on pose : ¥(z,y) € (R%)?, B(z,y) = / N1 —t)vde.
0

5. Soient x et y des réels strictement positifs.

a) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1, on réalise une intégration par parties dans

b
I'intégrale / t*(1 —t)V"'dt en posant :

u(t) = t° — W) = zt=!
V() = Q-8 — o) = —é(l—t)y

Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0, 1], donc :

b 1 box [P 1 1 z [P
/ t7(1=t)Ytdt = [——t“’(l—t)y} +—/ t"H1—t)vdt = ——bx(l—b)y+—a$(1—a)y+—/ " H(1—t)vdt
a Yy a Y Jq Yy Yy Y Ja

b 1
ou : lim+ " (1 —t)vdt = / t""H(1—t)¥dt = B(x,y+1), cette intégrale étant bien convergente
a—07" Jq 0
b—1~

puisque x >0ety >0=y+ 1> 0.



1
Puisque z > 0et y >0, lim a* =0et lim (1 —a)? =1 donc lim —a*(1 —a)? =0;

a—0t a—0t a—0t Y

1
Puisque z > 0, y > 0et lim 1—-b =07, lim (1-6)Y =0et lim 4" = 1 donc lim ——b*(1—b)Y = 0;
b—1- b—1- b—1-— b—1— Y

en faisant tendre a vers 07 et b vers 17, on obtient bien la relation :

Bz +1,y) = gB(ﬂf,y +1)

b) Avec de la pratique, on apprend & chercher d’autres relations entre les objets manipulés; en
écrivant :

B@y+1):Zfﬂ*a—¢wwziéuwﬂl—oW%1—o&

1
:/iWHG—ﬂ%4—ﬂQ—ﬂWWﬂ:Buwy—B@+Lw
0
Et la relation précédente donne donc :

Bla,yt1) = Blr,y) = Blr.yt1) <= (L) Bl y#1) = Blay) <= Bl.y+1) = = Blr.y)

6. Pour tout réel z, soit ((z)[m])meN la suite définie par :
()0 =1 et VmeN, (M= (+m)x ()M

ainsi pour tout m € N, (1)"*1 = (m + 1) x (1)), relation de récurrence qui donne par récurrence
immédiate :  Vm € N, (1)l =ml.

Pour tout (z,y) € (R*)? et tout couple d’entier (k, ¢) d’entiers tels que 0 < k < £ :

k-1
Bu+hy+z—m:§{7jzxBu+k—Ly+e—w—1»
r+k—1 r+k—2

_ k=240 — (k-2
stk Sy oy (Pleth-2y4l-(k-2)

= ... (k itérations du processus)

(x4+k—1(z+k—-2)...(x+ 1z

= B
RN | Sy iy Rl
Ensuite :
Bly+0) =22y -
Y Cr4y+l-—1 Y
W+e-1y+r-2)
— 2
Gty - Deiyri—g  Peyti=2
(¢ itérations du processus)
Wrl=Diy+=2). w+ly g

C(rty+ Dty +l—2)... (z+y)

En simplifiant les produits (y+¢—1)(y+(—2) ... (y+1)y et (y+{—k)(y+{—(k—1))...(y+{-1),
on obtient :

rx+1) ... (e+k=2)z+k—-1) xyly+1)...(y+¢—k—1)
(z+y)(ect+y+1)...(e+y+L—2)(z+y+L{—1)

:@WX@W%xB
(x4 y)¥

Blz+ky+l—k) =

x B(z,y)

(z,9)



7. Soient a et b des réels strictement positifs.

n (@H x ()
k:) (a+ D)~

Pour tout k € [0,n], on pose :  p = <

a) D’aprés la relation précédente :

;pk =D (Z) B(a +g,(2’+b)n —k) _ B(i’ i i (Z) /01 otk (1 — gkl

n
k=0 k=0

1 / bt 1L\ (n) k —k -
= (1 —1t)" X E t* (1 —t)" " dt on reconnait le binome de Newton
B(a,b) J, 2 \k

1 /1 -1 b1 - — (1 i —k
= 7 (1 —t)"dt puisque 1=t " dt=(t+1-t)"=1
B(a,b) J, kz% k

On dit qu’une variable aléatoire S suit la loi béta-binomiale B(n;a,b) si S(Q) = [0,n] et si :

o () ()oK
vk € [0,n], P([Szk])z(k)()(aig;%n] .

b) Lorsque a =b =1 : pour tout entier k € [0,n],

n\ (DM x (1)l=H n! 5 El(n — k)! B n! 1
(2)i] Ck(n—k)! T 2x3x...x(2+n—1) 2x3x...x(n+1) n+1

Ps =)=}

ce qui permet de conclure que la loi B(n;1,1) est la loi uniforme sur [0, n].

¢) Une variable S suivant la loi B(n;a,b) est finie, donc admet une espérance qui vaut :

ST hpis — k) = S (M) @B x )
E(S) =) kP(S=k) = ;k<k) (aF b

k=1
& <n—1) B(a+ksb+n —k)
= Z n X formule sans nom
~ \k—-1 B(a,b)
nooe=/n-1
= . |Bla+j+1,0+n—-j—-1 j=k—1
B(a,b) ;0 ( j ) ( ) | |
n L& n—1
A - ta+j(1 _ t)b-i—n—j—th
B(a,b)/o o ( J )
1 n—1
n n—1\ . .
— (1 —1)"t x ( , )tﬂ(l — )"t
B(CL, b) /0 j=0 J
=(t+1:5n—1=1
nng(ab—i—l) nX 2 x 4 B(a,b)
— nBla+1,0) - b~ - b _a+b = d’apreés 5.a) et 5.b)
B(a,b) B(a,b) B(a,b) ' '
na
ES) = a-+b



Partie III. Un modéle possible dans le cas ot n = 2

Soient a et b des réels strictement positifs et X; et Xy deux variables aléatoires a valeurs dans {0, 1}
telles que :

Bla+x;+ 29,04+ 2 — 21 — x9)
B(a,b)

V(x1,29) € {0,1}2,  P([ X1 =21 N[Xy = 13]) =

8. a) La définition générale précédente se décline de la fagon suivante :

B(a+1,b+1) B(a+2,b)

P(IX;=1]Nn[Xy,=0]) = t P((Xi=1nNn|X,=1]) =

([ 1 ] [ 2 ]) B(a,b) ([ 1 ] [ 2 ]) B(a,b)
o, d’apres les relations de la Partie II :

a a b+T a b
B 1,b+1)=——B(a,b+2) = B(a,b+1) = B(a,b
(a+1,6+1) b+1 (a,6+2) an+b+1 (a,6+1) a+b+1xa+b (a,0),
ab
d o P(IXi=1n[X,=0]) = .
one (K = 1nlX. =0 (a+b)(a+b+1)
a+1 a-+1 axp

De méme : B(a+2,b):TB(a+1,b+1): B(a,b),

5 a+b)atbr)
ala + 1)
(@t D) atbtl)

Donc: P([X;=1Nn[Xy=1]) = . On en déduit :

a

(a+b)WXW:a+b

P([X1 =1]) = P([X1 = 1N[X2 = 0))+P([X;: = 1]N[Xy = 1]) =

a

La variable X, suit donc la loi de Bernoulli de paramétre - Les roles de X; et X5, x1 et a9
a

étant symétriques dans la définition générale au début de cette partie, c’est aussi la loi de X5.

b) La variable aléatoire X; + X5 a pour univers-image {0, 1,2} et :

e P([X;4+ Xo=0]) =P([X;=0]N[Xy =0]) = B(gis ;2) = o 25?;:_1{)) Y puisque :
B(a,b+2)= %B(a,b +1) = at Z;Z()a—:—l?) n 1)B(a, b)

ala+1)
(a+b)(a+b+1)

e P((X;1+Xo=2)=P([Xi=1Nn[Xy=1]) = comme on 'a déja vu.

2ab

(a+b)(a+b+1)
toujours d’apreés a), les deux probabilités dont on fait la somme étant égales.

e P(X1+Xo=1)=P([Xi=1Nn[Xo=0)+P([X1 =0Nn[Xy=1]) =

On vérifie que les valeurs obtenues correspondent a celles de la loi béta-binomiale B(2;a,b) :

. <2> (@ x (0 1xbb+1)

= P(X;+ X, =0).

0/ (a+0)2 — (a+b)(a+b+1)
‘ G) (a()z]fbgg[l] = (a+b)(2aaib+ y — P+ X =1)
‘ @) <a()§]+xb§f)2)}[0] G TZ)?all;ji py ~ P+ X =2).
¢) Pra=y((Xe=1]) = P([lez([i](;:[)ﬁ =1 (a +Z§((la++1lz+ 1)~ a:b - aﬂi 1



9. La fonction suivante effectue une simulation des deux variables aléatoires X; et X, qu’elle place dans
un vecteur ligne & deux composantes :

function x = randbetabin(a,b)

x = zeros(1,2);
u = (at+b)*rand();
v = (at+b+1)*rand();
if (u<a) then x(1,1)=1; if (v<a+!) then x(1,2)=1; end;
else if (v<a) then x(1,2)=1; end;
end;
endfunction

a) L’appel a la fonction rand () simule la loi uniforme sur [0, 1]; d’aprés le cours sur la loi uniforme,
(a+b)*rand () simule donc la loi uniforme sur [0, a + b], de fonction de répartition

0 six <0
x
Fy: x— si0<z<a+b
a-+b
1 sizx>a-+b
Si U est une variable aléatoire suivant cette loi: 0 < a < a-+ b, donc :

P([U < a]) = Fy(a) = aLij = P([X; = 1)), ce qui explique la partie du test :

if (u<a) then x(1,1)=1.

. a+1
b) Puisque Px,—1j([X2 = 1]) = T

V — U([0,a + b+ 1]), la condition du deuxiéme test est bien : if (v<a+1) then x(1,2)=1.

correspond aussi a la probabilité P([V < a + 1]) lorsque

Le else de la ligne 6 signifie que (u<a) n’est pas réalisé, c’est donc le contraire qui I’est, et x(1,1)
reste égal & 0 comme défini initialement a la ligne 2.

On utilise dans ce cas la relation :
P((X1=0n[Xy=1]) ab Xa+b_ a B
P(X;=0) “(a+b)(a+b+1)T b a+b+1

P[Xlzo}([Xg = 1]) = P(V < CL)

pour définir la condition du dernier test (voir ci-dessus).

10. a) La covariance des deux variables de Bernoulli est, comme on I’a rappelé au début de la Partie I :

Cov(Xi, Xz) = E(X1X2) — E(X1)E(Xp) = P([Xy =1]N[Xo = 1]) — P([X1 =1]) x P([X; =1])

B ala+1) @ a ><< at+l a)

C(a+b)(a+b+1) (a+b)?  a+b a+b+1 a+b

_a ><(12—|rab+a—|rb—az—ab—a_ ab

a+b (a+b)(a+b+1) C(a+b2(a+b+1)
V(X)) = ¢ % (1— ¢ )— ab donc le coefficient de corrélation linéaire de X et X.

Yo at b a+b)  (a+b)? ! 2

est

. . Cov(Xy,Xp) ab X(a—i—b)2_ 1

T VXV (X, (a+b)2(a+b+1) ab  a+b+1

b) Soit (p,r) un couple de réels vérifiant 0 <p < let 0 <r < 1.
La fonction randbetabin(a,b) simule, d’apreés les calculs précédents, deux variables de Bernoulli

et de coefficient de corrélation linéaire

de parameétre ¢
rametr _
p a a+b+1



On cherche donc a exprimer a et b en fonction de p et r tels que :

1 1 1 1—r
r=——+<=a+b+1l=- <<= a+b=-—-1= ,
a+b+1 r r r

11— 1-— 1—-p)(1-—
etp:i<:>a:<a+b)p:p( T),d’oﬁ: h— r ( p)( ’I“).
a + b T r r
Pour p et r donnés, on simule donc deux variables aléatoires X; et X, de loi de Bernoulli de

paramétre p et de coefficient de corrélation linéaire r via 'appel :

randbetabin (p* (1-r)/r, (1-p)*(1-r)/r).
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