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EXERCICE

Pour tout n ∈ N
∗
, on noteMn(R) l'ensemble des matries arrées à n lignes et n olonnes à oe�ients réels,

et Bn(R) l'ensemble des matries deMn(R) dont tous les oe�ients sont égaux à 0 ou à 1.

1. Exemple 1. Soit A la matrie de B2(R) dé�nie par : A =

(

0 1
1 0

)

.

a) Le alul matriiel donne : A2 =

(

02 + 12 0× 1 + 1× 0
0× 1 + 1× 0 12 + 02

)

=

(

1 0
0 1

)

= I2.

b) Le résultat préédent s'érit aussi : A2 − I2 = 02, don que P (X) = X2 − 1 est un polyn�me annulateur

de A. Les raines (évidentes) de P sont −1 et 1, qui sont don les seules valeurs propres possibles de A.

Il reste à véri�er que : A − (−1).I2 = A + I2 =

(

1 1
1 1

)

est non-inversible puisque ses deux lignes sont

égales, don −1 est bien valeur propre de A.

De même : A− 1.I2 =

(

−1 1
1 −1

)

est non-inversible ar ses deux lignes sont opposées, don proportion-

nelles : 1 est aussi valeur propre de A. Il n'y a pas d'autres valeurs propres possibles, don Sp(A) = {−1, 1}.
) La matrie A est symétrique réelle, don diagonalisable d'après le théorème du ours. On dispose aussi

de l'argument selon lequel 'est une matrie arrée d'ordre 2 qui possède 2 valeurs propres distintes, et

véri�e don le ritère su�sant pour être diagonalisable.

2. Exemple 2. Soit B la matrie de B3(R) dé�nie par : B =





0 1 0
1 0 0
0 0 1





.

On onsidère les instrutions Silab :

B = [0,1,0;1,0,0;0,0,1℄

P = [1,1,0;1,-1,0;0,0,1℄

inv(P)*B*P

a) D'après l'énoné, Silab donne : P−1BP =





1 0 0
0 −1 0
0 0 1





, B est don diagonalisable puisqu'elle est sem-

blable à une matrie diagonale, appelons-la D ; les valeurs propres de B sont alors les éléments diagonaux

de D, 'est-à-dire :

Sp(B) = {−1, 1}

b) La matrie P utilisée par l'énoné, manifestement inversible, permet d'en déduire immédiatement les sous-

espaes propres de B : les olonnes 1 et 3 de P , à savoir X1 =





1
1
0





et X3 =





0
0
1





sont veteurs propres

de B pour la valeur propre 1, et forment une famille libre ar ils sont non-olinéaires. Par onséquent :

dimE1(B) > 2.

La deuxième olonne de P , à savoir X2 =





1
−1
0





, est veteur propre de B pour la valeur propre −1,

et dimE−1(B) > 1.
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Il reste à rappeler que, d'après le théorème spetral, dimE1(B) + dimE−1(B) 6 3 alors qu'ii :

dimE1(B) + dimE−1(B) > 2 + 1 = 3 pour pouvoir onlure :

dimE1(B) + dimE−1(B) = 3 et dimE1(B) = 2, dimE−1(B) = 1, don (X1,X3) est une base de E1(B),
et (X2) est une base de E−1(B).

3. a) Par dé�nition, une matrie de Bn(R) est onstituée de n2
oe�ients dont haun n'a que 2 valeurs

possibles : 0 ou 1. Il y a don 2n
2

matries di�érentes possibles dans Bn(R).
b) Pour dénombrer les matries de Bn(R) dont haque ligne et haque olonne omporte exatement un

oe�ient égal à 1, on raisonne par hoix suessifs :

La ligne 1 d'une telle matrie doit omporter un seul 1, il y a n olonnes possibles pour elui-i, les autres

oe�ients étant nuls.

La ligne 2 doit aussi omporter un seul 1, qui doit ependant ne pas se trouver dans la même olonne que

elui de la ligne 1, il n'y a plus que (n− 1) possibilités.
et... La ligne n doit omporter un seul 1, qui doit être dans une olonne di�érente des (n − 1) olonnes
distintes déjà hoisies auparavant : il n'y a plus qu'une seule possibilité !

Ainsi, par hoix suessifs, le nombre de es matries est : n× (n− 1)× . . . × 1 = n!.

A posteriori, on peut faire le lien entre fatorielle est permutations : une matrie du type onsidéré dans

ette question, peut toujours être obtenue d'une seule façon à partir de la matrie identité In dont il su�t

de permuter les lignes de toutes les façons possibles : il y a bien n! permutations possibles de es n lignes.

4. Dans ette question, n est un entier supérieur ou égal à 2.

Soit E un espae vetoriel de dimension n et u un endomorphisme de E. On note :

� id l'endomorphisme identité de E ;

� F le noyau de l'endomorphisme (u+ id) et G le noyau de l'endomorphisme (u− id) ;
� p la dimension de F et q la dimension de G.

On suppose que u ◦ u = id.

a) Montrons que Im(u− id) ⊂ F = Ker(u+ id), pour ela prenons un élément quelonque x de Im(u− id) :
par dé�nition, il existe don z ∈ E tel que x = (u− id)(z).

Mais alors : (u + id)(x) = (u+ id) ◦ (u− id)(z) = (u2 − id2)(z) = (u2 − id)(z) = 0E puisque u2 = id,
e qui prouve que x ∈ Ker(u+ id) = F , et donne don l'inlusion voulue.

b) En termes de dimensions, l'inlusion Im(u− id) ⊂ Ker(u+ id) donne : dim Im(u− id) 6 dimKer(u+ id).

Or, d'après le théorème du rang : dim Im(u− id)+dimKer(u− id) = dimE ⇐⇒ dim Im(u− id) = n−q.

Par onséquent, l'inégalité préédente se réérit : n− q 6 p ⇐⇒ n 6 p+ q.

On suppose désormais que 1 6 p < q. Soit (f1, f2, . . . , fp) une base de F et (g1, g2, . . . , gq) une base de G.

) Notons ii que F = Ker(u + id) et G = Ker(u − id) sont en fait les deux sous-espaes propres de

l'endomorphisme u, respetivement assoiés aux valeurs propres −1 et 1.

Une propriété de ours a�rme qu'alors, la réunion d'une base de F ave une base de G forme une famille

libre, redémontrons-la ii en onsidérant p+ q réels notés a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bq tels que :

a1.f1 + a2.f2 + . . . + ap.fp + b1.g1 + b2.g2 + . . .+ bq.gq = 0E (⋆)

Puisque les veteurs fi sont tous éléments de F = E1(u), ils véri�ent : u(fi) = −fi pour tout i ompris

entre 1 et p. De même, pour tout i ompris entre 1 et q, u(gi) = gi puisque gi ∈ G = E−1(u).

La omposition par u de la relation (⋆), et la linéarité de l'endomorphisme donnent :

a1.u(f1) + a2.u(f2) + . . .+ ap.u(fp) + b1.u(g1) + b2.u(g2) + . . .+ bq.u(gq) = u(0E)

⇐⇒ −a1.f1 − a2.f2 − . . .− ap.fp + b1.g1 + b2.g2 + . . . + bq.gq = 0E (⋆⋆)

La somme membre à membre des égalités (⋆) et (⋆⋆) donne alors :

2b1.g1 + 2b2.g2 + . . .+ 2bq.gq = 0E qui entraîne : b1 = b2 = . . . = bq = 0 puisque (g1, g2, . . . , gq) est une
famille libre.
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La relation (⋆) devient alors : a1.f1 + a2.f2 + . . . + ap.fp = 0E =⇒ a1 = a2 = . . . = ap = 0 puisque

(f1, f2, . . . , fp) est aussi libre.

Bref, on a prouvé :

a1.f1+a2.f2+ . . .+ap.fp+b1.g1+b2.g2+ . . .+bq.gq = 0E =⇒ a1 = a2 = . . . = ap = b1 = b2 = . . . = bq = 0

e qui prouve bien que la famille (f1, f2, . . . , fp, g1, g2, . . . , gq) est une famille libre de p + q veteurs de

l'espae vetoriel E qui est de dimension n : omme p + q > n d'après b), ela implique néessairement

que p+ q = n ar le ardinal d'une famille libre ne peut pas exéder la dimension de l'espae : on dispose

ainsi d'une famille libre de n veteurs de E, 'est bien une base de et espae vetoriel.

d) Par linéarité de u, et d'après les relations véri�ées par les veteurs fi et gi rappelés i-dessus :

u(g1 − f1) = u(g1)− u(f1) = g1 + f1 et u(g1 + f1) = u(g1) + u(f1) = g1 − f1

e) Les aluls de la question préédente permettent de voir que l'endomorphisme u a pour ation d'envoyer

le veteur g1 − f1 sur le veteur g1 + f1, et réiproquement : ela doit nous initer à onsidérer toutes les

paires de veteurs gi − fi et gi + fi, où i peut varier de 1 à p puisqu'on a supposé p < q (il y a plus de

veteurs gi que de veteurs fi).

Considérons don la famille C = (g1 − f1, g1 + f1, g2 − f2, g2 + f2, . . . , gp − fp, gp + fp, gp+1, . . . , gq) : elle
rassemble tous les ouples évoqués plus haut, les p− q veteurs restants de la base de G ne pouvant être

appariés ave un veteur de la base de F , étant repris seuls.

C'est une famille de 2p+(q−p) = p+ q = n veteurs de E, dont on véri�e qu'elle est libre en onsidérant

n réels (a1, b1, a2, b2, . . . , ap, bp, cp+1, . . . , cq) tels que :

a1.(g1 − f1) + b1.(g1 + f1) + a2.(g2 − f2) + b2.(g2 + f2) + . . . + ap.(gp − fp) + bp.(gp + fp)

+ cp+1.gp+1 + . . .+ cq.gq = 0E

⇐⇒ (−a1 + b1).f1 + (a1 + b1).g1 + (−a2 + b2).f2 + (a2 + b2).g2 + . . .+ (−ap + bp).fp + (ap + bp).gp

+ cp+1.gp+1 + . . .+ cq.gq = 0E

⇐⇒
{

b1 − a1 = 0

b1 + a1 = 0
et

{

b2 − a2 = 0

b2 + a2 = 0
et · · · et

{

bp − ap = 0

bp + ap = 0
et bp+1 = · · · = bq = 0

puisque (f1, f2, . . . , fp, g1, g2, . . . , gq) est une base de E. Chaque système

{

bi − ai = 0

bi + ai = 0
a pour unique

solution ai = bi = 0 (réaliser l'opération L2 ← L1 + L2 pour s'en onvainre), dont �nalement :

a1.(g1 − f1) + b1.(g1 + f1) + a2.(g2 − f2) + b2.(g2 + f2) + . . .+ ap.(gp − fp) + bp.(gp + fp)

+ cp+1.gp+1 + . . . + cq.gq = 0E

=⇒ a1 = b1 = a2 = b2 = . . . = ap = bp = cp+1 = . . . = cq = 0

et la famille C est bien libre, 'est don une ase de E puisque Card(C) = n = dimE.

Dans ette base : ∀i ∈ J1, p, K, u(gi−fi) = gi+fi et u(gi+fi) = gi−fi, tandis que : ∀i ∈ Jp+1, qK, u(gi) = gi,
don la matrie de u dans la base C est de la forme :

MatC(u) =





































0 1
1 0 (0)

0 1
1 0

.

.

.

0 1
1 0

1

(0)
.

.

.

1





































On ommene par p "blos diagonaux" de même forme que la matrie A de la toute première question,

suivi d'une partie diagonale de q − p oe�ients tous égaux à 1.
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PROBLÈME

Les tables de mortalité sont utilisées en démographie et en atuariat pour prévoir l'espérane de vie des individus

d'une population. On s'intéresse dans e problème à un modèle qui permet d'ajuster la durée de vie à des

statistiques portant sur les déès observés au sein d'une génération.

Dans tout le problème, on note :

� a et b deux réels stritement positifs ;

� (Ω,A, P ) un espae probabilisé sur lequel sont dé�nies toutes les variables aléatoires du problème ;

� Ga,b la fontion dé�nie sur R+ par : Ga,b(x) = exp
(

− ax− b

2
x2

)

.

Partie I. Loi exponentielle linéaire

1. a) La fontion Ga,b est la omposée de la fontion trin�me x 7→ −ax − b

2
x2 qui est lairement stritement

déroissante sur R+ (sa dérivée est x 7→ −a− bx, stritement négative sur R
+
ar a et b sont stritement

positifs), et de la fontion exp, stritement roissante sur R : Ga,b est ainsi stritement déroissante sur

R+ par omposition. Elle est aussi ontinue sur R+ omme omposée de fontions ontinues, et :

Ga,b(0) = e0 = 1, tandis que lim
x→+∞

−ax − b

2
x2 − ∞, don lim

x→+∞
Ga,b(x) = lim

X→−∞
eX = 0 : d'après le

théorème éponyme, Ga,b réalise bien une bijetion de R dans ]0, 1].

b) Pour y > 0, on onsidère l'équation d'inonnue x ∈ R : ax+
b

2
x2 = y ⇐⇒ bx2 + 2ax− 2y = 0.

C'est une équation du seond degré, de disriminant : ∆ = 4a2 + 8by > 0 puisque a, b, y sont stritement

positifs. L'équation admet don deux solutions distintes :

x1 =
−2a−

√

4a2 + 8by

2b
=
−a−

√

a2 + 2by

b
et x2 =

−a+
√

a2 + 2by

b

) Pour trouver l'expression de G−1

a,b , bijetion réiproque de Ga,b, on doit trouver pour tout y ∈]0, 1], l'unique
solution x ∈ R+ de l'équation Ga,b(x) = y :

Ga,b(x) = y ⇐⇒ exp
(

− ax− b

2
x2

)

= y ⇐⇒ −ax− b

2
x2 = ln(y) ⇐⇒ ax+

b

2
x2 = − ln(y)

Comme y ∈]0, 1], ln(y) 6 0 ⇐⇒ − ln(y) > 0, don la résolution de l'équation faite en b) fournit deux

solutions : x1 =
−a−

√

a2 − 2b ln(y)

b
et x2 =

−a+
√

a2 − 2b ln(y)

b
.

Il est évident que la première solution est négative, don ne peut onvenir. Par ontre :

omme ln(y) 6 0, a2− 2b ln(y) > a2, don
√

a2 − 2b ln(y) > a par strite roissane de la fontion raine

arrée sur R+, et x2 est une solution positive.

Notons aussi que dans le as où y = 1, les deux solutions sont onfondues, égales à 0 ; bref :

∀y ∈]0, 1], G−1

a,b(y) =
−a+

√

a− 2b ln(y)

b

Et en�n : pour tout u ∈ [0, 1[, 1− u ∈]0, 1] don : G−1

a,b(1− u) =
−a+

√

a2 − 2b ln(1− u)

b
.

2. a) Remarquons ii que : ∀x ∈ R+, −ax −
b

2
x2 6 −ax, don exp

(

− ax − b

2
x2

)

= Ga,b(x) 6 e−ax
par

roissane de exp sur R : or

∫

+∞

0

e−axdx est une intégrale onvergente, qui est à un fateur a près

l'intégrale d'une densité de loi exponentielle de paramètre a, et vaut
1

a
.

Les fontions onernées sont ontinues, positives sur R+, don d'après le théorème de omparaison

d'intégrales de telles fontions,

∫

+∞

0

Ga,b(x)dx est une intégrale onvergente.
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b) Soit f la fontion dé�nie sur R par : f(x) =

√

b

2π
× exp

(

− 1

2
b
(

x+
a

b

)2
)

.

Une densité de la loi normale de paramètres (m,σ2) est la fontion x 7→ 1

σ
√
2π
× e−

(x−m)2

2σ2
, e qui

orrespond bien à la fontion f ave :

m = −a

b
(espérane) et σ2 =

1

b
(variane)

) Soit Φ la fontion de répartition de la loi normale entrée réduite :

Pour tout réel x ∈ R+, −
1

2
b
(

x+
a

b

)2
= −1

2
b
(

x2 +
2a

b
x+

a2

b2
)

= −ax− b

2
x2 − a2

2b
, don :

∀x ∈ R+, Ga,b(x) = exp
(

− ax − b

2
x2

)

= exp
(

− 1

2
b
(

x +
a

b

)2
)

× exp
(a2

2b

)

=

√

2π

b
× exp

(a2

2b

)

× f(x),

don :

∫

+∞

0

Ga,b(x)dx =

√

2π

b
× exp

(a2

2b

)

×
∫

+∞

0

f(x)dx

=

√

2π

b
× exp

(a2

2b

)

× P (Y > 0) ave Y suivant la loi normale N (−a

b
,
1

b
)

Or on sait, d'après le ours sur la loi normale, que Y ∗ =
Y − E(Y )

σ(Y )
=

Y +
a

b
1√
b

=
√
bY +

a√
b
suit la loi

normale entrée, réduite, et :

P (Y > 0) = P
(

Y ∗ >
a√
b

)

= 1− Φ
( a√

b

)

= Φ
(

− a√
b

)

d'après les propriétés de la loi normale, don :

∫

+∞

0

Ga,b(x)dx =

√

2π

b
× exp

(a2

2b

)

× Φ
(

− a√
b

)

3. Pour tout a > 0 et pour tout b > 0, on pose : fa,b(x) =











(a+ bx) exp
(

− ax− b

2
x2

)

si x > 0

0 si x < 0

.

a) La fontion fa,b est onstante nulle sur ]−∞; 0[, don ontinue, positive sur et intervalle.

La fontion fa,b est ontinue, positive sur ]0;+∞[ omme produit de deux telles fontions : fa,b est don
ontinue, positive sur R sauf peut-être en 0. De plus, sous réserve de onvergene :

∫

+∞

−∞

fa,b(x)dx =

∫

0

−∞

fa,b(x)dx+

∫

+∞

0

fa,b(x)dx =

∫

+∞

0

fa,b(x)dx ; pour tout réel A > 0 :

∫ A

0

fa,b(x)dx =

∫ A

0

(a+ bc) exp
(

− ax− b

2
x2

)

dx =
[

− exp
(

− ax− b

2
x2

)]A

0

= − exp
(

− a.A− b

2
.A2

)

+ 1 −−−−−→
A→+∞

1

e qui prouve que

∫

+∞

0

fa,b(x)dx = 1 =

∫

+∞

−∞

fa,b(x)dx, et don que fa,b est bien une densité de proba-

bilité.

On dit qu'une variable aléatoire suit la loi exponentielle linéaire de paramètres a et b, notée Eℓ(a, b), si

elle admet fa,b pour densité.

b) Soit X une variable aléatoire suivant la loi Eℓ(a, b). La variable aléatoire X admet une espérane si et

seulement si l'intégrale

∫

+∞

−∞

xfa,b(x)dx est absolument onvergente.

Comme la fontion x 7→ xfa,b(x) est nulle sur ]−∞, 0[ et positive sur [0,+∞[, ela revient à prouver la

onvergene simple de l'intégrale

∫

+∞

0

xfa,b(x)dx =

∫

+∞

0

x(a+ bx) exp
(

− ax− b

2
x2

)

.
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Soit A > 0, on pose :

u(x) = x −→ u′(x) = 1

v′(x) = (a+ bx) exp
(

− ax− b

2
x2

)

−→ v(x) = − exp
(

− ax− b

2
x2

)

= −Ga,b(x)

Les fontions u et v sont de lasse C1 sur R+, don par intégration par parties :

∫ A

0

xfa,b(x)dx =
[

− xGa,b(x)
]A

0
+

∫ A

0

Ga,b(x)dx = −A exp
(

− a.A− b

2
.A2

)

+

∫ A

0

Ga,b(x)dx

Par roissanes omparées : lim
A→+∞

−Ae−a.A = 0, don lim
A→+∞

−A.e−a.A × exp
(

− b

2
.A2

)

= 0 × 0 = 0.

Comme l'intégrale

∫

+∞

0

Ga,b(x)dx est onvergente d'après la question 2.a), l'intégrale

∫

+∞

0

xfa,b(x)dx

est elle-même onvergente, et X admet une espérane qui s'érit :

E(X) =

∫

+∞

0

Ga,b(x)dx

4. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 1. On pose : X =
−a+

√
a2 + 2bY

b
.

a) Pour tout réel x ∈ R+ :

P (X > x) = P
(−a+

√
a2 + 2bY

b
> x

)

= P (−a+
√

a2 + 2bY > bx)

= P (
√

a2 + 2bY > a+ bx) = P (a2 + 2bY > (a+ bx)2) par strite roissante de t 7→ t2 sur R+

= P (2bY > 2abx+ b2x2) = P
(

Y > ax+
b

2
x2

)

Au vu de la loi de Y , et vu que ax+
b

2
x2 > 0 :

∀x ∈ R+, P (X > x) = P
(

Y > ax+
b

2
x2

)

= exp
(

− ax− b

2
x2

)

= Ga,b(x)

b) Le alul préédent permet d'en déduire la fontion de répartition de X :

pour tout x ∈ R+, P (X < x) = 1− P (X > x) = 1−Ga,b(x). Il est également lair que par dé�nition, et

omme on l'a vu à la question 1.b), X est positive, don : ∀x ∈ R−, P (X < x) = 0.

La fontion x 7→ P (X < x) est ainsi de lasse C1, don aussi ontinue sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[. Et omme :

lim
x→0+

1 − Ga,b(x) = 1 − e0 = 0 = lim
x→0−

P (X < x), la fontion x 7→ P (X < x) est ontinue sur R tout

entier.

On en déduit que : ∀x ∈ R, FX(x) = P (X 6 x) = P (X < x) et que X est une variable à densité. Une

densité de X est obtenue par dérivation de FX sur R, sauf en 0 :

∀x ∈ R
∗, F ′

X(x) =







−(−a− bx) exp
(

− ax− b

2
x2

)

= (a+ bx) exp
(

− ax− b

2
x2

)

si x > 0

0 si x < 0

la fontion fa,b est don une densité de X, qui suit bien la loi Eℓ(a, b).
) On note U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[ : la variable 1 − U est alors à valeurs

dans ]0, 1], don la variable aléatoire G−1

a,b(1− U) est bien dé�nie, à valeurs dans R+, don :

∀x ∈ R−, P (G−1

a,b(1− U) 6 x) = 0, et :

∀x ∈ R+, P (G−1

a,b(1− U) 6 x) = P (1− U > Ga,b(x)) ar Ga,b est bijetive, stritement déroissante sur R+

= P (U 6 1−Ga,b(x))

or : ∀x ∈ R+, Ga,b(x) ∈]0, 1] ⇐⇒ 1−Ga,b(x) ∈ [0; 1[ don :

∀x ∈ R+, P (G−1

a,b(1− U) 6 x) = 1−Ga,b(x)) = FX(x)

Don G−1

a,b(1− U) suit la même loi Eℓ(a, b) que X.

6 ©



5. La fontion Silab suivante génère des simulations de la loi exponentielle linéaire :

funtion x=grandlinexp(a,b,n)

u = rand(n,1)

y = -log(1-u)

x = (-a+sqrt(a^2+2*b*y))/b

endfuntion

a) La ligne de ode (2) rée un veteur aléatoire de n simulations indépendantes de la loi uniforme à densité

sur [0, 1[.

b) Selon la méthode d'inversion habituelle, l'instrution en ligne 3 doit être y = -log(1-u) qui est une

opération terme à terme sur tous les éléments du veteur u, telle que le veteur y ontient alors n
simulations indépendantes de la loi exponentielle de paramètre 1.

De la sorte, le veteur x ontient bien, d'après la question 4., n simulations indépendantes de la loi

exponentielle linéaire Eℓ(a, b).
6. La boule Silab suivante :

for k=1:6

mean(grandlinexp(0,1,10^k)

end

alule la moyenne empirique Xn =
1

n

n
∑

i=1

Xi d'un éhantillon (X1, . . . ,Xn) de n simulations de la loi

Eℓ(a, b), pour une taille n = 10k d'éhantillon dix fois plus importante à haque fois : n = 10, puis 100, puis
1000,10000, 1000000. La loi faible des grands nombres assure que la suite (Xn)n∈N∗

onverge en probabilité

vers la onstante E(X), qui est ainsi estiméede plus en plus préisément par la moyenne empirique d'un

éhantillon de plus en plus important.

Dans la suite du problème, on note (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires indépendantes suivant haune

la loi exponentielle linéaire Eℓ(a, b) dont les paramètres a > 0 et b > 0 sont inonnus.

Soit h un entier supérieur ou égal à 2. On suit pendant une période de h années, une "ohorte" de n individus

de même âge au début de l'étude, et on modélise leurs durées de vie respetives à partir de ette date par les

variables aléatoires X1,X2, . . . ,Xn.

Partie II. Premier déès et intervalle de on�ane de a

Pour tout n ∈ N
∗
, on dé�nit les variables aléatoires Mn, Hn et Un par :

Mn = min(X1,X2, . . . ,Xn), Hn = min(h,X1,X2, . . . ,Xn) et Un = nHn.

7. Soit x ∈ R+, par dé�nition du minimum d'un éhantillon :

[Mn > x] =

n
⋂

i=1

[Xi > x]

Ainsi, par indépendane des variables aléatoires Xi :

∀x ∈ R+, P (Mn > x) =
n
∏

i=1

P (Xi > x)

=
(

P (X > x)
)n

ar les Xi suivent toutes la même loi que X

=
(

Ga,b(x)
)n

= exp
(

− anx− bn

2
x2

)

= Gna,nb(x)

Cela su�t, d'après la question 4.b), pour en déduire que Mn suit la loi exponentielle linéaire Eℓ(na, nb).
8. Pour tout n ∈ N

∗
, on note FUn

la fontion de répartition de la variable aléatoire Un.
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a) Comme h est positif, et que les variables (Xi)i∈N∗
sont à valeurs positives, Un = nHn = min(h,X1,X2, . . . ,Xn)

est à valeurs positives, don : ∀x < 0, FUn
(x) = P (Un 6 x) = 0.

Pour tout réel positif x ∈ R+ : FUn
(x) = P (Un 6 x) = P

(

Hn 6
x

n

)

= P
(

min(h,X1,X2, . . . ,Xn) 6
x

n

)

.

Si h 6
x

n
⇐⇒ nh 6 x : puisque min(h,X1,X2, . . . ,Xn) 6 h, alors l'événement

[

min(h,X1,X2, . . . ,Xn) 6
x

n

]

est ertain et FUn
(x) = 1.

Si 0 6 x < nh ⇐⇒ 0 6
x

n
< h :

[

min(h,X1,X2, . . . ,Xn) 6
x

n

]

est réalisé si et seulement si

[

min(X1,X2, . . . ,Xn) 6
x

n

]

=
[

Mn 6
x

n

]

l'est (h ne peut pas être le minimum pour que et événement

soit réalisé), et :

FUn
(x) = P

(

Mn 6
x

n

)

= 1− exp
(

− na.
x

n
− nb

2
.
(x

n

)2
)

= 1− exp
(

− ax− b

2n
x2

)

Bilan : pour tout x ∈ R, FUn
(x) =















0 si x < 0

1− exp
(

− ax− b

2n
x2

)

si 0 6 x < nh

1 si x > nh

.

b) La fontion FUn
est ontinue sur ] −∞, 0[ et ]nh,+∞[ omme fontion onstante, et sur ]0, nh[ omme

somme et omposée de fontions ontinues sur R. Par ailleurs :

lim
x→0−

FUn
(x) = 0 et lim

x→0+
FUn

(x) = 1− e0 = 0 = FUn
(0), don FUn

est ontinue en 0.

lim
x→nh+

FUn
(x) = 1 = FUn

(nh) et lim
x→nh−

FUn
(x) = 1−exp

(

−anh− b

2n
(nh)2

)

= 1−exp
(

−anh− bnh2

2
) < 1,

don FUn
n'est pas ontinue en nh.

Finalement, FUn
est ontinue sur R sauf en nh.

) Puisque FUn
n'est pas ontinue sur R, la variable aléatoire Un n'admet pas de densité.

d) On alule ii, pour tout réel x, la limite lim
n→+∞

FUn
(x). On remarque que :

� Pour tout x < 0 : lim
n→+∞

FUn
(x) = lim

n→+∞
0 = 0.

� Pour tout réel positif x ∈ R+ : puisque h > 0, lim
n→+∞

nh = +∞ et on peut toujours trouver n assez

grand pour que 0 6 x < nh.

Ainsi : ∀x ∈ R+, lim
n→+∞

FUn
(x) = lim

n→+∞
exp

(

− ax− b

2n
x2

)

= 1− e−ax
.

Bilan : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

FUn
(x) =

{

0 si x < 0

1− e−ax
si x > 0

.

On en déduit que la suite de variables aléatoires (Un)n∈N∗
onverge en loi vers la loi exponentielle

de paramètre a.

9. Soit α ∈]0, 1[.
a) Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramètre 1 ; on herhe deux réels c et d

stritement positifs tels que :

{

P (c 6 Y 6 d) = 1− α

P (Y 6 c) =
α

2

⇐⇒
{

P (Y 6 d)− P (Y < c) = 1− α

P (Y 6 c) =
α

2

⇐⇒
{

1− e−d − (1− e−c) = 1− α

1− e−c =
α

2

⇐⇒
{

e−c − e−d = 1− α

e−c = 1− α

2

⇐⇒







e−d = e−c − 1 + α =
α

2
e−c = 1− α

2

⇐⇒
{

d = − ln(α/2)

c = − ln(1− α/2)

b) Pour démontrer le résultat demandé, on évalue :

P
( c

Un
6 a 6

d

Un

)

= P (c 6 a.Un 6 d) = P
( c

a
6 Un 6

d

a

)

= FUn

(d

a

)

− FUn

( c

a

)

, où :

D'après 8.d) : lim
n→+∞

FUn

(d

a

)

= 1−e−a. d
a = 1−e−d = 1− α

2
, et lim

n→+∞
FUn

( c

a

)

= 1−e−a. c
a = 1−e−c =

α

2
,

don :

lim
n→+∞

P
( c

Un
6 a 6

d

Un

)

= lim
n→+∞

FUn

(d

a

)

− FUn

( c

a

)

= 1− α

2
− α

2
= 1− α
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e qui prouve bien que

[ c

Un
,
d

Un

]

est un intervalle de on�ane asymptotique de a, de niveau de on�ane

1− α.

Partie III. Nombre de survivants et estimateur onvergent de b

Pour tout i ∈ N
∗
, soient Si et Di les variables aléatoires telles que : Si =

{

1 si Xi > h

0 sinon

et Di =

{

1 si Xi 6 1

0 sinon‘
.

Pour tout n ∈ N
∗
, on pose : Sn =

1

n

n
∑

i=1

Si et Dn =
1

n

n
∑

i=1

Di.

10. a) La variable aléatoire Si est une variable de Bernoulli, don : E(Si) = P (Si = 1) = P (Xi > h) = Ga,b(h).

La variable aléatoire SiDi est elle aussi une variable de Bernoulli omme produit de deux variables de

Bernoulli, et :

E(SiDi) = P (SiDi = 1) = P ([Si = 1] ∩ [Di = 1]) = P ([Xi > h] ∩ [Xi 6 1]) = 0 ar puisque h > 2, les
événements [Xi > h] et [Xi 6 1] sont inompatibles.

b) D'après e qui préède :

P ([Si = 1] ∩ [Di = 1]) = 0 alors que P (Si = 1)× P (Di = 1) = P (Xi > h)× P (Xi 6 1) > 0,

don pour i = j, les variables aléatoires Si et Dj ne sont pas indépendantes.

Pour i 6= j :

P ([Si = 1] ∩ [Dj = 1]) = P ([Xi > h] ∩ [Xj 6 1]) = P (Xi > h)× P (Xj 6 1) = P (Si = 1)× P (Dj = 1)
ar Xi et Xj sont indépendantes pour i 6= j.

Cela su�t pour prouver que les variables de Bernoulli Si et Dj sont indépendantes lorsque i 6= j.

) Pour tout entier n ∈ N
∗
, par bilinéarité de la ovariane :

Cov(Sn,Dn) =
1

n2
Cov

(

n
∑

i=1

Si,

n
∑

j=1

Dj

)

=
1

n2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

Cov(Si,Dj)

=
1

n2

n
∑

i=1

Cov(Si,Di) ar Cov(Si,Dj) = 0 dès que i 6= j

=
1

n2

n
∑

i=1

E(SiDi)− E(Si)E(Di) or E(SiDi) = 0

= − 1

n2

n
∑

i=1

Ga,b(h)× (1−Ga,b(1))

Cov(Sn,Dn) = −
1

n
Ga,b(h)(1 −Ga,b(1))

La négativité de ette ovariane est prévisible : Sn est le nombre moyen des variables de l'éhantillon

(X1, . . . ,Xn) qui sont supérieures à h (ave h > 2), tandis que Dn est le nombre moyen des variables de

e même éhantillon qui sont inférieures à 1. Toute augmentation de l'une des deux moyennes, provoque

une diminution de l'autre : les deux variables évoluent en sens ontraire l'une de l'autre.

11. a) Un résultat lassique de ours, est que la moyenne empirique

1

n

n
∑

i=1

Si est un estimateur sans biais et

onvergent de l'espérane ommune E(Si) = Ga,b(h) de l'éhantillon (S1, S2, . . . , Sn).

b) La variable aléatoire Dn, moyenne empirique de l'éhantillon (D1,D2, . . . ,Dn), est de son �té un esti-

mateur sans biais et onvergent de l'espérane E(Di) = P (Xi 6 1) = 1−Ga,b(1) = 1− e−a−b/2
.

12. On pose : z(a, b) = ln
(

Ga,b(1)
)

et r(a, b) = ln
(

Ga,b(h)
)

.

Pour tout n ∈ N
∗
, on pse : Zn = ln

(

1−Dn +
1

n

)

et Rn = ln
(

Sn +
1

n

)

.

On admet que Zn et Rn sont des estimateurs onvergents de z(a, b) et r(a, b) respetivement.

a) Soient ε, λ et µ des réels stritement positifs.
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(i) D'après l'inégalité triangulaire :

∣

∣

(

λZn−µRn)−(λz(a, b)−µr(a, b)
)∣

∣ =
∣

∣λ(Zn−z(a, b))−µ(Rn−r(a, b))
∣

∣ 6 λ|Zn−z(a, b)|+µ|Rn−r(a, b)|

don par transitivité de l'inégalité :

∣

∣

(

λZn − µRn)− (λz(a, b) − µr(a, b)
)∣

∣ > ε implique λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| > ε,

e qui se traduit bien par l'inlusion d'événements :

[

∣

∣

(

λZn − µRn)− (λz(a, b) − µr(a, b)
)∣

∣ > ε
]

⊂
[

λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| > ε
]

(ii) L'inlusion préédente donne, par roissane de la probabilité :

P
([

∣

∣

(

λZn − µRn)− (λz(a, b) − µr(a, b)
)∣

∣ > ε
])

6 P
([

λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| > ε
])

En�n : si la somme λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| est supérieure ou égale à ε, alors l'un des

deux termes au moins est forément supérieur à

ε

2
(sinon par ontraposée : λ|Zn − z(a, b)| < ε

2
et

µ|Rn − r(a, b)| < ε

2
impliquent λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| < ε),  'est-à-dire :

[

λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| > ε
]

⊂
[

λ|Zn − z(a, b)| > ε

2

]

∪
[

µ|Rn − r(a, b)| > ε

2

]

⇐⇒
[

λ|Zn − z(a, b)| + µ|Rn − r(a, b)| > ε
]

⊂
[

|Zn − z(a, b)| > ε

2λ

]

∪
[

|Rn − r(a, b)| > ε

2µ

]

Cette inlusion, et la propriété générale : P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B) 6 P (A)+P (B), valable
pour tous événements A et B d'un même espae probabilisé, donnent �nalement par transitivité :

0 6 P
([

∣

∣

(

λZn−µRn)−(λz(a, b)−µr(a, b)
)∣

∣ > ε
])

6 P
([

|Zn−z(a, b)| >
ε

2λ

])

+P
([

|Rn−r(a, b)| >
ε

2µ

])

b) Pour tout n ∈ N
∗
, on pose : Bn =

2

h− 1
Zn −

2

h(h− 1)
Rn.

Le résultat admis par l'énoné, selon lequel Zn et Rn sont des estimateurs onvergents de z(a, b) et r(a, b)
respetivement, implique :

lim
n→+∞

P
([

|Zn − z(a, b)| > ε

2λ

])

= lim
n→+∞

P
([

|Rn − r(a, b)| > ε

2µ

])

= 0

On n'a pas oublié à la question préédente, d'érire expliitement la positivité des probabilités onernées

par l'inégalité �nale, ar 'est le théorème d'enadrement qui permet de onlure que :

∀ε > 0, lim
n→+∞

P
([

∣

∣

(

λZn − µRn)− (λz(a, b) − µr(a, b)
)∣

∣ > ε
])

= 0

e qui prouve que pour tous réels λ > 0 et µ > 0, λZn−µRn est un estimateur onvergent de λz(a, b)−µr(a, b).

L'énoné inite alors expliitement à prendre λ =
2

h− 1
> 0 et µ =

2

h(h − 1)
> 0, pour lesquels Bn dé�ni

au début de ette question, est don un estimateur onvergent de :

2

h− 1
z(a, b) − 2

h(h− 1)
r(a, b) =

2

h− 1
ln
(

Ga,b(1)
)

− 2

h(h− 1)
ln

(

Ga,b(h)
)

=
2

h− 1
×

(

− a− b

2

)

− 2

h(h− 1)
×

(

− ah− b

2
h2

)

=
−2a− b+ 2a+ bh

h− 1

= b

On a bien démontré que Bn est un estimateur onvergent du paramètre b.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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