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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

EXERCICE

Soit n un entier supérieur ou égal à 2 et B = (e1, e2, . . . , en) la base anonique de R
n
.

Soit v un veteur donné de R
n
de oordonnées v1, v2, . . . , vn dans la base B et qui véri�e

n∑

i=1

vi = 1.

Soit f l'appliation dé�nie sur R
n
qui à tout veteur x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n
, assoie le veteur f(x)

dé�ni par : f(x) = x−
( n∑

i=1

xi

)

.v

1. a) On peut déjà dire que : pour tout x ∈ R
n, x

︸︷︷︸

∈Rn

−
( n∑

i=1

xi

)

︸ ︷︷ ︸

∈R

. v
︸︷︷︸

∈Rn

= f(x) ∈ R
n
omme ombi-

naison linéaire de x et v.

Pour tous veteurs x = (x1, x2, . . . , xn) et y = (y1, y2, . . . , yn) de R
n
, et pour tous réels λ et µ :

λ.x+ µ.y = (λ.x1 + µ.y1, λ.x2 + µ.y2, . . . , λ.xn + µ.yn),

don :

f(λ.x+ µ.y) = (λ.x+ µ.y)−
( n∑

i=1

λ.xi + µ.yi

)

.v

= λ.x+ µ.y − λ.
( n∑

i=1

xi

)

.v − µ.
( n∑

i=1

yi

)

.v

= λ.

[

x−
( n∑

i=1

xi

)

.v

]

+ µ.

[

y −
( n∑

i=1

yi

)

.v

]

f(λ.x+ µ.y) = λ.f(x) + µ.f(y)

L'appliation f est don bien linéaire, et 'est un endomorphisme de R
n
.

b) Pour montrer la relation demandée, on alule, pour tout veteur x de R
n
:

f ◦ f(x) = f
(

x−
(

n∑

i=1

xi

)

.v
)

= f(x)−
(

n∑

i=1

xi

)

.f(v) par linéarité de f

Or : f(v) = v−
(

n∑

i=1

vi

)

.v = v−1.v = 0Rn
vu l'hypothèse de départ faite sur les omposantes

de v.

On a don prouvé que : ∀x ∈ R
n, f ◦ f(x) = f(x), soit :

f ◦ f = f (égalité d'appliations).
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2. De la relation : f ◦ f = f ⇐⇒ f ◦ f − f = 0, on déduit que P (X) = X2 −X = X(X − 1) est un
polyn�me annulateur de f .

Les valeurs propres possibles de f sont don les raines de P , à savoir 0 et 1.

Reste à véri�er si elles sont bien valeurs propres :

� On a vu que f(v) = 0Rn
dans le alul préédent, or v ne peut pas être le veteur nul puisque la

somme de ses omposantes vaut 1.

Don v est veteur propre pour la valeur propre 0, et 0 ∈ Sp(f).

� Un veteur propre u pour la valeur propre 1 véri�erait :

f(x) = x ⇐⇒ x−
(

n∑

i=1

xi

)

.v = x ⇐⇒
(

n∑

i=1

xi

)

.v = 0Rn ⇐⇒
(

n∑

i=1

xi

)

= 0 puisque v 6= 0Rn .

Il n'est ainsi pas di�ile de voir par exemple que e1−e2 = (1,−1, 0, . . . , 0) véri�e ette ondition,
don est un veteur propre de f pour la valeur propre 1, don 1 ∈ Sp(f).

Finalement : Sp(f) = {0, 1}.
3. a) Par dé�nition de l'image d'un endomorphisme, un veteur y appartient à Imf si et seulement si

il existe z ∈ R
n
tel que : y = f(z).

Mais on a alors :

f(y) = f ◦ f(z) = f(z) = y puisque f ◦ f = f.

Réiproquement, si f(y) = y, alors y a pour antéédent lui-même par f , don appartient à Imf ... !

En dé�nitive :

Imf = {y ∈ R
n; f(y) = y},

'est-à-dire que l'image de f est onfondue ave son sous-espae propre pour la valeur propre 1.

b) Comme 0 est valeur propre, le sous-espae propre assoié qui est Kerf est non réduit à 0, don

de dimension non-nulle, et : dimKerf > 1.

Le théorème du rang pour f donne :

dim Imf = dimR
n − dimKerf =⇒ dim Imf 6 n− 1

) Pour tout entier i ∈ J1, n− 1K : ei − ei+1 est le veteur dont toutes les oorodonnées sont nulles,

sauf la i-ième qui vaut 1, et la (i+ 1)-ième qui vaut −1.
La somme de toutes les oordonnées de e veteur est don nulle, et par onséquent :

∀i ∈ J1, n− 1K, f(ei − ei+1) = (ei − ei+1)− 0.v = ei − ei+1

Tous es veteurs sont solutions de : f(y) = y, don appartiennent à Imf d'après 3.a).

d) On vient de trouver n− 1 veteurs 1 − e2, e2 − e3, . . . , en−1 − en appartenant à l'image de f .

Si ette famille est libre, vu que dim Imf 6 n − 1, on a alors dim Imf = n − 1 et es veteurs

forment une base de l'image.

Posons don une ombinaison linéaire nulle de es veteurs :

λ1.(e1 − e2) + λ2.(e2 − e3) + . . .+ λn−1.(en−1 − en) = 0Rn

⇐⇒ (λ1, λ2 − λ1, λ3 − λ2, . . . , λn−1 − λn−2,−λn−1) = (0, 0, 0, . . . , 0)

On en déduit suessivement : λ1 = 0 puis λ2 = 0, λ3 = 0, . . . , λn−1 = 0.

La famille (ei − ei+1)16i6n−1 est libre, 'est don aussi une base de Imf d'après les raisonnement

préédents.

Le rang de f , 'est-à-dire la dimension de l'image de f , est don égal à n− 1.
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4. a) Le théorème du rang et le résultat préédent permettent de aluler plus préisément :

dimKerf = dimR
n − dim Imf = n− (n− 1) = 1

Il su�t don de trouver un veteur non-nul de Kerf pour qu'il onstitue à lui seul, un base du

noyau.

Ce veteur et déjà onnu : 'est v, don (v) est une base de Kerf .

b) L'endomorphisme f a pour seules valeurs propres 0 et 1 :

� Le sous-espae propre E0(f) pour la valeur propre 0 est le noyau de f .

� Comme on l'a en fait déjà vu plus haut, le sous-espae propre E1(f) pour la valeur propre

1 est par dé�nition l'ensemble des veteurs y de R
n
tels que f(y) = y, 'est don aussi Imf

d'après 3.a).

) Les résultats préédents montrent que :

0 et 1 sont les seules valeurs propres de f , et dimE0(f) + dimE1(f) = 1 + n− 1 = n = dimR
n
,

don f est bien diagonalisable.

5. Pour érire la matrie M de f dans la base anonique, il faut d'abord aluler, pour tout i ∈ J1, nK :

f(ei) = ei −
(

n∑

j=1

(ei)j

)

.v = ei − 1.v = (−v1,−v2, . . . ,−vi−1, 1− vi,−vi+1, . . . ,−vn)

puisque ei possède une seule oordonnée non nulle (la i-ième), égale à 1. On en déduit :

M =

f(e1) f(e2) · · · f(en)














1− v1 −v1 · · · −v1 e1

−v2 1− v2 · · · −v2 e2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

−vn −vn · · · 1− vn en

On sait que rassembler une base de haun des sous-espaes propres de f diagonalisable, donne une

base de R
n
formée de veteurs propres pour f .

La famille B′ = (v, e1 − e2, . . . , en−1 − en) est une telle base, dans laquelle la matrie de f est tout

simplement :

M ′ =









0 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 · · · 1
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PROBLÈME

Dans tout le problème :

� Toutes les variables aléatoires sont supposées dé�nies sur le même espae probabilisé (Ω,A, P ).
� On onsidère une variable aléatoireX à valeurs stritement positives suivant une loi exponentielle

de paramètre λ (ave λ > 0), de densité fX dé�nie par :

fX(x) =

{

λe−λx
si x > 0

0 si x 6 0

Partie I. Comparaison de deux estimateurs de

1

λ
.

L'objetif de ette partie est de omparer deux estimateurs sans biais et onvergents du paramètre

inonnu

1

λ
Pour n entier de N

∗
, soit (X1, X2, . . . , Xn) un n-éhantillon de variables aléatoires à valeurs stritement

positives, indépendantes et de même loi que X .

On pose pour tout n ∈ N
∗
: Yn =

n∑

i=1

Xi, Xn =
1

n
Yn et Mn = max(X1, X2, . . . , Xn).

1. D'après le ours sur la loi exponentielle :

E(X) =
1

λ
, V (X) =

1

λ2
, ∀x ∈ R, FX(x) =

{

1− e−λx
si x > 0

0 sinon

2. Les variables X1, X2, . . . , Xn suivent toutes la même loi que X : par linéarité de l'espérane, Xn

admet une espérane qui vaut :

E(Xn) =
1

n

n∑

i=1

E(Xi) =
1

n
× n× 1

λ
=

1

λ
.

Comme de plus les n variables aléatoires de l'éhantillon sont mutuellement indépendantes, Xn admet

une variane qui vaut :

V (Xn) =
1

n2

n∑

i=1

V (Xi) =
1

n2
× n× 1

λ2
=

1

nλ2
.

Mais alors :

E(Xn) =
1

λ
don Xn est un estimateur sans biais de

1

λ

lim
n→+∞

V (Xn) = lim
n→+∞

1

nλ2
= 0 don Xn est un estimateur sans biais onvergent de

1

λ

3. a) Une question absolument inontournable

1

: la v.a.r.Mn étant le maximum des n v.a.r.X1, . . . , Xn,

pour tout réel x :

[Mn 6 x] est réalisé si et seulement si tous les événements [Xk 6 x] sont réalisés, pour k ∈ J1, nK.

1. et posée dans des termes absolument semblables à l'épreuve EMLyon de la même année !
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En lair : ∀x ∈ R, (Mn 6 x) =
n⋂

k=1

(Xk 6 x). Le passage à la probabilité donne alors :

∀x ∈ R, P (Mn 6 x) =

n∏

k=1

P (Xk 6 x) par indépendane mutuelle des Xk

=
(
P (X 6 x)

)n
ar toutes les v.a.r. Xk suivent la même loi que X

P (Mn 6 x) =

{

(1− e−λx)n si x > 0

0 si x < 0

Il est alors lair que FMn
est de lasse C1

sur ] − ∞; 0[ omme fontion onstante nulle, et sur

]0; +∞[ omme omposée de fontions de lasse C1
.

Comme par ailleurs : lim
x→0+

FMn
(x) = lim

x→0+
(1− e−λx)n = (1− 1)n = 0 = FMn

(0) = lim
x→0−

FMn
(x),

la fontion FMn
est don ontinue sur R, de lasse C1

sur R sauf peut-être en 0.

La variable aléatoire Mn est don à densité, et on obtient une telle densité fMn
par dérivation de

FMn
sur R, sauf en 0 où on dé�nit une valeur arbitraire, par exemple :

∀x ∈ R, fMn
(x) =







n.fX(x).
(
FX(x)

)n−1
= nλe−λx(1− e−λx)n−1

si x > 0

0 si x < 0

et on pose fMn
(0) = 0, e qui orrespond à la forme demandée par l'énoné.

b) Soit n ∈ N
∗
: la v.a.r. Mn admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞
xfMn

(x)dx est

absolument onvergente.

Comme la fontion x 7→ x.fMn
(x) est nulle sur ] − ∞, 0[ et positive sur [0,+∞[, ela revient à

prouver la onvergene simple de : n.

∫ +∞

0

λxe−λx(1− e−λx)n−1dx.

Pour tout x ∈ R
+ : e−λx ∈]0, 1], don 1− e−λx ∈ [0, 1[ et 0 6 xλe−λx(1− e−λx)n−1 6 xλe−λx

.

L'intégrale

∫ +∞

0

xλe−λxdx onverge et est égale à

1

λ
puisqu'elle est égale à l'espérane d'une

variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ .

Le théorème de omparaison des intégrales de fontions ontinues, positives permet de onlure

que l'intégrale n.

∫ +∞

0

xλe−λx(1 − e−λx)n−1dx est onvergente, don que Mn admet une espé-

rane.

) L'énoné demande ii de poser le hangement de variable : z = 1 − e−λx
, qui est bien de lasse

C1
sur [0; +∞[, dans l'intégrale

∫ a

0

xe−λx(1− e−λx)n−1dx où a > 0 ; on étudie suessivement :

� L'élément di�érentiel : dz = λ.e−λxdx.

� Le orps de l'intégrale : x(1− e−λx)n−1e−λxdx = −1

λ
ln(1− z).zn−1.

1

λ
dz

puisque : z = 1− e−λx ⇐⇒ e−λx = 1− z ⇐⇒ x = −1

λ
ln(1− z)

� Les bornes : x = 0 → z = 1− e0 = 1, et x = a → z = 1− e−λa

Don, par hangement de variable :

∫ a

0

xe−λx(1− e−λx)n−1dx = − 1

λ2

∫ 1−e−λa

0

zn−1 ln(1− z)dz.
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d) La variable aléatoire Mn admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞
xfMn

(x)dx, est

absolument onvergente.

Comme la fontion x 7→ xfMn
(x) est nulle sur R

−
et positive sur R

+∗
, ela revient à prouver la

onvergene simple de nλ

∫ +∞

0

xe−λx(1− e−λx)n−1dx, e qu'on a fait à la question 2.b).

Le hangement de variable réalisé en 2.) ne hange pas la nature de l'intégrale impropre, ii

onvergente : on peut passer à la limite quand a tend vers +∞ dans la relation de 2.) ;

omme lim
n→+∞

1− e−λa = 1− 0 = 1, on obtient bien :

E(Mn) = nλ× (− 1

λ2
)

∫ 1

0

zn−1 ln(1− z)dz = −n

λ

∫ 1

0

zn−1 ln(1− z)dz.

e) La fontion h : z 7→ (1−z)
(
1− ln(1−z)

)
est bien dé�nie et dérivable sur [0, 1[ (puisque 1−z > 0

pour tout z ∈ [0, 1[), ave :

∀z ∈ [0, 1[, h′(z) = −1.
(
1− ln(1− z)

)
+(1− z)

(
0− −1

1− z

)
= −1+ ln(1− z)+

1− z

1− z
= ln(1− z)

e qui prouve bien que h est une primitive sur [0, 1[ de z 7→ ln(1− z).

Soit alors b ∈ [0, 1[, on réalise une intégration par parties dans l'intégrale

∫ b

0

zn ln(1 − z)dz, en

posant :

u(z) = zn −→ u′(z) = nzn−1

v′(z) = ln(1− z) −→ v(z) = (1− z)
(
1− ln(1− z)

)

Les fontions u et v sont de lasse C1
, don par intégration par parties :

∫ b

0

zn ln(1− z)dz =
[

zn(1− z)
(
1− ln(1− z)

)]b

0
− n

∫ b

0

zn−1(1− z)
(
1− ln(1− z)

)
dz

= bn(1− b)− bn(1− b) ln(1− b)−n

∫ b

0

(zn−1− zn)dz+n

∫ b

0

zn−1 ln(1− z)dz−n

∫ b

0

zn ln(1− z)dz

Lorsque b tend vers 1− : lim
b→1−

bn(1 − b) = 0, lim
b→1−

(1 − b) ln(1 − b) = lim
X→0+

X ln(X) = 0 par

roissanes omparées.

Les intégrales restantes sont toutes onvergentes d'après e qui préède, le passage à la limite

donne don la relation :

∫ 1

0

zn ln(1− z)dz = −n

∫ 1

0

(zn−1 − zn)dz + n

∫ 1

0

zn−1 ln(1− z)dz − n

∫ 1

0

zn ln(1− z)dz

⇐⇒ − λ

n + 1
E(Mn+1) = −n

[zn

n
− zn+1

n + 1

]1

0
− λE(Mn) +

nλ

n+ 1
E(Mn+1)

⇐⇒ −(n + 1)λ

n+ 1
E(Mn+1) = −n

( 1

n
− 1

n+ 1

)

− λE(Mn)

⇐⇒ −λE(Mn+1) = − n

n(n + 1)
− λE(Mn)

⇐⇒ E(Mn+1) = E(Mn) +
1

λ(n+ 1)
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f) On pose pour tout n ∈ N
∗
: un =

n∑

j=1

1

j
. La relation préédente donne, par itération :

E(Mn) = E(Mn−1)+
1

λ.n
= E(Mn−2)+

1

λ.(n− 1)
+

1

λ.n
= · · · = E(M1)+

1

λ.2
+· · ·+ 1

λ(n− 1)
+

1

λ.n

Or : M1 = X1 ar il n'y a alors que X1 dans l'éhantillon, et E(M1) = E(X1) =
1

λ
puisque X1 →֒ E(λ). On en déduit :

E(Mn) =
1

λ

n∑

j=1

1

j
=

1

λ
.un

4. On pose pour tout n ∈ N
∗ : M ′

n =
Mn

un

et vn =
n∑

j=1

1

j2
. On admet que V (Mn) =

1

λ2
vn

(les aluls seraient semblables à eux e�etués pour obtenir E(Mn), mais beauoup plus lourds.)

a) Par linéarité de l'espérane :

E(M ′
n) =

1

un

E(Mn) =
1

un

× 1

λ
un =

1

λ
.

D'après les propriétés de la variane :

V (M ′
n) =

1

(un)2
V (Mn) =

vn

(λun)2
.

b) La suite de terme général vn est en fait la série de Riemann d'exposant α = 2 > 1, elle est don

onvergente (et on a peut-être appris que lim
n→+∞

vn =
π2

6
).

La suite (un) est en fait la série harmonique, qui diverge, ave : lim
n→+∞

un = +∞.

) Puisque E(M ′
n) =

1

λ
, M ′

n est bien un estimateur sans biais de

1

λ
.

Par quotient d'une suite onvergente ave une suite qui diverge vers +∞ :

lim
n→+∞

vn

(λun)2
= 0 = lim

n→+∞
V (M ′

n).

L'estimaeur sans biais M ′
n de

1

λ
, est don également un estimateur onvergent.

d) Soit Q la fontion polynomiale dé�nie sur R par Q(x) =

n∑

j=1

(

x− 1

j

)2

.

� C'est d'abord une fontion polyn�miale toujours positive sur R, puisque 'est la somme de

arrés de réels.

� La forme développée de Q(x) est :

∀x ∈ R, Q(x) =

n∑

j=1

(

x2 − 2

j
.x+

1

j2

)

= nx2 − 2x

n∑

j=1

1

j
+

n∑

j=1

1

j2
= x2 − 2un.x+ vn

Mais omme e trin�me du seond degré ne hange pas de signe : son disriminant est négatif,

'est-à-dire : (−2un)
2 − 4nvn 6 0 ⇐⇒ 4(un)

2 − 4nvn 6 0 ⇐⇒ (un)
2 6 nvn.

7 ©



e) Les deux estimateurs M ′
n et Xn de

1

λ
, sont tous les deux sans biais. Leurs risques respetifs sont

don égaux à leurs varianes, qui valent pour mémoire : V (M ′
n) =

vn

λ2(un)2
, et V (Xn) =

1

nλ2
.

Et omme on l'a vu à la question préédente :

(un)
2
6 nvn ⇐⇒ 1

n
6

vn

(un)2
⇐⇒ 1

λ2n
6

vn

λ2(un)2
⇐⇒ V (Xn) 6 V (M ′

n)

L'estimateur le plus intéressant est don Xn, puisque sans biais omme l'autre, il présente le risque

quadratique le plus faible.

Partie II. Un exemple.

Les notations et le ontexte sont eux de la partie I.

Dans ette partie, on suppose que la durée de vie (en heures) d'un omposant életronique est une

variable aléatoire X à valeurs stritement positives suivant la loi exponentielle de paramètre λ (ave

λ > 0).

On suppose qu'en as de panne, le omposant életronique est immédiatement remplaé pour un om-

posant neuf dont la durée de vie est indépendante et de même loi que elle des omposants préédents.

Pour j ∈ N
∗
, on note Xj la variable aléatoire égale à la durée de vie du j-ième omposant.

Pour n entier de N
∗
, on onstitue ainsi un n-éhantillon (X1, X2, . . . , Xn) de variables aléatoires à va-

leurs stritement positives, indépendantes et de même loi que X .

On note (x,x2, . . . , xn) la réalisation du n-éhantillon (X1, X2, . . . , Xn) et on pose : x =
1

n

n∑

i=1

xi.

5. a) Le réel

1

λ
est l'espérane de la variable aléatoire X , on l'interprète don omme le temps de vie

moyen d'un omposant életronique, qui s'exprime en heures.

b) Soit p ∈]0; 1[. On herhe un réel hp tel que : P (X > hp) = p.

Le réel hp ne peut pas être négatif, puisque : ∀x ∈ R
−, P (X > x) = 1. On herhe don hp > 0

tel que :

P (X > hp) = p ⇐⇒ e−λ.hp = p ⇐⇒ −λ.hp = ln(p) ⇐⇒ hp = − ln(p)

λ

) Un résultat lassique est que la moyenne empirique

1

n

n∑

i=1

Xi de l'éhantillon i.i.d. est un estimateur

sans biais et onvergent de l'espérane mathématique

1

λ
de leur loi ommune.

Démontrons que Hn = − ln(p)

n

n∑

i=1

Xi est un estimateur sans biais et onvergent de hp :

Par linéarité de l'espérane : E(Hn) = − ln(p)

n

n∑

i=1

E(Xi) = − ln(p)

n
× n× 1

λ
= − ln(p)

λ
= hp,

don Hn est un estimateur sans biais de hp.

Le risque quadratique de et estimateur est don égal à sa variane ; par indépendane mutuelle

des v.a.r. Xi de l'éhantillon :

V (Hn) =
(− ln(p))2

n2
V
( n∑

i=1

Xi

)

=
(ln(p))2

n2

n∑

i=1

V (Xi) =
(ln(p))2

n2
× n× 1

λ2
=

(ln(p))2

n.λ2

Ainsi, lim
n→+∞

V (Hn) = 0, et Hn est bien un estimateur sans biais et onvergent du paramètre hp.
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d) Ave

100∑

i=1

xi = 105 (et don n = 100), la réalisation de l'estimateur H100 est, pour p =
1

2
,

une estimation de h 1
2
, qui vaut :

− ln(
1

2
)× x = ln(2)× 1

100
× 105 ≈ 700 ave ln(2) ≈ 0, 7

6. On admet sans démonstration que pour tout n ∈ N
∗
, la fontion de répartition FYn

de la variable

aléatoire Yn est donnée par :

FYn
(x) =







1− e−λx

n−1∑

k=0

(λx)k

k!
si x > 0

0 sinon

.

Soit t > 0 un réel �xé et N(t) la variable aléatoire égale au nombre de pannes dans l'intervalle [0, t[.

a) Il est lair que la variable aléatoire N(t) est disrète, à valeurs dans N. On fait ensuite le lien

entre FYn
et la loi de N(t) :

La variable aléatoire Yn est lairement à densité puisque sa fontion de répartition FYn
est mani-

festement de lasse C1
sur R sauf peut-être en 0, où malgré tout :

lim
x→0+

FYn
(x) = 1− e0

n−1∑

k=0

0k

k!
= 1− 00 = 0 = lim

x→0−
FYn

(x) = FYn
(0)

La fontion FYn
est don ontinue en 0, et sur R tout entier.

Pour tout réel positif t, FYn
(t) = P (Yn 6 t) est don aussi égale à P (Yn < t) qui est la probabilité

que la somme des durées de vie des n premiers omposants soit stritement inférieure à t : 'est

ainsi équivalent au fait qu'il y ait eu au moins n pannes dans l'intervalle [0; t[.

En lair, les événements [Yn < t] et [N(t) > n] sont égaux, et ainsi :

∀n ∈ N
∗, P (N(t) > n) = FYn

(t) = 1− e−λt

n−1∑

k=0

(λt)k

k!

On retrouve alors lassiquement la loi de N(t) en érivant :

∀n ∈ N, P (N(t) = n) = P (N(t) > n)− P (N(t) > n+ 1)

= 1− e−λt

n−1∑

k=0

(λt)k

k!
− 1 + e−λt

n∑

k=0

(λt)k

k!

= e−λt.
(λt)n

n!

On reonnaît ainsi que N(t) suit la loi de Poisson de paramètre λt.

b) Une estimation "naturelle" du nombre moyen de pannes dans l'intervalle [0; t[, est l'espérane de
la variable aléatoire N(t), qui est don λt.

7. L'objetif de ette question est de déterminer un intervalle de on�ane asymptotique du paramètre

inonnu

1

λ
au niveau de on�ane 1− α (0 < α < 1).

a) Soit Φ la fontion de répartition de la loi normale entrée réduite et soient t1 et t2 deux réels

véri�ant :

Φ(t1) = 1− α

2
et Φ(t2) =

α

2
.
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On sait que Φ est une bijetion stritement roissante de R dans ]0; 1[, qui véri�e :

∀x ∈ R, Φ(−x) = 1− Φ(x).

Ii : Φ(t1) = 1− α

2
= 1− Φ(t2) = Φ(−t2) don t1 = −t2 ⇐⇒ t2 = −t1 par bijetivité de Φ.

b) On pose : Rn =
√
n(λXn − 1). (Xn)n∈N∗

étant une suite de variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées, véri�ons ii que Rn est la variable aléatoire entrée réduite assoiée

à la moyenne empirique Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi ; selon des aluls déjà e�etués à la partie I :

E(Xn) =
1

λ
et V (Xn) =

1

nλ2
.

La variable entrée réduite assoiée à Xn est don :

Xn − E(Xn)
√

V (Xn)
=

Xn −
1

λ
1

λ
√
n

= λ
√
n(Xn −

1

λ
) =

√
n(λXn − 1)

qui est bien égale à Rn. Le théorème de limite entrée assure ainsi que la suite de variables

aléatoires (Rn)n∈N∗
onverge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale entrée

réduite.

) Le résultat préédent donne ainsi, par dé�nition de la onvergene en loi :

lim
n→+∞

P
(
[−t1 6 Rn 6 t1]

)
= lim

n→+∞
FRn

(t1)−FRn
(−t1) = Φ(t1)−Φ(−t1) = Φ(t1)−Φ(t2) = 1−α

2
−α

2
= 1−α

d) Véri�ons que l'intervalle [−t1 6 Rn 6 t1] peut s'érire sous la forme :

[

Un 6
1

λ
6 Vn

]

, où Un et

Vn sont deux estimateurs de

1

λ
:

−t1 6 Rn 6 t1 ⇐⇒ −t1 6
√
n(λXn − 1) 6 t1 ⇐⇒ − t1√

n
+ 1 6 λXn 6

t1√
n
+ 1

Pour t1 �xé et n assez grand, 1− t1√
n
> 0 don on peut passer à l'inverse et :

−t1 6 Rn 6 t1 ⇐⇒ 1

1− t1√
n

>
1

λXn

>
1

1 +
t1√
n

⇐⇒ Xn

1− t1√
n

>
1

λ
>

Xn

1 +
t1√
n

Par équivalene :

lim
n→+∞

P

(

Xn

1 + t1√
n

6
1

λ
6

Xn

1− t1√
n

)

= lim
n→+∞

P (−t1 6 Rn 6 t1) = 1− α

e qui montre que

[

Xn

1 + t1√
n

;
Xn

1− t1√
n

]

est un intervalle de on�ane asymptotique de

1

λ
au niveau

de on�ane 1− α.

e) Par bijetivité de Φ : t2 = Φ−1
(α

2

)
= −t1, et lim

α→0
Φ−1

(α

2

)
= Φ−1(0) = −∞ ;

ainsi, quand α tend vers 0, t1 tend vers +∞ et t2 = −t1 tend vers −∞.
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En repartant de l'inégalité : 1 − t1√
n

6 λXn 6 1 +
t1√
n
, lorsque t1 est très grand (et n �xé),

l'inégalité de gauhe est toujours vraie et on est ramené, par inverse, à :

1

λXn

>
1

1 +
t1√
n

⇐⇒ 1

λ
>

Xn

1 +
t1√
n

, ave

Xn

1 +
t1√
n

très prohe de 0.

Bref, l'intervalle de on�ane devient "prohe" de ]0; +∞[ pour un risque α prohe de 0.

Lorsqu'au ontraire α tend vers 1, et don le niveau de on�ane 1− α tend vers 0 :

lim
α→1

Φ−1
(α

2

)
= Φ−1

(1

2

)
= 0, 'est-à-dire que t1 et t2 sont très prohes de 0 quand α devient prohe

de 1.

Mais alors : les deux bornes de l'intervalle de on�ane se rapprohent de Xn, 'est-à-dire que la

longueur de et intervalle est très faible : d'où un risque élevé !

f) Pour α = 0.05, on donne t1 ≈ 2.

La réalisation de l'éhantillon donne : x =
1

100

100∑

i=1

xi =
105

100
= 103, et :

x

1 +
t1√
100

≈ 1000

1 +
2

10

= 1000× 10

12
. Sahant que

10

12
=

5

6
= 1− 1

6
≈ 1− 0.167 = 0.833, alors la

borne inférieure de l'intervalle de on�ane est bien 833 (arrondi à l'unité).

Par ailleurs :

x

1− t1√
100

≈ 1000

1− 2

10

= 1000× 5

4
= 1000× 1.25 = 1250.

La réalisation de l'intervalle de on�ane asymptotique de

1

λ
au niveau de on�ane 0.95 est bien :

[833; 1250]

Partie III. Un résultat asymptotique.

Les notations et le ontexte sont eux des parties préédentes.

Pour tout n ∈ N
∗
, on pose Tn = Mn −

1

λ
ln(n) et on note FTn

la fontion de répartition de Tn.

8. a) Pour tout réel x, on a :

FTn
(x) = P (Tn 6 x) = P (Mn −

1

λ
ln(n) 6 x) = P (Mn 6 x+

1

λ
ln(n))

= P
(
max(X1, . . . , Xn) 6 x+

1

λ
ln(n)

)
= P

( n⋂

i=1

[Xi 6 x+
1

λ
ln(n)]

)

=

n∏

i=1

P (Xi 6 x+
1

λ
ln(n)) par indépendane des Xi

=
(

P (X 6 x+
1

λ
ln(n)

)n

ar les Xi suivent toutes la même loi que X

∀x ∈ R, FTn
(x) =

(

FX(x+
1

λ
ln(n))

)n
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b) Pour un réel x �xé quelonque, on herhe les entiers naturels n ∈ N tels que :

x+
1

λ
ln(n) > 0 ⇐⇒ 1

λ
ln(n) > −x ⇐⇒ ln(n) > −λx ⇐⇒ n > e−λx

ar λ > 0 et par strite roissane de exp sur R.

Le premier entier qui onvienne est Nx = ⌊e−λx⌋ + 1. Ainsi, pour tout n > Nx :

FX

(

x+
1

λ
ln(n)

)

= 1− e−λ.(x+ 1
λ
ln(n)) = 1− e−λ.x−ln(n) = 1− e− ln(n) × e−λ.x = 1− e−λ.x

n

) Soit x un réel quelonque ; pour n assez grand, n > Nx et :

FTn
(x) =

(

FX(x+
1

λ
ln(n))

)n

=
(

1− e−λ.x

n

)n

= exp
(

n ln
(
1− e−λ.x

n

))

Puisque lim
n→+∞

−e−λ.x

n
= 0, selon l'équivalent lassique ln(1 + u) ∼

u→0
u :

ln
(
1− e−λ.x

n

)
∼

n→+∞
−e−λ.x

n
, don n ln

(
1− e−λ.x

n

)
∼

n→+∞
−e−λ.x

Cela signi�e que : lim
n→+∞

n ln
(
1 − e−λ.x

n

)
= e−λ.x

, don par omposition ave l'exponentielle qui

est ontinue sur R :

∀x ∈ R, lim
n→+∞

exp
(

n ln
(
1− e−λ.x

n

))

= e−e−λ.x

= lim
n→+∞

FTn
(x)

9. Soit F la fontion dé�nie sur R à valeurs réelles telle que : ∀x ∈ R, F (x) = exp(−e−λ.x).

a) Les fontions exp et x 7→ −λ.x sont de lasse C∞
sur R, don par omposition, F est bien de

lasse C∞
sur R.

∀x ∈ R, F ′(x) = λ.e−λ.x.e−e−λ.x

> 0, don la fontion F est stritement roissante sur R.

lim
x→+∞

−λ.x = −∞ ar λ > 0, don lim
x→+∞

−e−λ.x = lim
X→−∞

−eX = 0,

et en�n lim
x→+∞

e−e−λ.x

= lim
X→0

eX = 1.

lim
x→−∞

−λ.x = +∞, don lim
x→−∞

−e−λ.x = lim
X→+∞

−eX = −∞, don lim
x→−∞

e−e−λ.x

= lim
X→−∞

eX = 0.

La fontion F ontinue, stritement roissante sur R, réalise don une bijetion de R dans :

F (R) =
]

lim
x→−∞

F (x); lim
x→+∞

F (x)
[

= ]0; 1[.

b) La fontion F est de lasse C∞
sur R, stritement roissante et bijetive de R dans ]0; 1[ ; 'est bien

la fontion de répartition d'une variable aléatoire T admettant une densité fT obtenue omme la

dérivée de F sur R, et à e titre fT est ontinue sur R, ave :

∀x ∈ R, fT (x) = F ′(x) = λ. exp(−λ.x− e−λ.x)

) Le résultat de la question 8.) se réérit : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

FTn
(x) = F (x), e qui assure la

onvergene en loi de la suite de variables aléatoires (Tn)n∈N∗
vers la variable T .

10. a) La variable aléatoire T admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞
xfT (x)dx, est

absolument onvergente. Pour tout x > 0 :

0 6 xfT (x) et xfT (x) = λ.x.e−λ.x.e−e−λ.x

6 λ.x.e−λ.x
ar 0 < e−e−λ.x

6 1 vu que −e−λ.x < 0.
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Or :

∫ +∞

0

λ.x.e−λ.xdx est une intégrale onvergente, 'est l'espérane d'une variable aléatoire

suivant la loi exponentielle de paramètre λ. Les fontions onsidérées étant ontinues sur R
+
,

par omparaison d'intégrales de fontion ontinues positives,

∫ +∞

0

xfT (x)dx est (absolument)

onvergente.

Il reste à prouver que l'intégrale

∫ 0

−∞
xfT (x)dx est absolument onvergente.

Pour tout x négatif : |x2×xfT (x)| = λ|x|3×e−λx−e−λx

. En posant X = −λx = λ|x|, l'expression
devient :

1

λ2
X3eX−eX =

1

λ3
.eln(X

3)+X−eX =
1

λ2
.e

eX
(
3 ln(X)

eX
+ X

eX
−1
)

,

où :

lorsque x tend vers −∞, X = −λx tend vers +∞, et : lim
X→+∞

3
ln(X)

eX
+

X

eX
− 1 = 0 + 0 − 1 par

roissanes omparées, don lim
X→+∞

eX
(

3
ln(X)

eX
+

X

eX
− 1
)

= −∞, et :

lim
X→+∞

1

λ2
.eln(X

3)+X−eX = lim
y→−∞

1

λ2
ey = 0 = lim

x→−∞
|x2 × xfT (x)|

Ce résultat signi�e que : |xfT (x)| = o−∞

( 1

x2

)
. Or

∫ −1

−∞

1

x2
dx est une intégrale onvergente

omme intégrale de Riemann ave α = 2 > 1 : par omparaison d'intégrales de fontions onti-

nues, positives, alors

∫ −1

−∞
xfT (x)dx est absolument onvergente.

Comme la fontion x 7→ xfT (x) est ontinue sur [−1; 0], l'intégrale

∫ 0

−∞
xfT (x)dx est absolument

onvergente.

Finalement, l'intégrale

∫ +∞

−∞
xfT (x)dx =

∫ 0

−∞
xfT (x)dx+

∫ +∞

0

xfT (x)dx est absolument onver-

gente, e qui assure que la variable aléatoire T admet une espérane.

b) On pose Z = −1

λ
ln(λX). Pour tout réel x :

FZ(x) = P (Z 6 x) = P (−1

λ
ln(λX) 6 x) = P (ln(λX) > −λ.x)

= P (λ.X > e−λ.x) = P (X >
e−λ.x

λ
) par strite roissane de exp sur R

= 1− P (X 6
e−λ.x

λ
) ar X est une variable à densité

= 1− (1− e−λ. e
−λ.x

λ ) ar

e−λ.x

λ
> 0

∀x ∈ R, FZ(x) = e−e−λ.x

= FT (x)

Les variables aléatoires Z et T ont ainsi la même fontion de répartition, don suivent la même

loi.

) Puisque les variables aléatoires Z et T suivent la même loi, alors elles admettent la même espé-

rane, dont l'existene est garantie depuis la question 10.a).
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L'espérane en question peut être obtenue grâe au théorème de transfert via la

relation Z = −1

λ
ln(λX) :

E(T ) = E(Z) =

∫ +∞

−∞
−1

λ
. ln(λx).fX(x)dx

= −1

λ

∫ +∞

0

ln(λx).λ.e−λxdx

E(T ) = −1

λ

∫ +∞

0

e−t ln(t)dt via le hangement de variable [t = λx]

d) La fontion ln est onave sur R
+∗
, sa ourbe est don située en-dessous de toutes ses tangentes.

La tangente lassiquement utilisée est elle au point d'absisse 1, d'équation : y = x− 1.

Ainsi don :

∀t ∈ R
+∗, ln(t) 6 t− 1 ⇐⇒ ∀t ∈ R

+∗, e−t ln(t) 6 e−t(t− 1).

Or :

∫ +∞

0

te−tdt est onvergente et vaut 1, on a reonnu l'espérane d'une loi exponentielle de

paramètre 1, qui a pour densité la fontion t 7→
{

e−t
si t > 0

0 si t < 0
.

Ainsi,

∫ +∞

0

e−tdt onverge et vaut 1.

Alors, par roissane de l'intégrale, les fontions onernées étant ontinues et d'intégrales im-

propres onvergentes :

∫ +∞

0

e−t ln(t)dt 6

∫ +∞

0

e−t(t−1)dt ⇐⇒
∫ +∞

0

e−t ln(t)dt 6

∫ +∞

0

te−tdt−
∫ +∞

0

e−tdt = 1−1 = 0

La multipliation par −1

λ
< 0 donne ainsi :

E(T ) = −1

λ

∫ +∞

0

e−t ln(t)dt > 0

11. On suppose dans ette question que λ = 1.

a) On sait déjà que F réalise une bijetion stritement roissante de R dans ]0; 1[ ; pour tout réel

y ∈]0; 1[, il existe un unique réel x tel que :

F (x) = y ⇐⇒ e−e−x

= y ⇐⇒ −e−x = ln(y) ⇐⇒ e−x = − ln(y)

⇐⇒ −x = ln
(
− ln(y)

)
⇐⇒ x = − ln

(
− ln(y)

)

La bijetion réiproque G de F est don dé�nie par : ∀x ∈ R, G(x) = − ln
(
− ln(x)

)
.

b) On onsidère le sript Silab suivant :

x=linspae(-2,2,400); y=(exp(-exp(-x))); plot(x,y); plot(y,x)

(i) Le veteur x réé par le sript ontient les termes suessifs d'une suite arithmétique (an)n∈N∗

de premier terme a1 = −2 et de 400-ième terme a400 = 2. En notant r la raison de la suite

(appelée aussi le pas), a400 = a1 + 399× r ⇐⇒ 2 = −2 + 399r ⇐⇒ r =
4

399
.
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La question est don de savoir s'il existe un entier N ompris entre 1 et 400 tel que :

aN = 0 ⇐⇒ −2 +
4

399
N = 0 ⇐⇒ N =

399

2

La solution trouvée n'est évidemment pas un entier, e qui prouve que le réel 0 n'appartient

pas au veteur x.

(ii) Après avoir réé le veteur d'absisses x, la ommande suivante rée le veteur y des images

des éléments de x par la fontion F .

La ommande plot(x,y) a�he la ourbe de la fontion F sur [−2, 2]. La ommande

plot(y,x), où les veteurs d'absisses et d'ordonnées ont été éhangées, permet d'a�her

la ourbe de la bijetion réiproque G sur le même graphique :

0 1 2−1−2

0

1

2

−1

−2

CF

CG

) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l'intervalle ]0, 1[. On détermine la loi de

la variable aléatoire G(U) en alulant sa fontion de répartition :

∀x ∈ R, P (G(U) 6 x) = P (U 6 F (x)) ar F est bijetive stritement roissante sur R, et G = F−1

= F (x) ar pour tout x ∈ R, F (x) ∈ [0, 1] et U →֒ U(]0, 1[)

Bref : la variable aléatoire G(U) a une fontion de répartition égale à F sur R, e qui assure

qu'elle suit la même loi que T .

d) Une rédation possible du résultat demandé : on sait que T admet une espérane égale à l'intégrale

impropre

∫ +∞

−∞
tfT (t)dt =

∫ +∞

−∞
t.e−t−e−t

dt.

L'intégrale impropre onvergente

∫ 0

−∞
tfT (t)dt est elle d'une fontion ontinue, négative, don

par négativité de l'intégrale :

∫ 0

−∞
tfT (t)dt 6 0.

Par ailleurs, on a remarqué à la question 10.a) que : ∀t > 0, 0 6 te−t−e−t

6 te−t
, où

∫ +∞

0

te−tdt

est une intégrale onvergente, vu que 'est l'espérane d'une loi exponentielle de paramètre λ = 1,
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qui vaut don 1. Ainsi par roissane de l'intégrale, toutes les intégrales impropres onernées

étant onvergentes :

∫ +∞

0

t.fT (t)dt 6

∫ +∞

0

te−tdt, et don, d'après la relation de Chasles :

E(T ) =

∫ 0

−∞
t.fT (t)dt+

∫ +∞

0

t.fT (t)dt 6 0 + 1 don E(T ) 6 1

e) La façon la plus simple de simuler T est d'utiliser le résultat de la question 11.) : on simule la

variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur ]0; 1[, et alors G(U) = − ln
(
− ln(U)

)
suit la même

loi que T :

1 U = rand()

2 T = -log(-log(U))

f) On ontinue d'utiliser ii le résultat de la question 11.) : E(T ) = E(G(U)) peut être approhée

par la méthode de Monte-Carlo en alulant

1

n

n∑

k=1

G(Uk) où (U1, U2, . . . , Un) est un éhantillon

de variables mutuellement indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur ]0; 1[.

1 n = input('taille de l ehantillon?')

2 U = grand(1,n,'unf',0,1) // simulation d'éhantillon de loi uniforme sur ℄0,1[

3 T = -log(-log(U)) // simulation de l'éhantillon suivant la loi de T

4 m = mean(T)

5 disp('valeur approhée de E(T) : '+string(m))

Ave un éhantillon de taille 106, on obtient la valeur approhée : E(T ) ≈ 0.576.
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