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Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maj’o@-ﬁe??w

EXERCICE

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et B = (e, eq,...,¢€,) la base canonique de R™.
n

Soit v un vecteur donné de R™ de coordonnées vy, vq, ..., v, dans la base B et qui vérifie Z v; = 1.
i=1

Soit f l'application définie sur R" qui a tout vecteur = = (&1, 2s,...,x,) € R", associe le vecteur f(x)

défini par :  f(z) =z — (zn::cg)v

=1

n
1. a) On peut déja dire que : pour tout x € R", =z — (sz> . v, = f(x) € R" comme combi-
=1

o~ : ~—
eRn €Rn
———
eR
naison linéaire de z et v.
Pour tous vecteurs x = (z1,%2,...,%,) et y = (Y1, Y2, .-+, Yn) de R, et pour tous réels \ et p :

A+ py = Az + py, Axa + pys, o ATy + 1Y),

donc :

fOz+py) = (Aa 4 py) — <Z Az + u.yi) B
i=1

n n

:)\.x—l—,u.y—)\.(Z:ci).v—,u.( yl->.v

i=1 i=1

- (3o0)1]

=1

n

e (320)

=1

3

+ w.

fOur + py) = A f(@) + pf(y)

L’application f est donc bien linéaire, et c¢’est un endomorphisme de R".

b) Pour montrer la relation demandée, on calcule, pour tout vecteur x de R™ :

foflx)= f<:v — <Z 3:1) .v) = f(z) — (Z a:Z) .f(v) par linéarité de f

n

Or: f(v)=v— <Z vi> 2w =v—1.v=0r. vul’hypothése de départ faite sur les composantes
i=1
de v.

On a done prouvé que :  Vzr € R", fo f(x) = f(x), soit :

fof=f (égalité d’applications).



2. Delarelation: fof=f < fof—f=0,ondéduit que P(X)=X?—-X = X(X —1) est un
polynéme annulateur de f.
Les valeurs propres possibles de f sont donc les racines de P, a savoir 0 et 1.

Reste a vérifier si elles sont bien valeurs propres :
e On a vu que f(v) = Og» dans le calcul précédent, or v ne peut pas étre le vecteur nul puisque la
somme de ses composantes vaut 1.

Donc v est vecteur propre pour la valeur propre 0, et 0 € Sp(f).

e Un vecteur propre u pour la valeur propre 1 vérifierait :

flx)=2 <= x—<2x2> V=1 = <le> W= 0pn < (Zwl> =0 puisque v # Ogn.

i=1 i=1

Il n’est ainsi pas difficile de voir par exemple que e; —ey = (1, —1,0,...,0) vérifie cette condition,
donc est un vecteur propre de f pour la valeur propre 1, donc 1 € Sp(f).

Finalement :  Sp(f) = {0, 1}.
3. a) Par définition de I'image d’un endomorphisme, un vecteur y appartient a Imf si et seulement si
il existe z € R™ tel que : y = f(2).
Mais on a alors :
fly)=fof(z)=[f(2) =y puisque fof=F.
Réciproquement, si f(y) = y, alors y a pour antécédent lui-méme par f, donc appartient a Imf...!
En définitive :

Imf ={yeR" f(y) =y},
c’est-a-dire que I'image de f est confondue avec son sous-espace propre pour la valeur propre 1.

b) Comme 0 est valeur propre, le sous-espace propre associé qui est Kerf est non réduit a 0, donc
de dimension non-nulle, et :  dimKerf > 1.

Le théoréme du rang pour f donne :
dimImf = dimR" — dim Kerf = dimImf <n —1

c¢) Pour tout entier ¢ € [1,n — 1] : e; — €;11 est le vecteur dont toutes les coorodonnées sont nulles,
sauf la i-iéme qui vaut 1, et la (i + 1)-iéme qui vaut —1.
La somme de toutes les coordonnées de ce vecteur est donc nulle, et par conséquent :

Vi € [[1,’[’L —3 1]], f(el - 62‘+1) = (ei - 62‘+1) —0v = € — €i+1

Tous ces vecteurs sont solutions de : f(y) = y, donc appartiennent & Imf d’aprés 3.a).
d) On vient de trouver n.— 1 vecteurs ; — es,e5 — €3,...,€, 1 — €, appartenant a I'image de f.

Si cette famille est libre, vu que dimImf < n — 1, on a alors dimImf = n — 1 et ces vecteurs
forment une base de I'image.

Posons donc une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs :
)\1.(61 - 62) + )\2.(62 - 63) + ...+ )\n_l.(en_l — en) = ORn
<~ ()\1, >\2 - )\1, )\3 - )\2, ey )\n,1 - )\n,Q, _)\n71> = (O, 0, O, ceey 0)

On en déduit successivement : Ay =0 puis \a =0, \3=0,...,\,_1 =0.

La famille (e; — €;41);<;<,,_; est libre, c’est donc aussi une base de Imf d’aprés les raisonnement
précédents.

Le rang de f, c’est-a-dire la dimension de I'image de f, est donc égal a n — 1.



4. a) Le théoréme du rang et le résultat précédent permettent de calculer plus précisément :
dimKerf = dimR"” —dimImf =n—(n—-1) =1

Il suffit donc de trouver un vecteur non-nul de Kerf pour qu’il constitue a lui seul, un base du
noyau.
Ce vecteur et déja connu : c’est v, donc (v) est une base de Kerf.

b) L’endomorphisme f a pour seules valeurs propres 0 et 1 :

e Le sous-espace propre FEy(f) pour la valeur propre 0 est le noyau de f.

e Comme on 'a en fait déja vu plus haut, le sous-espace propre E;(f) pour la valeur propre
1 est par définition ’ensemble des vecteurs y de R™ tels que f(y) = y, c’est donc aussi Im f
d’aprés 3.a).

c¢) Les résultats précédents montrent que :

0 et 1 sont les seules valeurs propres de f, et dim Ey(f) +dim By (f) =1+n—1=n=dimR",
donc f est bien diagonalisable.

5. Pour écrire la matrice M de f dans la base canonique, il faut d’abord calculer, pour tout i € [[1,n] :
n
f(el) =€; — (Z(el)]> U =€ — lov = (—Ul, —V24..., V1, 1~ Uiy = U1y -+, —Un)
j=1

puisque e; posséde une seule coordonnée non nulle (la #-iéme), égale a 1. On en déduit :

fler)  fle2) -+ flen)

1— V1 —U1 N —U1 €1
—V9 1— Vg = —V2 €9

M =
—Up, v, o 1=w,/ ey

On sait que rassembler une base de chacun des sous-espaces propres de f diagonalisable, donne une
base de R™ formée de vecteurs propres pour f.

La famille B’ = (v,e; — ey,...,€,_1 — €,) est une telle base, dans laquelle la matrice de f est tout
simplement :
000 -0
010 0
M=10 01 -0
0 00 1



PROBLEME

Dans tout le probléme :

e Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P).
e On considére une variable aléatoire X a valeurs strictement positives suivant une loi exponentielle
de paramétre A (avec A > 0), de densité fx définie par :

(o) = {)\6_)‘“*’ six >0

0 siz <0

1
Partie I. Comparaison de deux estimateurs de 1

L’objectif de cette partie est de comparer deux estimateurs sans biais et convergents du paramétre
1

inconnu —
A

Pour n entier de N*, soit (X, Xs, ..., X,,) un n-échantillon de variables aléatoires a valeurs strictement
positives, indépendantes et de méme loi que X.

& 1
On pose pour tout n € N*: Y, = E X;, X,=-Y, et M,=max(X;, Xo,...,X,).
n
i=1

1. D’aprés le cours sur la loi exponentielle :

1 1 l—e ™ siz>0
EX)=—=, V(X)=—, VreR, Fx(z)=
(X) A (X) A2 x() { 0 sinon
2. Les variables X1, X5, ..., X, suivent toutes la méme loi que X : par linéarité de I’espérance, X,

admet une espérance qui vaut :

Comme de plus les n variables aléatoires de I’échantillon sont mutuellement indépendantes, X,, admet
une variance qui vaut :

— 1 1 1 1
Mais alors :
A \ W — : . 1
E(X,) = 3 donc X,, est un estimateur sans biais de X
: ~ : 1 — : - 1
lim V(X,)= lim — =0 donc X,, est un estimateur sans biais convergent de —
n——+oo n——+oo n)\Z )\
3. a) Une question absolument incontournable! : la v.a.r. M, étant le maximum des n v.a.r. Xi,..., X,,

pour tout réel z :

[M,, < x| est réalisé si et seulement si tous les événements [ X}, < z] sont réalisés, pour k € [[1,n].

1. et posée dans des termes absolument semblables & I’épreuve EMLyon de la méme année!



Enclair: VzeR, (M, <z)= ﬂ(Xk < x). Le passage a la probabilité donne alors :
k=1

Vz € R, P(M, < z)

H P(X} < x) par indépendance mutuelle des X

Il
—_

k
= (P(X < 2))" car toutes les v.a.r. Xj, suivent la méme loi que X

_ ,—Az\n : >
P(M, <a)= {1 s 20
0 sixz <0
Il est alors clair que Fyy, est de classe C'! sur | — oo; 0] comme fonction constante nulle, et sur
]0; +oo[ comme composée de fonctions de classe C?.
Comme par ailleurs :  lim Fy, () = lim (1 —e )" = (1 - 1)" =0 = Fy,(0) = lim Fy, (2),
z—0t xz—0*t x—0~

la fonction Fy;, est donc continue sur R, de classe C! sur R sauf peut-étre en 0.

La variable aléatoire M, est donc a densité, et on obtient une telle densité fj;, par dérivation de
Fy; sur R, sauf en 0 ot on définit une valeur arbitraire, par exemple :

n.fx(z). (Fx(x) o nAe (1 — e )"l siz >0
0 sixz <0

et on pose fi, (0) =0, ce qui correspond a la forme demandée par 1’énoncé.

+oo
b) Soit n € N* : la v.a.r. M,, admet une espérance si et seulement si 'intégrale / x o, (x)dz est
—0o
absolument convergente.
Comme la fonction x +— z.fy, () est nulle sur | — 0o, 0 et positive sur [0, 4+o00[, cela revient a

+oo
prouver la convergence simple de : n/ Aze™ (1 — e )"y,
0

Pour tout z € RT : ¢ €]0,1], donc 1 —e ** € [0,1] et 0 < e (1 — e )71 L ghe 7,
+00 1
L’intégrale zhe dx converge et est égale A 3 puisqu’elle est égale & 1’espérance d’'une

0
variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A .

Le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues, positives permet de conclure

+o0

que l'intégrale n/ a:)\e"\x(l — e’)‘z)”’ldx est convergente, donc que M,, admet une espé-
0

rance.

¢) L’énoncé demande ici de poser le changement de variable : z = 1 — e~ qui est bien de classe

a
C' sur [0; +ool, dans I'intégrale / e (1 — e )" 1z ot @ > 0; on étudie successivement :
0

o L’élément différentiel :  dz = N.e du. . .
e Le corps de l'intégrale :  z(1 — e )" le=?2dy = Y In(1 — z).z"il.xdz
1
puisque: z=1l-e ™ <= e NM=1-2 & x= —Xln(l—z)

eleshornes:2=0—=z2=1—-€e"=l,etz=a—2=1—e"

Donc, par changement de variable :

—Aa

1 1—e
2" n(l — 2)dz.

/ e M (1 — e M)y = Y
0 0



+oo
d) La variable aléatoire M,, admet une espérance si et seulement si 'intégrale / xfar, (x)dz, est
—00

absolument convergente.

Comme la fonction x — xfy, (z) est nulle sur R~ et positive sur R™, cela revient a prouver la

+00
convergence simple de n)\/ ze (1 — e )" dg, ce qu'on a fait & la question 2.b).
0

Le changement de variable réalisé en 2.c) ne change pas la nature de l'intégrale impropre, ici

convergente : on peut passer a la limite quand a tend vers +oo dans la relation de 2.¢);
comme lim 1—e* =1-—0=1, on obtient bien :

n—-+o0o

n

1, ! !
E(M,) =n\ x (—ﬁ)/o 2" n(l — 2)dz = —X/O 2" n(1 — 2)dz.

e) La fonction h: z+ (1—2)(1—In(1—2)) est bien définie et dérivable sur [0, 1] (puisque 1—2z > 0
pour tout z € [0,1[), avec :

Vze[0,1], R(z)=-1.(1-In(1—2))+(1—2)(0— 1_1 )=-1+In(l—2)+ 1 N =1In(1-2)

—z =<

ce qui prouve bien que h est une primitive sur [0, 1] de z — In(1 — z).

Soit alors b € [0, 1], on réalise une intégration par parties dans I'intégrale /b 2" In(1 — 2)dz, en
posant : ’

u(z) = 2" — u'(2) =n2"!

V(z)=In(l-z) — v(z)=(1-2z)(1-In(l-2))
Les fonctions u et v sont de classe C!, donc par intégration par parties :

b

/Ob 2" In(l — 2z)dz = [z"(l —2)(1L—1In(1 - z))] — n/Ob N1 =2)(1—In(1 - 2))dz

0

b b b
=0"(1-0)—0b"(1-0) ln(l—b)—n/ (z”_l—z")dern/ z"_lln(l—z)dz—n/ 2" In(1—2)dz
0 0 0

Lorsque b tend vers 17 : = lim 0™(1 —b6) =0, lim (1 —0b)In(l —b) = lim XIn(X) = 0 par
b—1- b—1~ X—0t
croissances comparées.

Les intégrales restantes sont toutes convergentes d’aprés ce qui précéde, le passage a la limite
donne donc la relation :

1 1 1 1
/ 2"In(1 — z)dz = —n/ (2"t = 2M)dz + n/ 2" n(1 — 2)dz — n/ 2" In(1 — z)dz
0 0 0 0

T\ i 7 BMis) = _n[% : ::11]; —AB(M,) + nT1E<M”“)
e —AE(M,,,) = —ﬁ — \E(M,)
= B(M,.,) = E(M,) + ﬁ



n

1
f) On pose pour tout n € N*:  u, = Z —. La relation précédente donne, par itération :

=17
E(M,) = E(M,_)+ ! = FE(M,_2)+ ! + L_ = E(M;)+ ! +- 4 ! + !
n VTN HENMm=1) " An YTN2 An—1)" An
1
Or: M; = Xj cariln’y a alors que X; dans I’échantillon, et E(M;) = E(X;) = 3

puisque X; < £(A). On en déduit :

M, 1
4. On pose pour tout n € N*: M =—" et v, = Z —- On admet que V(M,)

= —
2 n

U A

" =

(les calculs seraient semblables & ceux effectués pour obtenir E (M, ), mais beaucoup plus lourds.)

a) Par linéarité de I’espérance :

1 1 1 1
EM) = —E(M,) = — X —u, = ~.
(M;) = —B(M) = — X = 5
D’apres les propriétés de la variance :
1 v
V(M) = V(M) =

b) La suite de terme général v, est en fait la série de Riemann d’exposant o = 2 > 1, elle est donc

convergente (et on a peut-étre appris que lim v, = —).
n—-+4o0o 6
La suite (u,) est en fait la série harmonique, qui diverge, avec : lim wu, = +o0.

n—-+4o0o

1 1
c¢) Puisque E(M]) = T M est bien un estimateur sans biais de T

Par quotient d’une suite convergente avec une suite qui diverge vers +oo :

Un,

lim =0= lim V(M)

n——+oo ()\un)Q n—-+oo

. - 1 .
L’estimaeur sans biais M, de % est donc également un estimateur convergent.

d) Soit @ la fonction polynomiale définie sur R par Q(z) = Z (x — f) :
. J
7j=1

e (C’est d’abord une fonction polynomiale toujours positive sur R, puisque c’est la somme de
carrés de réels.
e La forme développée de Q(z) est :

& 2 1 1 1
Vz € R, Q(x)zZ(xz—f.x+f2>:nx2—2x27+z,—2:x2—2un.x+vn
Jj=1 J J jzlj j:lj

Mais comme ce trinome du second degré ne change pas de signe : son discriminant est négatif,

cest-a-dire :  (—2u,)? —4nv, <0 < 4(u,)* — 4nv, <0 <= (u,)* < no,.



e)

— 1
Les deux estimateurs M) et X,, de v sont tous les deux sans biais. Leurs risques respectifs sont

v — 1
donc égaux & leurs variances, qui valent pour mémoire : V(M) = —"—, et V(X,) = —.
gaux v qui valent p (M) )’ (Xn) = —3
Et comme on I'a vu a la question précédente :
(un)? < =l V(X,) < V(M)
Up nuy, — n n
= o (un)? A2 A2 (uy,)? =

L’estimateur le plus intéressant est donc X,,, puisque sans biais comme 1’autre, il présente le risque
quadratique le plus faible.

Partie II. Un exemple.

Les notations et le contexte sont ceux de la partie 1.

Dans cette partie, on suppose que la durée de vie (en heures) d’un composant électronique est une
variable aléatoire X a valeurs strictement positives suivant la loi exponentielle de paramétre \ (avec
A > 0).

On suppose qu’en cas de panne, le composant électronique est, immédiatement remplacé pour un com-
posant neuf dont la durée de vie est indépendante et de méme loi que celle des composants précédents.

Pour j € N*, on note X; la variable aléatoire égale a la durée de vie du j-iéme composant.

Pour n entier de N*) on constitue ainsi un n-échantillon (X, Xs, ..., X,) de variables aléatoires a va-
leurs strictement positives, indépendantes et de méme loi que X.

1 n
On note (x 9, ..., x,) la réalisation du n-échantillon (X;, Xs,...,X,) et on pose : == — g X,
n
i=1

5. a)

b)

Le réel % est ’espérance de la variable aléatoire X, on l'interpréte donc comme le temps de vie
moyen d’un composant électronique, qui s’exprime en heures.

Soit p €]0; 1[. On cherche un réel b, tel que :  P(X > h,) = p.

Le réel h, ne peut pas étre négatif, puisque : Vz € R™, P(X > ) = 1. On cherche donc h, > 0
tel que :

In(p)

“Nhp _

P(X>h,) =p < e p <= —Ah,=In(p) < h,=—

n

Un résultat classique est que la moyenne empirique — E X, del’échantillon i.i.d. est un estimateur
n
i=1

.. . 1 .
sans biais et convergent de I’espérance mathématique X de leur loi commune.

1 n
Démontrons que H, = —M E X; est un estimateur sans biais et convergent de h,, :
n
i=1
. In(p) In(p) 1 In(p)
Par linéarité de 1’espé . E(H,) = ——= E(X;)=— XnX—=——=>=NAh,
ar linéarité de 1’espérance (Hy) - ;:1 (X;) " nx 5 ) »

donc H,, est un estimateur sans biais de h,,.

Le risque quadratique de cet estimateur est donc égal a sa variance; par indépendance mutuelle
des v.a.r. X; de I’échantillon :

i) = SOy (57 ) = SR Sy = O o, - (o0

n2 n A2 n.\2

Alinsi, liI_’I_l V(H,) =0, et H, est bien un estimateur sans biais et convergent du parameétre h,,.
n—-+0o0



100
1
d) Avec Z z; = 10° (et donc n = 100), la réalisation de I'estimateur Higg est, pour p = 2
i=1
une estimation de h%, qui vaut :

1 1
—111(5) X T =In(2) x 100 x 10° ~ 700  avec In(2) =~ 0,7

6. On admet sans démonstration que pour tout n € N* la fonction de répartition Fy, de la variable
aléatoire Y,, est donnée par :

n—1
Ax)k
1 —e @ <— siz >0
Fy, (v) = kzzo k! .

0 sinon

Soit ¢ > 0 un réel fixé et N(t) la variable aléatoire égale au nombre de pannes dans l'intervalle [0, ¢[.

a) Il est clair que la variable aléatoire N(t) est discréte, & valeurs dans N. On fait ensuite le lien
entre Fy, et laloi de N(¢) :
La variable aléatoire Y, est clairement & densité puisque sa fonction de répartition Fy, est mani-
festement de classe C! sur R sauf peut-étre en 0, olt malgré tout :

-1

lim Fy,(z)=1—¢ ZO— 1-0°=0= lim Fy,(z) = Fy,(0)

z—0+ ! . z—0—
k=0

La fonction Fy, est donc continue en 0, et sur R tout entier.

Pour tout réel positif t, Fy, (t) = P(Y,, < t) est donc aussi égale a P(Y,, < t) qui est la probabilité
que la somme des durées de vie des n premiers composants soit strictement inférieure a ¢ : c¢’est
ainsi équivalent au fait qu’il y ait eu au moins n pannes dans U'intervalle [0; ¢[.

En clair, les événements [Y,, < ] et [N(t) > n] sont égaux, et ainsi :

2 (M)

Vn e N, P(N(t)=n)=Fy, (t)=1—e™ o

(]

k=0

On retrouve alors classiquement la loi de N(t) en écrivant :

VneN, P(N(t) =n) = P(N(t) > n) — P(N(t) > n+ 1)

n—1 k n k
_ e (A N (A
e A g O

k=0 ) k=0

e A"

j ¢ n!

On reconnait ainsi que N () suit la loi de Poisson de paramétre At.

b) Une estimation "naturelle" du nombre moyen de pannes dans I'intervalle [0; ¢[, est espérance de
la variable aléatoire N (¢), qui est donc At.

7. L’objectif de cette question est de déterminer un intervalle de confiance asymptotique du parameétre

inconnu Y A niveau de confiance 1 —a (0 < a < 1).

a) Soit ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et soient t; et ¢t deux réels
vérifiant :



On sait que ® est une bijection strictement croissante de R dans |0; 1], qui vérifie :

VeeR, &(—z)=1->(x).
i
2

b) On pose : R, = /n(AX, —1). (X,,)nen- étant une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, vérifions ici que R, est la variable aléatoire centrée réduite associée

Ici: (I)(tl) =1- =1- (I)(tg) = (I)(—tg) donc t1 = —ty &< ity = —11 par leeCtIVIté de ©.

n
a la moyenne empirique X,, = — Z X, ; selon des calculs déja effectués a la partie I :
n
i=1
1 1

La variable centrée réduite associée a X, est donc :

1

R —_— Xn__

X, B(X) _ 1)\:)\\/5(_”_1):\/%()\7”—1)
V(X))

i

qui est bien égale a R,. Le théoréme de limite centrée assure ainsi que la suite de variables
aléatoires (R, )n,en+ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée
réduite.

c¢) Le résultat précédent donne ainsi, par définition de la convergence en loi :

) ) o«
1
d) Vérifions que l'intervalle [—t; < R,, < t1] peut s’écrire sous la forme : [Un < 3 < Vn], ou U, et

1
V., sont deux estimateurs de 3 :

¢ .
LI, < —=+1

Vi Vi

—t1 <R, <t &= —t; < VnM\X,—1) <t &= —

t
Pour t; fixé et n assez grand, 1 — \/—1, > 0 donc on peut passer a l'inverse et :
n
1 1 1 X, 1 X,
LS OO LS 1- L 1+ -1

Vi Vn v Vi

Par équivalence :

n—-+00

. X, 1 X, .
lim P(1+ gxg t1>: lim P(-tj < R, <ti))=1—-«

: Xn Xn , : 1 :
ce qui montre que — — | est un intervalle de confiance asymptotique de — au niveau
1+ ﬁ 1— \/—lﬁ A

de confiance 1 — a.
e) Par bijectivité de & :  t; = q)*l(%) = —t, et gg% qu(%) =®71(0) = —o0;

ainsi, quand « tend vers 0, t; tend vers +oo et t5 = —t; tend vers —oo.
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t _— t
En repartant de I'inégalité : 1 — \/—% <AX, <1+ ﬁ

I’inégalité de gauche est toujours vraie et on est ramené, par inverse, a :

, lorsque ¢; est trés grand (et n fixé),

1 1 "
X ; ;
AXn 4 L 1+ —= 1+ —

Vi Vi Vi

Bref, I'intervalle de confiance devient "proche" de ]0; +00[ pour un risque « proche de 0.

WV

1
<— X > trés proche de 0.

Lorsqu’au contraire « tend vers 1, et donc le niveau de confiance 1 — « tend vers 0 :

« 1
lim @' (<) = ®7!(5) =0, C’est-a-dire que ¢; et {5 sont trés proches de 0 quand « devient proche
a—1 2 2

de 1.

Mais alors : les deux bornes de l'intervalle de confiance se rapprochent de X,,, c’est-a-dire que la
longueur de cet intervalle est trés faible : d’ou un risque élevé!

f) Pour a = 0.05, on donne ¢, ~ 2.

1 100 105
La réalisation de ’échantillon donne : 7 = — ;= — = 10%, et
10 I 100
T 1000 10 10 5 1
xt ~ 5 = 1000 x —. Sachant que — = - =1— -~ 1—0.167 = 0.833, alors la
141 14+ = 12 12 6 6

v/100 10

borne inférieure de l'intervalle de confiance est bien 833 (arrondi a I'unité).

T 1000

Par ailleurs : 2 ~~ 5

j —
V100 10

1
La réalisation de I'intervalle de confiance asymptotique de 3 au niveau de confiance 0.95 est bien :

= 1000 X % = 1000 x 1.25 = 1250.

[833; 1250]

Partie III. Un résultat asymptotique.

Les notations et le contexte sont ceur des parties précédentes.
1
Pour tout n € N*, on pose T, = M,, — X In(n) et on note Fr, la fonction de répartition de T,,.

8. a) Pour tout réel x, on a :

Fr,(x)=P(T, <z) = P(M, — 3 In(n) <z)=P(M, <z+ 3 In(n))

o)
—~
S
N
8
+

|
B
2

N——
3

o
I
=
o
n
o
N
=
<
@
=
t+
—+
o
=
t+
@
n
&
=
>
=
)
e
e}
=
@
S
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b) Pour un réel z fixé quelconque, on cherche les entiers naturels n € N tels que :

1 1
:E+Xln(n) >0 <= Xln(n) > -1 <= In(n) > -z <= n>e ™

car A > 0 et par stricte croissance de exp sur R.

Le premier entier qui convienne est N, = |e~**| + 1. Ainsi, pour tout n > N, :

ef)\.z

1
I (SL’ T ln(n)) 1 ef)\.(:er%ln(n)) 1 ef)\.:vfln(n) 1 efln(n) > ef)\.:v 1
n

¢) Soit x un réel quelconque; pour n assez grand, n > N, et :

P (@) = (Fye+ ) = (1= S2)" = exp (nhn (1 - £)
x) = x+ —In(n =(1- =exp (nln (1 —
n X A n p n
e—)x.x
Puisque lim — = 0, selon I'équivalent classique In(1+4u) ~ w:
n—+o00 n u—0
—\.z .z -z
In (1 € ) ~ —6—, donc nIn (1 | € ) ~ —e
n n—-+oo n n n—-+oo
-z

Cela signifie que : lim nln (1 —
n—-+4oo n

est continue sur R :

) = ¢, done par composition avec 1’exponentielle qui

-z
Vee R, lim exp (n In (1- c )) L Fr, ()

n—-+oo n n——+oo

9. Soit F la fonction définie sur R & valeurs réelles telle que : Vo € R, F(z) = exp(—e %).
a) Les fonctions exp et x — —A.x sont de classe C* sur R, donc par composition, F' est bien de
classe C* sur R.
Ve eR, F'(z)=Ne e

s 0, dong la fonction F' est strictement croissante sur R.

lim —\.xz = —oocar A >0, donc lim —e "= lim —eX =0,

T—+00 T—+00 X——o00
. oA .
et enfin lim e ¢ " = lim eX = 1.
T—+00 X—=0

. . - . . o=z .

lim —\.z = +o0, donc lim —e ** = lim —e* = —o0, donc lim e~® = lim X =0.
T—>—00 r—r—00 X—+o00 r——00 X——00

La fonction F' continue, strictement croissante sur R, réalise donc une bijection de R dans :

FR) = ] lim F(z); lim F(z)[ =]0;1][.
T——00 T—r—+00
b) La fonction F est de classe C> sur R, strictement croissante et bijective de R dans |0; 1[; ¢’est bien
la fonction de répartition d’une variable aléatoire 7" admettant une densité f7 obtenue comme la
dérivée de F' sur R, et a ce titre fp est continue sur R, avec :

Ve R, fr(x) = F'(x) = X exp(—Az — e )

c) Le résultat de la question 8.c) se réécrit : Vo € R, lirf Fr,(x) = F(z), ce qui assure la
n—-+00

convergence en loi de la suite de variables aléatoires (7,,),en+ vers la variable T.
400
10. a) La variable aléatoire T' admet une espérance si et seulement si l'intégrale / xfr(z)dx, est

—00
absolument convergente. Pour tout z > 0 :
—A

A.x

0< xzfr(z) et zfr(z)= Aa.e Me " K Axe ™ car 0< e e <1 vuque —e <.
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+00

Or : / M\.z.e”Mdz est une intégrale convergente, c’est I'espérance d’une variable aléatoire
0

suivant la loi exponentielle de paramétre . Les fonctions considérées étant continues sur R7,

+oo
par comparaison d’intégrales de fonction continues positives, / xfr(x)dr est (absolument)
0

convergente.
0

xfr(z)dx est absolument convergente.
o

Il reste & prouver que l'intégrale /

Pour tout = négatif: |22 x zfr(z)| = Az|® x e **~¢ " En posant X = —Az = A|z|, Pexpression
devient :
Lysx—ed _ L omaxtx—e _ 1 X (304 %)
A2 A3’ A2 ’
ou :
In(X X
lorsque x tend vers —oo, X = —Ax tend vers 400, et : lim 3 (X ) +—5-1=0+0-1par
X—+400 € e
3 2 . X ln(X) X
croissances comparées, donc lim e (3— + — = 1) = —o0, et :
X—+o0 eX eX
lim 1 O FX =% — iy iey =0=lim |2* x zfr(z)]
X—+oo \2 ' Y—+—00 2 T——00 T

1 1
Ce résultat signifie que : |z fr(z)| = 0_(=). Or / —dz est une intégrale convergente
x e T
comme intégrale de Riemann avec o = 2 > 1 : par comparaison d’intégrales de fonctions conti-
-1

nues, positives, alors / xfr(z)dx est absolument convergente.
o

0

Comme la fonction z — xfr(z) est continue sur [—1; 0], I'intégrale / x fr(x)dz est absolument

convergente.
+oo

0 400
Finalement, I'intégrale / zfr(x)de = / xfp(z)d +/ x fr(x)dz est absolument conver-
00 00 0

gente, ce qui assure que la variable aléatoire T admet une espérance.

1
On pose Z = ~3 In(AX). Pour tout réel x :

Fz(z)=P(Z <x)= P(—%IH(AX) <xz)=P(In(A\X) > —\.x)

-z
=PAXZe ™) =P(X > ¢ ) ) par stricte croissance de exp sur R
67)\.:5
=1—-P(X < 5y ) car X est une variable a densité
e~ AT A
=1-(1—-e™>) car - >0
A
Ve eR, Fylz)=c° " = Fr(z)

Les variables aléatoires Z et 1" ont ainsi la méme fonction de répartition, donc suivent la méme
loi.

Puisque les variables aléatoires Z et T suivent la méme loi, alors elles admettent la méme espé-
rance, dont I’existence est garantie depuis la question 10.a).
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L’espérance en question peut étre obtenue grace au théoréme de transfert via la
1
relation Z = 3 In(AX) :

400
E(T)=FEZ) = / —%.ln()\:p).fx(x)dx

[e o]

1 [t
= ——/ In(Az).\.e dx
A Jo
1 [t
E(T) = ~3 /0 e 'In(t)dt  via le changement de variable [t = \x]

d) La fonction In est concave sur R sa courbe est donc située en-dessous de toutes ses tangentes.
La tangente classiquement utilisée est celle au point d’abscisse 1, d’équation : y = x — 1.

Ainsi donc :
VteR™, In(t) <t—1 <= VteR™ e 'In(t) <eF(t—1).
“+o0o
Or: / te 'dt est convergente et vaut 1, on a reconnu l’espérance d’une loi exponentielle de
0
—t .

e sit>0

paramétre 1, qui a pour densité la fonction ¢ — e ¥

0 sit<O0

“+o0o
Alinsi, / e 'dt converge et vaut 1.
0

Alors, par croissance de 'intégrale, les fonctions concernées étant continues et d’intégrales im-
propres convergentes :

+00 +00 o0 +oo +oo
/ e 'In(t)dt </ e H(t—1)dt <= / e In(t)dt </ te_tdt—/ etdt=1-1=0
0 0 0 0 0

1
La multiplication par DY < 0 donne ainsi :

11. On suppose dans cette question que A\ = 1.

a) On sait déja que F réalise une bijection strictement croissante de R dans ]0; 1[; pour tout réel
y €]0; 1], il existe un unique réel x tel que :

Flz)=y < ¢° =y < —e"=h(y) < ¢ =—In(y)
— —z=ln(-I(y) <= r=—In(-l(y)

La bijection réciproque G de F est donc définie par :  Va € R, G(z) = —In ( — In(x)).
b) On considére le seript Scilab suivant :

x=linspace(-2,2,400); y=(exp(-exp(-x))); plot(x,y); plot(y,x)

(i) Le vecteur x créé par le script contient les termes successifs d'une suite arithmétique (a,)pen-

de premier terme a; = —2 et de 400-iéme terme a4y = 2. En notant r la raison de la suite
4
(appelée aussi le pas), aspo = a1 +399 X r <= 2=-2+399r < r = 399"
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c)

VeeR, P(GU)<z)=PU<F(x))

La question est donc de savoir s’il existe un entier N compris entre 1 et 400 tel que :

4 399
ay=0 < 24— N=0 < N=""
N 309 2
La solution trouvée n’est évidemment pas un entier, ce qui prouve que le réel 0 n’appartient

pas au vecteur x.

(ii) Aprés avoir créé le vecteur d’abscisses x, la commande suivante crée le vecteur y des images
des éléments de x par la fonction F.

La commande plot(x,y) affiche la courbe de la fonction F sur [—2,2]. La commande
plot(y,x), ou les vecteurs d’abscisses et d’ordonnées ont été échangées, permet d’afficher
la courbe de la bijection réciproque G sur le méme graphique :

Ca

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur U'intervalle ]0, 1[. On détermine la loi de
la variable aléatoire G(U) en calculant sa fonction de répartition :

= F(x) car pour tout x € R, F(x) € [0,1] et U < U(]0, 1])

Bref : la variable aléatoire G(U) a une fonction de répartition égale a F' sur R, ce qui assure
qu’elle suit la méme loi que 7.

Une rédaction possible du résultat demandé : on sait que 7" admet une espérance égale a I'intégrale

+o0 +o0
impropre/ th(t)dt:/ teTt=cdt.

—00 —00

0

L’intégrale impropre convergente / tfr(t)dt est celle d’'une fonction continue, négative, donc
oo

0

par négativité de l'intégrale : / tfr(t)dt <0.

+o0
Par ailleurs, on a remarqué a la question 10.a) que: V¢t >0, 0 < temt ¢ < tet, on te tdt

0
est une intégrale convergente, vu que c’est 'espérance d’une loi exponentielle de paramétre A = 1,
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qui vaut donc 1. Ainsi par croissance de l'intégrale, toutes les intégrales impropres concernées

+oo +00
étant convergentes : / t.fr(t)dt < / te”'dt, et donc, d’aprés la relation de Chasles :
0 0

E(T) = / : tfr(t)dt + /0 +Oot.fT(t)dt<O+1 done  B(T) < 1

La fagon la plus simple de simuler 7" est d’utiliser le résultat de la question 11.c) : on simule la
variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur ]0; 1], et alors G(U) = — In (—1In(U)) suit la méme
loi que T :

U = rand()
T = -log(-log(U))
On continue d’utiliser ici le résultat de la question 11.c) :  E(T) = E(G(U)) peut étre approchée

1 n
par la méthode de Monte-Carlo en calculant — Z G(Uy) ou (Uy, Uy, <., U,) est un échantillon
n
k=1
de variables mutuellement indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur |0; 1].

n = input('taille de 1 echantillon?')

U = grand(1,n,'unf',0,1) // simulation d‘échantillomngde loi uniforme “Sur ]JO,1[
T = -log(-log(U)) // simulatiom de 1'échantillon Suivant la loi de T

m = mean(T)

disp('valeur approchée de E(T) '+string (m))

Avec un échantillon de taille 105, on obtient la valeur approchée :  E(T) ~ 0.576.
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