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EXERCICE

On noteM3(R) l'espa
e ve
toriel des matri
es 
arrées d'ordre 3 à 
oe�
ients réels.

On pose pour toute matri
e A = (ai,j)16i,j63 ∈ M3(R) :

s1(A) =
3∑

j=1

a1,j, s2(A) =
3∑

j=1

a2,j, s3(A) =
3∑

j=1

a3,j (somme des 
oe�
ients des lignes)

s4(A) =

3∑

i=1

ai,1, s5(A) =

3∑

i=1

ai,2, s6(A) =

3∑

i=1

ai,3 (somme des 
oe�
ients des 
olonnes)

s7(A) =

3∑

i=1

ai,i, s8(A) =

3∑

i=3

ai,4−i (somme des 
oe�
ients des diagonales)

Pour tout 
ouple (kℓ) ∈ J1, 3K2, on note Ek,ℓ la matri
e deM3(R) dont tous les 
oe�
ients sont nuls, ex
epté


elui situé à l'interse
tion de la k-ième ligne et de la ℓ-ième 
olonne qui vaut 1.

On rappelle que la famille (E1,1, E1,2, E1,3, E2,1, E2,2, E2,3, E3,1, E3,2, E3,3) est une base de M3(R) ; on note B

ette base.

1. Soit E l'ensemble des matri
es A ∈ M3(R) telles que s7(A) = 0.

a) Il est fa
ile de démontrer que l'appli
ation s7 est linéaire deM3(R) dans R :

Pour toutes matri
es A = (ai,j)16i,j63, B = (bi,j)16i,j63, et tout réel λ :

la matri
e λ.A+B a pour 
oe�
ients les réels (λ.ai,j + bi,j)16i,j63, et :

s7(λ.A+B) =
3∑

i=1

(λ.ai,j + bi,j) = λ.
3∑

i=1

ai,i +
3∑

i=1

bi,i = λ.s7(A) + s7(B).

L'ensemble E apparaît don
 
omme le noyau de 
ette appli
ation linéaire ; à 
e titre, 
'est un sous-espa
e

ve
toriel deM3(R).

b) Le point de vue pré
édent nous permet fa
ilement d'obtenir la dimension de E = Ker(s7) :
Comme s7 est à valeurs dans R : son image Im(s7) est un sous-espa
e ve
toriel de R, et est don
 de

dimension 0 ou 1.

Il est 
lair que dim Im(s7) 6= 0 puisque s7 n'est pas l'appli
ation nulle (par exemple : s7(E1,1) = 1 6= 0),
don
 dim Im(s7) = 1, et d'après le théorème du rang :

dim E = dimKer(s7) = dimM3(R)− dim Im(s7) = 9− 1 = 8.

Soit f l'appli
ation deM3(R) dans R
8
qui, à toute matri
e A ∈ M3(R), fait 
orrespondre le ve
teur

f(A) = (s1(A), s2(A), s3(A), s4(A), s5(A), s6(A), s7(A), s8(A)).

2. a) On montre de la même façon que pour s7, que toutes les appli
ations sk : M3(R) → R sont linéaires.

Ainsi :

Pour toutes matri
es (A,B) ∈ (M3(R))
2
, et tout réel λ :

f(λ.A+B) = (s1(λ.A+B), s2(λ.A+B), s3(λ.A+B), s4(λ.A+B), s5(λ.A+B), s6(λ.A+B),

s7(λ.A +B), s8(λ.A+B))

= (λ.s1(A) + s1(B), λ.s2(A) + s2(B), λ.s3(A) + s3(B), λ.s4(A) + s4(B), λ.s5(A) + s5(B),
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λ.s6(A) + s6(B), λ.s7(A) + s7(B), λ.s8(A) + s8(B))

= λ. (s1(A), s2(A), s3(A), s4(A), s5(A), s6(A), s7(A), s8(A))

+ (s1(B), s2(B), s3(B), s4(B), s5(B), s6(B), s7(B), s8(B))

f(λ.A+B) = λ.f(A) + f(B)

b) On note C la base 
anonique de R
8
. On é
rit fa
ilement la matri
e F de f dans les bases B

et C = (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8) :

f(E11) f(E12) f(E13) f(E21) f(E22) f(E23) f(E31) f(E32) f(E33)








































1 1 1 0 0 0 0 0 0 e1

0 0 0 1 1 1 0 0 0 e2

0 0 0 0 0 0 1 1 1 e3

1 0 0 1 0 0 1 0 0 e4

0 1 0 0 1 0 0 1 0 e5

0 0 1 0 0 1 0 0 1 e6

1 0 0 0 1 0 0 0 1 e7

0 0 1 0 1 0 1 0 0 e8

3. On note G l'ensemble des matri
es A ∈ M3(R) telles que :

s1(A) = s2(A) = s3(A) = s4(A) = s5(A) = s6(A) = s7(A) = s8(A)

a) On peut i
i adopter le point de vue suivant : si on note V le ve
teur de R
8
dont tous les 
oe�
ients

sont égaux à 1, une matri
e A appartient à G si et seulement si les 
oe�
ients du ve
teur f(A) sont tous
égaux, don
 :

A ∈ G ⇐⇒ f(A) ∈ Vect(V ) ⇐⇒ ∃ α ∈ R; f(A) = α.V

Soient don
 deux éléments A et B de G : il existe deux réels α et β tels que f(A) = α.V et f(B) = β.V ;

pour tout réel λ, par linéarité de f :

f(λ.A+B) = λ.f(A) + f(B) = (λ.α + β).V


e qui prouve que λ.A+B appartient bien à G (son image par f appartient à Vect(V )).

Ainsi, G est en e�et un sous-espa
e ve
toriel deM3(R).

b) On note Ker(f) le noyau de l'appli
ation linéaire f ; soit A une matri
e deM3(R), alors on a les équiva-

len
es :

A ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(A) = 0R8 ⇐⇒ ∀k ∈ J1, 8K, sk(A) = 0

Ainsi, une matri
e A appartient à Ker(f) si et seulement si les 8 sommes sk(A) (1 6 k 6 8) sont toutes
égales (et don
 : A ∈ G), et nulles (don
 en parti
ulier : s7(A) = 0, et A ∈ E).
L'équivalen
e : A ∈ Ker(f) ⇐⇒ A ∈ G ∩ E donne bien l'égalité des ensembles :

G ∩ E = Ker(f)


) On note J la matri
e deM3(R) dont tous les 
oe�
ients sont égaux à 1.

Soit A une matri
e de G : les huit sommes (lignes, 
olonnes, diagonales) sont toutes égales à un même réel

α tel que : f(A) = α.V . On 
her
he alors une matri
e B de Ker(f) et un réel λ tels que : A = B+λ.J .

Raisonnons par impli
ations

1

: supposant que B et λ existent, la linéarité de f donne alors :

f(A) = f(B) + λ.f(J) =⇒ α = 0 + 3λ =⇒ λ =
1

3
.α puisque B ∈ Ker(f)

1. on dit parfois qu'on raisonne par analyse-synthèse
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Ré
iproquement, si on pose, pour A ∈ G, et α la valeur 
ommune aux trois sommes :

Si on dé�nit B = A − 1
3 .α.J : A et J appartiennent au sous-espa
e ve
toriel G, don
 B aussi et par

linéarité de f :

f(B) = f(A)− 1

3
.α.f(J) = α.V − 1

3
.α.3.V = 0

Don
 B ∈ Ker(f), et on a bien la relation : A = B + 1
3 .α.J , 
'est-à-dire que toute matri
e de G peut

s'é
rire 
omme une matri
e de Ker(f) et d'une matri
e de Vect(J), et 
e
i de façon unique.

d) En l'absen
e de méthode plus e�
a
e proposée par l'énon
é, on se résout à 
al
uler le rang de la matri
e

F ... Remarquons tout de même la relation entre ses six premières lignes : L1 + L2 + L3 = L4 + L5 + L6

(matri
e ligne à 9 
oe�
ients égaux à 1), 
e qui s'é
rit aussi : L1 = L4 + L5 + L6 − L2 − L3, et on peut

don
 supprimer L1 dans le 
al
ul du rang.

On peut aussi intelligemment réorganiser les lignes restantes, en les é
rivant dans l'ordre suivant :

L7, L5, L8, L2, L4, L6, L3, de sorte que :

rg(F ) = rg













1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1













= rg













1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 −1 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1 1 −1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1













L5 ← L5 − L1

L6 ← L6 − L3

L5←L5−L4= rg













1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 −2 −1 1 0 −1
0 0 0 0 −1 1 −1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1













L6←2L6−L5= rg














1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 −2 −1 1 0 −1
0 0 0 0 0 3 −3 0 3

0 0 0 0 0 0 1 1 1














On a é
helonné la matri
e et obtenu 7 pivots non-nuls,

Ainsi : rg(F ) = 7

e) Le théorème du rang s'applique, et donne :

dimKer(f) + rg(f) = dimM3(R) ⇐⇒ dimKer(f) = 9− 7 = 2

Il su�t don
, pour obtenir une base de f , de trouver deux ve
teurs du noyau formant une famille libre,


'est-à-dire non-
olinéaires. Il est fa
ile de voir que les matri
es :

U1 =





0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0




et U2 =





1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1





Satisfont à 
es exigen
es : (U1, U2) est don
 une base de Ker(f).

Le mot de la �n :

Comment ne pas terminer par 
ette jolie 
uriosité mathématique sur les 
arrés magiques ?

La matri
e de G : 3.U1 + U2 + 5.J =





6 7 2
1 5 9
8 3 4




utilisant une et une seule fois 
ha
un des 9 
hi�res

non-nuls !
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PROBLÈME

� La fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite est notée Φ.

� La notation exp désigne la fon
tion exponentielle.

� Les trois parties du problème étaient largement indépendantes.

Partie I. Un équivalent d'une intégrale

1. Soit N la fon
tion dé�nie sur l'intervalle [0; 1[, à valeurs réelles, telle que : N(x) = x2−2x−2(1−x) ln(1−x).

a) Pour tout x de [0, 1[, 1− x > 0 don
 la fon
tion N est bien de 
lasse C1 sur 
et intervalle 
omme somme,

produit et 
omposée de fon
tions de 
lasse C1.
b) On dé�nit sur [0; 1[ la fon
tion h par : h(x) = x+ ln(1−x). Comme pré
édemment, 
'est une fon
tion de


lasse C1 sur 
et intervalle, ave
 :

∀x ∈ [0; 1[, h′(x) = 1− 1

1− x
=
−x
1− x

.

Sur [0; 1[,
−x
1− x

6 0, don
 h est dé
roissante sur 
et intervalle, et :

∀x ∈ [0; 1[, h(x) = x+ ln(1− x) 6 h(0) = 0− ln(1) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [0; 1[, ln(1− x) 6 −x.

) Pour tout réel x de [0; 1[ :

N ′(x) = 2x− 2− 2[− ln(1− x) + (1− x).
−1

1− x
] = 2x− 2 + 2 ln(1− x) + 2 = 2(x+ ln(1− x)) 6 0 d'après

la question pré
édente.

d) La fon
tion N est don
 dé
roissante sur [0; 1[, et par 
onséquent :

∀x ∈ [0; 1[, N(0) > N(x) > lim
x→1−

N(x)

où : lim
x→1−

x2 − 2x = −1, et lim
x→1−

(1− x) ln(1− x) = lim
X→0+

X ln(X) = 0 par 
roissan
es 
omparées :

Ainsi, lim
x→1−

N(x) = −1 et 
omme N(0) = 0− 0− ln(1) = 0 :

∀x ∈ [0; 1[, −1 6 N(x) 6 0

2. Soit f la fon
tion dé�nie sur l'intervalle ]0; 1[, à valeurs réelles, telle que : f(x) = −2x+ ln(1− x)

x2
.

a) Au voisinage de 0, on a : ln(1 + u) = u− u2

2
+ o(u2).

Quand x tend vers 0, u = −x aussi et ln(1− x) = −x− x2

2
+ o(x2).

b) Le développement limité pré
édent permet d'é
rire, au voisinage de 0 (x > 0) :

f(x) = −2x− x− x2/2 + o(x2)

x2
=

x2 + o(x2)

x2
= 1 + o(1), d'où : lim

x→0+
f(x) = 1. La fon
tion f est bien

prolongeable par 
ontinuité en 0, en posant f(0) = 1.
On note en
ore f la fon
tion ainsi prolongée.


) La fon
tion f est bien dérivable sur ]0; 1[ 
omme quotient et 
omposée de fon
tion dérivables, et :

∀x ∈]0; 1[, f ′(x) = −2.
(1− 1

1−x).x
2 − (x+ ln(1− x)).2x

x4

= −2.
−x3

1−x − 2x(x+ ln(1− x))

x4
= −2.−x

3 − 2x(1 − x)(x+ ln(1− x))

x4(1− x)

= −2.−x
3 − 2x+ 2x3 − 2x(1 − x) ln(1− x)

x4(1− x)
= −2.x

2 − 1x− 2(1 − x) ln(1− x)

x3(1− x)

∀x ∈]0; 1[, f ′(x) = −2 N(x)

x3(1− x)

d) On a vu que : ]∀x ∈]0; 1[, N(x) 6 0. Comme x3(1 − x) > 0 sur 
et intervalle, on en 
on
lut que :

∀x ∈]0; 1[, f ′(x) > 0. La 
ontinuité de f en 0 assure que f est stri
tement 
roissante sur [0; 1[.

4 ©



On a vu que f(0) = 1 après prolongement ; au voisinage de 1, par valeurs inférieures :

lim
x→1−

1− x = 0+, don
 lim
x→1−

ln(1− x) = −∞. On en déduit : lim
x→1−

−2x+ ln(1− x)

x2
= +∞.

x
0

f

1

1

+∞
Ainsi : la fon
tion f est 
ontinue, stri
tement 
roissante sur

[0; 1[ : elle réalise don
 une bije
tion, d'après le théorème du

même nom, de [0; 1[ dans l'intervalle image [1;+∞[.

3. On pose pour tout n ∈ N
∗
et pour tout x ∈ [0; 1[: gn(x) = exp

(

−nx2

2
f(x)

)

.

a) La fon
tion f étant 
ontinue sur [0; 1[, il en est de même pour la fon
tion gn par 
omposition de fon
tions


ontinues, exp et x 7→ x2 étant 
ontinues sur R.

Comme lim
x→1−

f(x) = +∞ : lim
x→1−

−nx2

2
f(x) = −∞, et puisque lim

X→−∞
exp(X) = 0, par 
omposition :

lim
x→1−

gn(x) = 0. La fon
tion gn est don
 prolongeable par 
ontinuité en 1, don
 l'intégrale

∫ 1

0
gn(t)dt est


onvergente ("fausse impropreté" en 1), et 
e quel que soit l'entier n ∈ N
∗
. On note In 
ette intégrale.

b) La fon
tion gn est bien sûr positive sur [0; 1[ 
ar l'exponentielle d'un réel l'est toujours.

On a établi plus haut que : ∀x ∈ [0; 1[, f(x) > f(0) = 1 (f étant 
roissante), don
 :

∀x ∈ [0; 1[, −nx2

2
6 −nx2

2
f(x) (
ar −nx2

2
6 0).

La 
roissan
e de l'exponentielle sur R permet de 
on
lure :

∀x ∈ [0; 1[, 0 6 gn(x) = exp

(

−nx2

2
f(x)

)

6 exp

(

−nx2

2

)


) Dans la double inégalité pré
édente, les fon
tions 
on
ernés sont 
ontinues, positives sur [0; 1[, 
oninues
ou prolongeable par 
ontinuité en 1, don
 d'intégrales 
onvergentes entre 0 et 1 > 0 : les propriétés de

positivité et 
roissan
e de l'intégrale assurent don
 que :

∀n ∈ N
∗, 0 6

∫ 1

0
gn(t)dt 6

∫ 1

0
exp

(

−nt2

2

)

dt

L'intégrale 
entrale est bien sûr In, quant à 
elle de gau
he, le 
hangement de variable a�ne u = t
√
n

donne :

∀n ∈ N
∗,

∫ 1

0
exp

(

−nt2

2

)

dt =

∫ √n

0
exp

(

−u2

2

)
du√
n

=

√

2π

n
.

1√
2π

.

∫ √n

0
exp

(

−u2

2

)

du

=

√

2π

n
.
(
Φ(
√
n)− Φ(0)

)
=

√

2π

n
.

(

Φ(
√
n)− 1

2

)

On a bien démontré l'en
adrement : ∀n ∈ N
∗, 0 6 In 6

√

2π

n
.

(

Φ(
√
n)− 1

2

)

.

d) Comme Φ est une fon
tion de répartition, on a : ∀n ∈ N
∗, Φ(

√
n) 6 1, et don
 :

Φ(
√
n) − 1

2
6

1

2
, d'où : ∀n ∈ N∗, 0 6 In 6

√

2π

n

(

Φ(
√
n)− 1

2

)

6
1

2

√

2π

n
=

√
π

2n
, 
e qui donne bien

l'en
adrement demandé.

4. Soit (vn)n∈N∗
la suite réelle dé�nie par : ∀n ∈ N

∗, vn =
1

ln(n+ 2)
.

a) Pour tout entier n ∈ N
∗
: n+2 > 3 > e, don
 ln(n+2) > 1, 
e qui donne bien : ∀n ∈ N

∗, 0 < vn < 1 par

inverse.

b) On pose, pour tout n ∈ N
∗
: wn = f(vn). Il est 
lair que lim

n→+∞
vn = 0, et 
omme f est 
ontinue en 0 :

lim
n→+∞

wn = f(0) = 1, 
e qui prouve la 
onvergen
e de (wn)n∈N∗
et donne sa limite.
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) Montrons su

essivement les inégalités demandées :

∀n ∈ N
∗, 0 < vn < 1 et la relation de Chasles donne :

∫ 1

0
gn(x)dx =

∫ vn

0
gn(x)dx+

∫ 1

vn

gn(x)dx, où

∫ 1

vn

gn(x)dx est positive 
omme intégrale 
onvergente d'une

fon
tion 
ontinue, positive sur [vn; 1[. On a bien : ∀n ∈ N
∗,

∫ 1

0
gn(x)dx >

∫ vn

0
gn(x)dx.

Sur l'intervalle [0; vn], la fon
tion f est 
roissante don
 : ∀x ∈ [0; vn], f(x) 6 f(vn).

D'où : ∀x ∈ [0; vn], −
nx2

2
f(x) > −nx2

2
f(vn) =⇒ exp

(

−nx2

2
f(x)

)

= gn(x) > exp

(

−nx2

2
wn

)

.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0; vn], don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∀n ∈ N
∗,

∫ vn

0
gn(x)dx >

∫ vn

0
exp

(

−nx2

2
wn

)

dx.

On réalise pour �nir le 
hangement de variable a�ne u = x
√
nwn dans la dernière intégrale :

∀n ∈ N
∗,

∫ vn

0
exp

(

−nx2

2
wn

)

dx =

∫ vn
√
nwn

0
exp

(

−u2

2

)

.
du√
nwn

. On a bien démontré :

∀n ∈ N
∗, In >

∫ vn

0
gn(x)dx >

∫ vn

0
exp

(

−nx2

2
wn

)

dx >
1√
nwn

∫ vn
√
nwn

0
exp

(

−u2

2

)

du

d) On sait déjà que : ∀n ∈ N
∗, In 6

√
π

2n
⇐⇒ In

√

2n

π
6 1.

La question pré
édente permet aussi d'é
rire :

∀n ∈ N
∗, In

√

2n

π
>

√
2

πwn

∫ vn
√
nwn

0
exp

(

−u2

2

)

du

>
2√
wn

.
1√
2π

∫ vn
√
nwn

0
exp

(

−u2

2

)

du

>
2√
wn

(Φ(vn
√
nwn)− Φ(0))

On a bien obtenu l'en
adrement : ∀n ∈ N
∗,

2√
wn

(

Φ(vn
√
nwn)−

1

2

)

6 In

√

2n

π
6 1.

e) Pour tout entier n ∈ N
∗
: vn
√
nwn =

√
n

ln(n+ 2)
.
√
wn =

n1/2

ln(n)
.

√
wn

1 + ln(1+2/n)
ln(n)

, où :

lim
n→+∞

n1/2

ln(n)
= +∞ par 
roissan
es 
omparées, et : lim

n→+∞
1 +

ln(1 + 2/n)

ln(n)
= 1 = lim

n→+∞
wn.

On 
on
lut que : lim
n→+∞

vn
√
nwn = +∞, don
 lim

n→+∞
Φ(vn

√
nwn) = lim

X→+∞
Φ(X) = 1, d'où :

lim
n→+∞

2√
wn

(

Φ(vn
√
nwn)−

1

2

)

= 2.(1 − 1

2
) = 1.

L'en
adrement obtenu à la question pré
édente donne, d'après le théorème du même nom :

lim
n→+∞

In

√

2n

π
= 1 ⇐⇒ In ∼

n→+∞

√
π

2n

Partie II. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson

5. On pose pour tout réel x > 0 et pour tout n ∈ N
∗
: J0(x) = 1− e−x et Jn(x) =

1

n!

∫ x

0
tne−tdt.

a) Pour tout réel x > 0 : J1(x) =

∫ x

0
te−tdt se 
al
ule à l'aide d'une intégration par parties, en posant :

u(t) = t → u′(t) = 1
v′(t) = e−t → v(t) = −e−t . Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur [0;+∞[, et :

∀x > 0, J1(x) =

∫

0xte−tdt =
[
−te−t

]x

0
+

∫ x

0
e−tdt = −xe−x +

[
−e−t

]x

0
= 1− (x+ 1)e−x.
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b) Pour tout réel x > 0, et pour tout entier n ∈ N
∗
, on réalise à nouveau une intégration par parties dans

l'intégrale Jn(x) =
1

n!

∫ x

0
tne−tdt, en posant :

u(t) = tn → u′(t) = ntn−1

v′(t) = e−t → v(t) = −e−t .

Les fon
tions u et v sont bien de 
lasse C1 sur [0;+∞[, et :

∀x > 0, Jn(x) =
1

n!

(
[
−tne−t

]x

0
+ n

∫ x

0
tn−1e−tdt

)

Jn(x) = −
1

n!
.xne−x +

1

(n− 1)!

∫ x

0
tn−1e−tdt

︸ ︷︷ ︸

Jn−1(x)


e qui est bien la relation demandée.


) Par itération de la relation pré
édente, on obtient :

Jn(x) = Jn−1(x)−
1

n!
xne−x

= Jn−2(x)−
1

(n− 1)!
xn−1e−x − 1

n!
xne−x

= · · ·

= J0(x)
︸ ︷︷ ︸

1−e−x

−
n∑

k=1

1

k!
xke−x

= 1−
n∑

k=0

e−x.
xk

k!

d) La relation obtenue à la question b) peut se réé
rire :

∀n ∈ N∗, ∀x > 0,

∫ x

0
tne−tdt = n!Jn(x) = n!Jn−1(x)− xne−x = n.

∫ x

0
tn−1e−tdt− xne−x.

On peut ainsi montrer par ré
urren
e que, pour tout n ∈ N, l'intégrale

∫ +∞

0
tne−tdt est 
onvergente :

I. ∀x > 0,

∫ x

0
t0e−tdt =

[
−e−t

]x

0
= 1− e−x qui tend vers 1 quand x→ +∞.

Ainsi,

∫ +∞

0
e−tdt 
onverge et vaut 1.

H. Supposons l'intégrale

∫ +∞

0
tn−1e−tdt 
onvergente pour un 
ertain n ∈ N

∗
.

Au rang suivant, on a alors : lim
n→+∞

xne−x = 0 par 
roissan
es 
omparées, don


lim
x→+∞

∫ x

0
tne−tdt = n.

∫ +∞

0
tn−1e−tdt− 0 existe.

On en déduit la 
onvergen
e de l'intégrale, et la relation :

∫ +∞

0
tne−tdt = n

∫ +∞

0
tn−1e−tdt.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e, et la relation :

∫ +∞

0
tne−tdt = n

∫ +∞

0
tn−1e−tdt donne par ré
urren
e immédiate :

∀n ∈ N,

∫ +∞

0
tne−tdt = n!

e) Le 
hangement de variable a�ne t = n(1− x) dans l'intégrale In =

∫ 1

0
gn(x)dx (où x = 1− t

n
) :

∀n ∈ N
∗, In =

∫ 1

0
exp

(

−nx2

2
.f(x)

)

dx =

∫ 1

0
exp (n(x+ ln(1− x))) dx

=

∫ 0

n
exp

(

n(1− t

n
+ ln(

t

n
))

)

.(− 1

n
)dt

=
1

n

∫ n

0
en.e−t.en ln(t/n)dt
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=
en

n

∫ n

0

(
t

n

)n

.e−tdt = n!
en

nn+1
.
1

n!

∫ n

0
tne−tdt

∀n ∈ N
∗, In = n!

en

nn+1
Jn(n)

Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires indépendantes, dé�nies sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ),

de même loi de Poisson de paramètre 1. On pose pour tout n ∈ N
∗ : Sn =

n∑

i=1

Xi.

6. a) Le théorème de stabilité de la loi de Poisson spé
i�e que si X et Y sont deux variables aléatoires indé-

pendantes, suivant 
ha
une une loi de Poisson, de paramètres respe
tifs λ et µ, alors leur somme X + Y
suit la loi de Poisson de paramètre λ+ µ. Ce théorème se généralise (par ré
urren
e) au 
as de la somme

de n variables de Poisson mutuellement indépendantes 
omme i
i : leur somme Sn suit la loi de Poisson

de paramètre n (somme des n paramètres tous égaux à 1).

b) Vu que Sn →֒ P(n), Sn(Ω) = N et :

∀n ∈ N, P (Sn 6 n) =
n∑

k=0

P (Sn = k) =
n∑

k=0

e−n.
nk

n!
= 1− Jn(n) d'après la relation obtenue en 5.
).

On a aussi : P (Sn > n) = 1− P (Sn < n) = 1− P (Sn 6 n− 1) = Jn−1(n) selon le même prin
ipe.

7. Pour tout n ∈ N
∗
, on note hn la fon
tion dé�nie sur R

+
, à valeurs réelles, telle que : hn(x) = xn.e−x.

a) La fon
tion hn est de 
lasse C∞ sur R
+
, ave
 :

∀x ∈ R
+, h′n(x) = nxn−1e−x + xn(−e−x) = xn−1e−x(n− x).

Sur R
+
, xn−1 > 0 et e−x > 0, le signe de h′n(x) est don
 
elui de n − x, d'où le tableau de variation :

x
0

n +∞
h′

n
(x)

hn

+
0

−

0 0

nne−n

lim
x→+∞

xne−x = 0 par 
roissan
es 
omparées.

b) L'introdu
tion de la fon
tion hn permet de réé
rire 
ertaines des relations pré
édentes :

∀n ∈ N
∗, P (Sn 6 n) = 1− Jn(n) = 1− 1

n!

∫ n

0
hn(t)dt,

et de même : P (Sn+1 6 n+ 1) = 1− Jn+1(n + 1) = 1− 1

(n+ 1)!

∫ n+1

0
hn+1(t)dt.

la relation obtenue en 5.b) se réé
rit aussi : ∀n ∈ N, ∀x > 0, Jn(x) = Jn+1(x) +
1

(n+ 1)!
xn+1e−x, d'où :

∀n ∈ N
∗, P (Sn+1 6 n+ 1)− P (Sn 6 n) = −Jn+1(n+ 1) + Jn(n) = −Jn+1(n + 1) + Jn+1(n) +

1

(n+ 1)!
nn+1e−n

= − 1

(n+ 1)!

(∫ n+1

0
hn+1(t)dt−

∫ n

0
hn+1(t)dt− hn+1(n)

)

= − 1

(n+ 1)!
.

(∫ n+1

n
hn+1(t)dt− hn+1(n)

)

relation de Chasles

P (Sn+1 6 n+ 1)− P (Sn 6 n) = − 1

(n+ 1)!
.

(∫ n+1

n
(hn+1(t)− hn+1(n)) dt

)


ar

∫ n+1

n
hn+1(n)dt = hn+1(n)× (n+ 1− n) = hn+1(n)


) Sur l'intervalle [n;n+ 1], la fon
tion hn+1 est 
roissante, don
 : ∀t ∈ [n;n+ 1], hn+1(t)− hn+1(n) > 0.
La fon
tion intégrée est 
ontinue sur [n;n + 1], les bornes sont bien é
rites dans l'ordre 
roissant, don


par positivité de l'intégrale :

∀n ∈ N
∗,

∫ n+1

n
(hn+1(t)− hn+1(n)) dt > 0. Par produit ave
 − 1

(n+ 1)!
< 0, on obtient bien :

∀n ∈ N
∗, P (Sn+1 6 n+ 1)− P (Sn 6 n) 6 0, 
'est-à-dire que la suite (P (Sn 6 n))n∈N∗ est dé
roissante.
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d) Sur le même mode, on é
rit :

∀n ∈ N
∗, P (Sn+1 > n+ 1)− P (Sn > n) = Jn(n + 1)− Jn−1(n) = Jn(n+ 1)−

(

Jn(n) +
1

n!
nne−n

)

d'après 5.b)

= Jn(n + 1)− Jn(n)−
1

n!
hn(n) =

1

n!

∫ n+1

n
hn+1(t)dt−

1

n!
hn(n)

=
1

n!

∫ n+1

n
(hn(t)− hn(n)) dt

Sur l'intervalle [n;n+ 1], la fon
tion hn est, elle, dé
roissante, don
 : ∀t ∈ [n;n + 1], hn(t) − hn(n) 6 0.
La fon
tion 
on
ernée étant 
ontinue sur [n;n + 1], les bornes dans l'ordre 
roissant : la 
roissan
e de

l'intégrale donne 
ette fois :

∀n ∈ N
∗,

1

n!

∫ n+1

n
(hn(t)− hn(n)) dt 6 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N

∗, P (Sn+1 > n+ 1)− P (Sn > n) 6 0

La suite (P (Sn > n))n∈N∗ est don
 elle aussi dé
roissante.

e) Les deux suites (P (Sn 6 n))n∈N∗ et (P (Sn > n))n∈N∗ sont dé
roissantes, minorées par 0 
ar il s'agit de

probabilités ! Elles sont don
 toutes deux 
onvergentes, d'après le théorème de limite monotone.

8. a) On peut énon
er ainsi le théorème de la limite 
entrée : soit (Xi)i∈N∗
une suite de variables aléatoires

indépendantes, identiquement distribuées, admettant une espéran
e m et une varian
e non nulle σ2
.

En posant Sn =
n∑

i=1

Xi et S
∗
n =

Sn − E(Sn)

σ(Sn)
=

Sn − nm

σ
√
n

, alors : la suite (S∗n)n∈N∗

onverge en loi vers la

loi normale 
entrée réduite, 
e qui se traduit notamment par :

∀a ∈ R ∪ {−∞}, ∀b ∈ R ∪ {+∞} ave
 a < b : lim
n→+∞

P (a 6 S∗n 6 b) =
1√
2π

∫ b

a
e−t

2/2dt

I
i : les Xi suivent toutes la loi de Poisson de paramètre 1, don
 m = 1 et σ = 1. Ainsi :

P (Sn 6 n) = P (Sn − n 6 0) = P

(
Sn − n.1√

n.1
6 0

)

−−−−−→
n→+∞

1√
2π

∫ 0

−∞
e−t

2/2dt = Φ(0) =
1

2
.

b) Les résultats des questions 4. et 5. permettent d'é
rire :

∀n ∈ N
∗, P (Sn 6 n) = 1− Jn(n) = 1− nn+1

n!en
In ⇐⇒

nn+1e−n

n!
In = 1− P (Sn 6 n).

D'après 
e qui pré
ède, on a don
 : lim
n→+∞

nn+1e−n

n!
In =

1

2
⇐⇒ lim

n→+∞

2nn+1Ine
−n

n!
= 1, soit :

n! ∼
n→+∞

2nn+1e−nIn ∼
n→+∞

2nn+1e−n
√

π

2n
= nne−n

√
2πn, 
e qui est bien sûr la formule de Stirling.


) Vu que Sn suit la loi de Poisson de paramètre n :

∀n ∈ N
∗, P (Sn = n) = e−n.

nn

n!
∼

n→+∞

e−nnn

nne−n
√
2πn

=
1√
2πn

d'après l'équivalent de Stirling.

D'où : lim
n→+∞

P (Sn = n) = lim
n→+∞

1√
2πn

= 0 (deux suites équivalentes ont en parti
ulier la même limite).

d) Pour �nir : ∀n ∈ N
∗, P (Sn > n) = P (Sn = n) + P (Sn > n) = P (Sn = n) + 1− P (Sn 6 n).

Des questions 8.a) et 8.
), on déduit don
 : lim
n→+∞

P (Sn > n) = 0 + 1− 1

2
=

1

2
.

Partie III. Médianes : 
as des variables aléatoires dis
rètes et des variables aléatoires à

densité

Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), de fon
tion de répartition F .

On appelle médiane de X, tout réel m véri�ant les deux 
onditions : P (X 6 m) >
1

2
et P (X > m) >

1

2
.

On admet qu'un tel réel m existe toujours.

9. Prin
ipe de l'algorithme : On sait que la fon
tion de répartition de X vaut 0 en 0, 1 en N , et est 
roissante,

en es
alier sur [1;N ]. Il existe don
 un premier entier m tel que : FX(m) = P (X 6 m) >
1

2
.
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Au rang pré
édent, on avait don
 P (X 6 m− 1) <
1

2
⇐⇒ P (X > m) >

1

2
.

L'entier m est don
 la médiane re
her
hée.

Version Turbo-Pas
al du s
ript demandé, la loi de la

variable aléatoire X est supposée sto
kée dans une va-

riable loi du type proba dé
laré en en-tête.

type proba = array[1..N℄ of real;

fun
tion mediane (loi :proba) :real;

Var m :integer;

S :real;

Begin

S:=0; m:=0;

while (S < 0.5) do

begin

m:=m+1;

S:=S+loi[m℄

end;

mediane:=m

end;

Version S
ilab où la variable loi est tout simplement

un tableau uniligne dont on n'a pas besoin de pré
iser

la taille.

fun
tion y = mediane(loi)

S = 0; m = 0;

while (S < 0.5)

m = m+1

S = S+loi(m)

end

y=m

endfun
tion

10. Dans 
ette question, X est une variable aléatoire dis
rète à valeurs dans N admettant une espéran
e E(X).

a) Soit r ∈ N
∗
: E(|X − r|) existe si et seulement si la série

∑

k>0

|k− r|P (X = k) est absolument 
onvergente,

d'après le théorème de transfert. C'est une série à termes positifs, don
 il su�t d'étudier la 
onvergen
e

simple ; 
omme |k − r| =
{

k − r si k > r

r − k si k < r
:

∀n > r,
n∑

k=0

|k − r|P (X = k) =
r∑

k=0

|k − r|P (X = k) +
n∑

k=r+1

|k − r|P (X = k)

=
r∑

k=0

(r − k)P (X = k) +
n∑

k=r+1

(k − r)P (X = k)

=

r∑

k=0

(r − k)P (X = k) +

n∑

k=0

(k − r)P (X = k)−
r∑

k=0

(k − r)P (X = k)

=

n∑

k=0

kP (X = k)− r.

n∑

k=0

P (X = k) + 2

r∑

k=0

(r − k)P (X = k)

On re
onnaît deux séries 
onvergentes (
elle dé�nissant E(X), et la somme des probabilités de la loi de

X), don
 |X − r| admet une espéran
e qui vaut :

E(|X−r|) =
+∞∑

k=0

kP (X = k)−r.
+∞∑

k=0

P (X = k)

︸ ︷︷ ︸

=1

+2
r−1∑

k=0

(r−k)P (X = k) = E(X)−r+2
r−1∑

k=0

(r−k)P (X = k)

(le terme pour k = r est nul dans la dernière somme)

b) La relation demandée demande un 
al
ul ave
 une somme double :

r−1∑

k=0

F (k) =

r−1∑

k=0

P (X 6 k) =

r−1∑

k=0

k∑

i=0

P (X = i)

=
∑

06i6k6r−1

P (X = i) =

r−1∑

i=0

r−1∑

k=i

P (X = i) interversion
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r−1∑

k=0

F (k) =

r−1∑

i=0

(r − i)P (X = i) CQFD

Pour 
on
lure, il su�t alors d'é
rire :

E(|X− r|) = E(X)− r+2

r−1∑

k=0

(r−k)P (X = k) = E(X)−
r−1∑

k=0

1+2

r−1∑

k=0

F (k) = E(X)+2

r−1∑

k=0

(

F (k)− 1

2

)


) Soit m une médiane de X, on suppose que m ∈ N
∗
.

Il y a deux 
as à 
onsidérer, pour r ∈ N
∗
(et r 6= m) :

⋆ Si r > m :

E(|X − r|)− E(|X −m|) = E(X) + 2

r−1∑

k=0

(

F (k) − 1

2

)

− E(X) − 2

m−1∑

k=0

(

F (k)− 1

2

)

= 2
r−1∑

k=m

(

F (k)− 1

2

)

Pour tout k ∈ Jm, r − 1K : F (k) > F (m) = P (X 6 m) >
1

2
par dé�nition de m ; par 
onséquent,

E(|X − r|)−E(|X −m|) est positif 
omme somme de termes toutes positifs.

⋆ Si r < m :

E(|X − r|)− E(|X −m|) = E(X) + 2

r−1∑

k=0

(

F (k) − 1

2

)

− E(X) − 2

m−1∑

k=0

(

F (k)− 1

2

)

= −2
m−1∑

k=r

(

F (k)− 1

2

)

où 
ette fois : ∀k ∈ Jr;m− 1K, F (k) 6 F (m − 1) <
1

2
(toujours par dé�nition de la médiane), don


m−1∑

k=r

(

F (k) − 1

2

)

est négatif 
omme somme de réels négatifs ; le produit par −2 permet de 
on
lure :

E(|X − r|)−E(|X −m|) est à nouveau positif.

Ainsi : ∀r ∈ N∗, E(|X − r|) > E(|X −m|) : la médiane m est l'entier en lequel la suite (E(|X − r|))r∈N∗

atteint sa valeur minimale.

d) On suppose que X suit la loi de Poisson de paramètre n : la dé
roissan
e des suites (P (Sn > n))n∈N∗

et (P (Sn 6 n))n∈N∗ et le fait qu'elles 
onvergent vers

1

2
(questions 7.et 8.) permettent notamment de


on
lure que :

∀n ∈ N
∗, P (Sn > n) >

1

2
et P (Sn 6 n) >

1

2
(leur limite est dans 
e 
as leur plus grand minorant).

Comme X suit la même loi de Poisson que Sn, (n est 
ette fois �xé), l'entier n est bien une médiane de

X, les deux 
onditions étant véri�ées.

En reprenant la relation obtenue en 10.a) :

E(|X − n|) = E(X)− n+ 2
n−1∑

k=0

(n− k)P (X = k)

= n− n+ 2
n−1∑

k=0

(n− k)e−n
nk

k!
= 2e−n

[
n−1∑

k=1

(
nk+1

k!
− nk

(k − 1)!

)

+
n

0!

]

= 2e−n.

[
nn

(n− 1)!
+ n

]

=
2e−n.nn+1

n!
+ 2ne−n après téles
opage

L'équivalent de Stirling donne :

2e−nnn+1

n!
∼

n→+∞

2e−nnn+1

nne−n
√
2πn

=

√

2n

π
.

Comme lim
n→+∞

2ne−n = 0 par 
roissan
es 
omparées, tandis que lim
n→+∞

√

2n

π
= +∞, on a bien :

E(|X − n|) ∼
n→+∞

√

2n

π
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11. Dans 
ette question, X est une variable aléatoire à densité dont une densité f est 
ontinue sur R.

On suppose queX admet une espéran
e E(X). SoitM la fon
tion de R dans R dé�nie parM(x) = E(|X−x|).
a) Pour tout réel x > 0 : F (x) 6 1 puisque F est une fon
tion de répartition, 
e qui donne bien l'inégalité :

x(1− F (x)) > 0.

Par ailleurs : 1−F (x) = P (X > x) =

∫ +∞

x
f(t)dt, où : ∀x > 0, ∀t ∈ [x; +∞[: x 6 t et don
 xf(t) 6 tf(t)


ar f est une densité, don
 positive sur R.

Les intégrales

∫ +∞

x
xf(t)dt = x

∫ +∞

x
f(t)dt et

∫ +∞

x
tf(t)dt sont 
onvergentes, 
ar f est une densité


ontinue sur R et X admet une espéran
e (les deux sont en fait des restes d'intégrales 
onvergentes).

Par 
roissan
e de l'intégrale, on a bien : ∀x > 0,

∫ +∞

x
xf(t)dt = x(1 − F (x)) 6

∫ +∞

x
tf(t)dt, d'où

l'en
adrement demandé.

Or, 
omme on l'a dit :

∫ +∞

x
tf(t)dt est le reste d'une intégrale 
onvergente (
elle qui dé�nit E(X)), don
 :

lim
x→+∞

∫ +∞

x
tf(t)dt = 0. Le théorème d'en
adrement permet de 
on
lure : lim

x→+∞
x(1− F (x)) = 0.

Si on 
onsidère maintenant la variable aléatoire Y = −X : 
omme la densité f de X est 
ontinue sur R, il

en sera de même de 
elle de Y , et en appliquant le résultat pré
édent à Y , on a : lim
y→+∞

y(1−FY (y)) = 0.

Comme : ∀y > 0, FY (y) = P (Y 6 y) = P (−X 6 y) = P (X > −y) = 1− F (−y), le résultat devient :

lim
y→+∞

yF (−y) = 0 ⇐⇒ lim
x→−∞

−xF (x) = 0 ⇐⇒ lim
x→−∞

xF (x) = 0

ave
 le 
hangement de variable x = −y.
b) Soit x ∈ R ; puisque X admet une espéran
e, on peut d'emblée montrer, grâ
e au théorème de transfert,

que E(|X − x|) existe, puisque :
∀t ∈ R, 0 6 |t − x|f(t) 6 |t|f(t) + |x|f(t), où :

∫ +∞

−∞
tf(t)dt est absolument 
onvergente et vaut E(X),

et

∫ +∞

−∞
|x|f(t)dt = |x| puisque

∫ +∞

−∞
f(t)dt = 1.

Ainsi, par 
omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives sur R :

∫ +∞

−∞
|t− x|f(t)dt est 
onvergente, et vaut E(|X − x|).

On peut alors 
onsidérer, pour deux réels A < x et B > x :

MA,B(x) =

∫ B

A
|t− x|f(t)dt =

∫ x

A
(x− t)f(t)dt+

∫ B

x
(t− x)f(t)dt d'après la relation de Chasles.

Dans 
ha
une de 
es deux intégrales, on réalise une intégration par parties ave
 :

Dans la première :

u(t) = (x− t) → u′(t) = −1
v′(t) = f(t) → v(t) = F (t)

et dans la deuxième :

u(t) = (t− x) → u′(t) = 1
v′(t) = f(t) → v(t) = F (t)− 1

t 7→ F (t) − 1 est bien une primitive de f sur R, et il n'est pas interdit de s'adapter au résultat �nal


her
hé ! Les fon
tion u et v 
on
ernées dans les deux 
as sont bien de 
lasse C1 sur R, et :

MA,B(x) =

∫ x

A
(x− t)f(t)dt+

∫ B

x
(t− x)f(t)dt

= [(x− t)F (t)]xA +

∫ x

A
F (t)dt+ [(t− x)F (t)]Bx −

∫ B

x
(F (t)− 1)dt

= (x−A)F (A) +

∫ x

A
F (t)dt+ (B − x)(F (B)− 1) +

∫ B

x
(1− F (t))dt

=

∫ x

A
F (t)dt+

∫ B

x
(1− F (t))dt+ xF (A)−AF (A)−B(1− F (B))− x(F (B)− 1)

Les questions pré
édentes et les propriétés de la fon
tion de répartition F donnent :

lim
A→−∞

AF (A) = 0 = lim
A→−∞

xF (A) = lim
B→+∞

B(1−F (B)) = lim
B→+∞

x(F (B)−1) (vu que lim
B→+∞

F (B) = 1)
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Le passage à la limite quand A → −∞ et B → +∞, li
ite 
ar on travaille i
i ave
 des intégrales


onvergentes, donne bien :

∀x ∈ R, M(x) =

∫ x

−∞
F (t)dt+

∫ +∞

x
(1− F (t))dt.


) Soient a et b deux réels quel
onques. Les intégrales qui suivent étant toutes 
onvergentes, on peut é
rire :

M(b)−M(a) =

∫ b

−∞
F (t)dt+

∫ +∞

b
(1− F (t))dt−

∫ a

−∞
F (t)dt−

∫ +∞

a
(1− F (t))dt

=

∫ b

a
F (t)dt+

∫ a

b
(1− F (t))dt =

∫ b

a
[F (t)− (1− F (t))] dt

=

∫ b

a
(2F (t)− 1) dt

d) Soit alors m une médiane de X : pour tout réel x > m :

M(x) −M(m) =

∫ x

m
(2F (t)− 1) dt est l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue, ave
 m 6 x (bornes dans

l'ordre 
roissant) et :

∀t ∈ [m;x], F (t) > F (m) >
1

2
par dé�nition d'une médiane, don
 :

∀t ∈ [m;x], 2F (t)−1 > 0, et : ∀x > m, M(x)−M(m) > 0 par positivité de l'intégrale (fon
tion 
ontinue,

positive sur [m;x].

Soit maintenant x 6 m :

M(x) −M(m) =

∫ x

m
(2F (t) − 1) dt =

∫ m

x
(1− 2F (t)) dt est en
ore l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue,

où on a remis les bornes dans l'ordre 
roissant, ave
 :

∀t ∈ [x;m], F (t) 6 F (m) ⇐⇒ 1 − F (t) > 1 − F (m) = P (X > m) = P (X > m) >
1

2

ar X est à

densité, de médiane m.

Ainsi : ∀t ∈ [x;m], 1− F (t) >
1

2
⇐⇒ 1

2
> F (t) ⇐⇒ 1− 2F (t) > 0.

La positivité de l'intégrale assure en
ore que : ∀x 6 m, M(x)−M(m) > 0.

De façon analogue au 
as dis
ret, on 
on
lut que : ∀x ∈ R, M(x)−M(m) > 0 ⇐⇒ M(x) > M(m).
Ce résultat exprime bien que m est un point en lequel la fon
tion M : x 7→ E(|X − x|) atteint son

minimum.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆

13 ©


