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Proposition de corrigé par David Meneu
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EXERCICE

On note M3(RR) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
On pose pour toute matrice A = (a; j)1<i j<3 € M3(R) :

3 3 3
s1(A) = Z aij, s2(4)= Z asj, s3(A)= Z as,j (somme des coefficients des lignes)
j=1 j=1 j=1
3 3 3
s4(A) = Z a1, s5(A)= Z a2, Se(A)= Z a;3 (somme des coefficients des colonnes)
i=1 i=1 i=1
3 3
s7(A) = Z a;i, sg(A)= Z Qi a—i (somme des coefficients des diagonales)
=1 i=3

Pour tout couple (k€) € [1,3]?, on note Ej ¢ la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont nuls, excepté
celui situé & l'intersection de la k-iéme ligne et de la £-iéme colonne qui vaut 1.

On rappelle que la famille (El,la ELQ, E173, E271, E272, E273, E371,E3’2,E3,3) est une base de Mg(R), on note B
cette base.
1. Soit £ I'ensemble des matrices A € M3(R) telles que s7(A) = 0.

a) Il est facile de démontrer que I'application s7 est linéaire de M3(R) dans R :
Pour toutes matrices A = (a;;)1<ij<3, B = (bij)i<i,j<3, et tout réel X :
la matrice \.A 4+ B a pour coefficients les réels (\.a; ; + b; j)1<i,j<3, €t

3 3 3

s7(\.A+ B) = Z(A.am’ +bi ;) = A Z a;; + Z bii = A.s7(A) + s7(B).
i=1 i=1 =1

L’ensemble £ apparait donc comme le noyau de cette application linéaire ; & ce titre, ¢’est un sous-espace
vectoriel de M3(R).

b) Le point de vue précédent nous permet facilement d’obtenir la dimension de & = Ker(s7) :
Comme s7 est a valeurs dans R : son image Im(s7) est un sous-espace vectoriel de R, et est donc de
dimension 0 ou 1.
Il est clair que dimIm(s7) # 0 puisque s7 n’est pas 'application nulle (par exemple : s7(Ej 1) =1 # 0),
donc dimIm(s;7) = 1, et d’aprés le théoréme du rang :

dim £ = dim Ker(s7) = dim M3(R) — dimIm(sy) =9—-1=8.
Soit f P’application de M3(R) dans R® qui, & toute matrice A € M3(R), fait correspondre le vecteur
J(A) = (s1(A),52(A), 53(A), 54(A), 55(A), 56(A), 57(A), 58(A)).
2. a) On montre de la méme fagon que pour sz, que toutes les applications si : M3(R) — R sont linéaires.
Ainsi :
Pour toutes matrices (4, B) € (M3(R))?, et tout réel \ :
fAMA+B) = (s1i(\NA+ B),s2(A.A+ B),s3(A\A+ B),sa(A\.A+ B),s5(\.A+ B),ss(\.A+ B),
s7(\.A+ B),sg(A\.A+ B))
= (As1(A) + s51(B), A.sa(A) + s2(B), A.s3(A) + s3(B), A\.sa(A) + s4(B), A\.ss(A) + s5(B),



A.s6(A) + se(B), A.s7(A) + s7(B), A\.sg(A) + sg(B))
= A (51(4), 52(4), 53(A), s4(A), s5(A), 56(A), s7(A), s3(A))
+ (51(B), s2(B), s3(B), s4(B), s5(B), s6(B), s7(B), s8(B))
fMA+B)=M\f(A)+ f(B)

b) On note C la base canonique de R®. On écrit facilement la matrice F de f dans les bases B
et C = (61’ €2, €3, €4, €5, €6, €7, 68) :
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3. On note G l'ensemble des matrices A € M3(R) telles que :
s1(A) = s2(A) = 53(A) = s4(A4) = s5(A) = 56(A) = s7(A) = 58(A4)

a) On peut ici adopter le point de vue suivant : si on note V le vecteur de R® dont tous les coefficients
sont égaux a 1, une matrice A appartient a G si et seulement si les coefficients du vecteur f(A) sont tous
égaux, donc :

AecG < f(A)eVect(V) <= JaeR; f(A) =aV

Soient donc deux éléments A et B de G : il existe deux réels a et (3 tels que f(A) =a.V et f(B) = 5.V ;
pour tout réel A, par linéarité de f :

FOA+B) = Af(A) + f(B) = Ma+p).V

ce qui prouve que X\.A + B appartient bien & G (son image par f appartient a Vect(V)).
Ainsi, G est en effet un sous-espace vectoriel de M3 (R).

b) On note Ker(f) le noyau de I’application linéaire f; soit A une matrice de M3(RR), alors on a les équiva-
lences :

AeKer(f) < f(A) =0ps < Vke[L8], sx(A) =0

Ainsi, une matrice A appartient & Ker(f) si et seulement si les 8 sommes s;(A) (1 < k < 8) sont toutes
égales (et donc : A € G), et nulles (donc en particulier : s7(A) =0, et A € ).

L’équivalence : A € Ker(f) <= A € GN & donne bien I'égalité des ensembles :

GNE =Ker(f)

c) On note J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Soit A une matrice de G : les huit sommes (lignes, colonnes, diagonales) sont toutes égales & un méme réel
a tel que : f(A) = a.V. On cherche alors une matrice B de Ker(f) et un réel A tels que: A= B+ A\.J.

1

Raisonnons par implications * : supposant que B et A\ existent, la linéarité de f donne alors :

fA)=fB)+Af(J) = a=0+3A= = é.a puisque B € Ker(f)

1. on dit parfois qu’on raisonne par analyse-synthése



Réciproquement, si on pose, pour A € G, et « la valeur commune aux trois sommes :

Si on définit B = A — %.a.J : A et J appartiennent au sous-espace vectoriel G, donc B aussi et par
linéarité de f :
1 1
[(B) = [(4) = 3.0 f(J) = a.V = 2.a.3.V =0

Donc B € Ker(f), et on a bien la relation : A = B+ %.a.J, c’est-a-dire que toute matrice de G peut
s’écrire comme une matrice de Ker(f) et d’'une matrice de Vect(.J), et ceci de facon unique.

En I’absence de méthode plus efficace proposée par ’énoncé, on se résout a calculer le rang de la matrice
F'... Remarquons tout de méme la relation entre ses six premiéres lignes : Ly + Lo 4+ L3 = Ly + L5 + Lg
(matrice ligne & 9 coefficients égaux a 1), ce qui s’écrit aussi : Ly = Ly + Ls + Lg — Lo — L3, et on peut
donc supprimer L; dans le calcul du rang.

On peut aussi intelligemment réorganiser les lignes restantes, en les écrivant dans l’ordre suivant :
L7, L5, Lg, LQ, L4, L6, L3, de sorte que :

100010001 1000 1 0 0 0 1
0100100710 0100 1 0 0 1 0
001010100 0010 1 010 0f .
rg(F)=1g|0 0 0 1 1 100 0|l=rg|0 001 1 1 0 0 O L5<_L5_L1
100100100 0001 10 1 0 —1| 877"
001001001 0000 —-11 -10 1
00000O0T11 1 0000 0 0 1 1 1
1000 1 0 0 0 1 i oo 0o 1 0 0 0
0100 1 0 0 1 0 0 (1] o o 1 0 0 1
0010 1 0 1 0 0 0 0 [1] o 1 0 1 0
bebtigglo oo 1 1 1 0 0 0" 2 ™wlo o0 o 1 1 0 0
0000 -2 -1 1 0 —1 0000_110
0000 -1 1 -10 1 00000_30
oOoo0o0o0 o o 1 1 1 0000001

On a échelonné la matrice et obtenu 7 pivots non-nuls,
Ainsi : rg(F) =7
Le théoréme du rang s’applique, et donne :
dimKer(f) +rg(f) = dimn M3(R) <= dimKer(f) =9—-7=2

Il suffit donc, pour obtenir une base de f, de trouver deux vecteurs du noyau formant une famille libre,
c’est-a-dire non-colinéaires. Il est facile de voir que les matrices :

U1 = —1 0 1 et U2 = —1 0 1
1 -1 0 0 1 -1
Satisfont & ces exigences : (U, Uz) est donc une base de Ker(f).

Le mot de la fin :

Comment ne pas terminer par cette jolie curiosité mathématique sur les carrés magiques ?

6 7 2
La matricede G : 3.U; +Us+5.J = |1 5 9| utilisant une et une seule fois chacun des 9 chiffres
8 3 4

non-nuls !

o O O =




PROBLEME

e La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite est notée .
e La notation exp désigne la fonction exponentielle.
e Les trois parties du probléme étaient largement indépendantes.

Partie I. Un équivalent d’une intégrale

1. Soit N la fonction définie sur I'intervalle [0; 1], & valeurs réelles, telle que : N(z) = 2% — 22 —2(1—2)In(1—a).

a) Pour tout z de [0,1], 1 — 2 > 0 donc la fonction N est bien de classe C! sur cet intervalle comme somme,
produit et composée de fonctions de classe C'.

b) On définit sur [0; 1] la fonction h par : h(x) = z +In(1 — z). Comme précédemment, c¢’est une fonction de

classe C! sur cet intervalle, avec :
1 —x
Ve € [0;1], W (z)=1-— = )
z € [0;1], h'(z) T—s - 1—2
—x

< 0, donc h est décroissante sur cet intervalle, et :
-z

Sur [0; 1], 1

Ve e [0;1], h(z) =2+ In(l —z) < h(0)=0—-1In(1) =0 <= Ve [0;1], In(l —z) < —=z.
c) Pour tout réel x de [0;1] :

N'(z) =2z —-2-2[-In(1—2z)+ (1 —x).

la question précédente.

—1
1 |=2x—-2+2In(1 —2)+2=2(z+In(1 —z)) <0 d’apres
-z

d) La fonction N est donc décroissante sur [0; 1], et par conséquent :

Vo € [0;1], N() > N(z) > lim N(z)

=1~
ot : lim 22 —2r = —1,et lim (1 —2)In(1 —z) = lim XIn(X) = 0 par croissances comparées :
rz—1— r—1— X0t
Ainsi, lim N(z) = —1 et comme N(0) =0—0—1In(1) =0
=1~
Ve e [0;1], —1 < N(z) <0
In(1 —
2. Soit f la fonction définie sur 'intervalle 0; 1], & valeurs réelles, telle que : f(x) = —2%.
x
2
a) Au voisinage de 0, on a : In(1 +u) = u — u? + o(u?).
2
Quand z tend vers 0, u = —z aussi et In(l —z) = —x — % + o(x?).
b) Le développement limité précédent permet d’écrire, au voisinage de 0 (z > 0) :
—r—x2/9 2 2 2
fz) = " é +o(z’) = +Z(x ) _ 1+o0(1), dou : lim f(z) = 1. La fonction f est bien
x x z—0T

prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 1.
On note encore f la fonction ainsi prolongée.

c) La fonction f est bien dérivable sur |0; 1] comme quotient et composée de fonction dérivables, et :

(1- )2’ —(z+In(l—2)).2z

vz €]0;1], f'(z) = —2.

o]
_ = —2(z+In(1-2)) o =% = 22(1 — 2)(z + In(1 — x))
- x? - (1 — o)
, W —2% =204 22° —2z(1 —2)In(1 —x) 5 2?2 —1x —2(1 — ) In(1 — z)
I x4 (1 — 1) - x3(1—x)
Vo €01, f'(z) = —2%

d) On a vu que : Vo €]0;1[, N(z) < 0. Comme 23(1 — x) > 0 sur cet intervalle, on en conclut que :
Va €]0;1], f’(x) > 0. La continuité de f en 0 assure que f est strictement croissante sur [0; 1[.

4 © Mojor Fgon



On a vu que f(0) =1 aprés prolongement ; au voisinage de 1, par valeurs inférieures :

In(1 —

lim 1 —2=0",donc lim In(l —z) = —o0. On en déduit : lim —QM = +00
z—1— z—1— rz—1~ X

z |0 1

+0oo Ainsi : la fonction f est continue, strictement croissante sur
f [0; 1] : elle réalise donc une bijection, d’aprés le théoréme du
méme nom, de [0; 1] dans U'intervalle image [1; +oo[.
1

2
3. On pose pour tout n € N* et pour tout x € [0;1[: gn(x) = exp <—%f(m)>

a) La fonction f étant continue sur [0; 1], il en est de méme pour la fonction g, par composition de fonctions
continues, exp et x — x2 étant continues sur R.

Comme lim f(z) =400 : lim —Kf(x) = —o00, et puisque lim exp(X) = 0, par composition :
z—1— z—1— 2 X——00

1
lim g,(z) = 0. La fonction g,, est donc prolongeable par continuité en 1, donc l'intégrale / gn(t)dt est
r—1— 0

convergente ("fausse impropreté" en 1), et ce quel que soit 'entier n € N*. On note I, cette intégrale.

b) La fonction g, est bien str positive sur [0; 1[ car ’exponentielle d'un réel 1’est toujours.
On a établi plus haut que : Vz € [0;1], f(x) > f(0) =1 (f étant croissante), donc :
2 2

2
Vo € [0;1], —% < —%f(w) (car —% <0).

La croissance de ’exponentielle sur R permet de conclure :

Vo € [0;1], 0 < gn(x) = exp (—#f(m)) < exp (_%x?>

c) Dans la double inégalité précédente, les fonctions concernés sont continues, positives sur [0; 1], coninues
ou prolongeable par continuité en 1, donc d’intégrales convergentes entre 0 et 1 > 0 : les propriétés de
positivité et croissance de 'intégrale assurent donc que :

1 1 nt2
Vn e N*, 0 < / gn(t)dt < / exp <—7> dt
0 0

L’intégrale centrale est bien sar I,,, quant & celle de gauche, le changement de variable affine u = t\/n

donne :
1 2 vn 2
nt u”\ du
Vn € N*, / exp (——) dt = / exp <——> —
0 2 0 2 ) Vn
or 1 /ﬁ ( u2> 1
=/ ——. exp | —— | du
n /2 0 P 2
27 27 1
=/ (®(/n) —0(0)) =/ Z. (V) — =
" (@) - 2(0) = /2. (a(vi) - 5
. s , " 2w 1
On a bien démontré Pencadrement : Vn € N*, 0 < I,, </ —. [ ®(v/n) — 3 )
n
d) Comme ® est une fonction de répartition, on a : Vn € N*, &(y/n) < 1, et donc :
1 1 2 1 1 /2
®(y/n) — 3 < 3 d’on : Yn € N*, 0 < [, < 1/% (@(\/ﬁ)—§> < 3 % = 1/%, ce qui donne bien
I’encadrement demandé.
1
4. Soit (v )pen+ la suite réelle définie par : Vn € N*| v, = m
a) Pour tout entier n € N* : n+2 > 3 > e, donc In(n+2) > 1, ce qui donne bien : Vn € N*, 0 < v, < 1 par

inverse.

b) On pose, pour tout n € N* : w,, = f(vy). Il est clair que lirf vp = 0, et comme f est continue en 0 :
n—-+0oo

lirf wy, = f(0) =1, ce qui prouve la convergence de (wy,)nen+ et donne sa limite.
n—-+0oo

5 © Mojor Fgon



c) Montrons successivement les inégalités demandées :
Vn € N*, 0 < v, <1 etlarelation de Chasles donne :

1 n 1 1
/ gn(z)dx = / gn(z)dx + / gn(x)dz, ont / gn(z)dx est positive comme intégrale convergente d’une
0 0 Un Un

1 Un
fonction continue, positive sur [v,,;1[. On a bien : Vn € N / gn(x)da > / gn(x)dx.
0 0

Sur Vintervalle [0; vy,], la fonction f est croissante donc : Vo € [0;v,], f(z) < f(vn).
2 2 2 2
D’ou : Vx € [0; vy,], —%f(x) > —%f(vn) = exp <—%f(w)> = gn(x) > exp <—%wn).

Les fonctions concernées sont continues sur [0; v,], donc par croissance de l'intégrale :

Un, Un 2
Vn € N*, / gn(z)dx > / exp <—ﬁwn> dz.
0 0 2

On réalise pour finir le changement de variable affine u = zy/nw, dans la derniére intégrale :

Un 2 Un/NWn 2 d
Vn € N¥, / exp (—Kwn> dr = / exp <_u_> —=%_ On a bien démontré :
0 2 0 2 A/ NWp,
Un Un an 1 Up /MW, u2
Vn € N¥, I, 2/ mdm?/ exp (——w )dx> / exp (——) du
n : gn( ) 9 n \/m 0 9

2
d) On sait déja que : Vn € N*, I, <, / I, ' <1
2n s

La question précédente permet aussi d’écrire :

Vn € N*, “2n \/ /n nexp( )du

5
ﬁm/ e ( u?>
> (@t /) = D(0))

>

E

On a bien obtenu ’encadrement : Vn € N, 2
v/ Wn
. x . \/?L n1/2 \/
e) Pour tout entier n € N* : v, \/nw, = m.,/wn = () 11 (1+2/n) ,

In(n)
1/2 In(1+2
im 2 = 400 par croissances comparées, et : lim 1+ M =1= lim w,.
n—+o0 In(n) n— o0 In(n) n—s—+oo

On conclut que : nll)r_{loo Up/NWy, = +00, donc nll)r_{looq)(vn,/nwn) = XETOO(I)(X) =1, dou:

lim

n \/i)—n <‘1>(vm/m) - %) =21~ %) —1

[’encadrement obtenu & la question précédente donne, d’aprés le théoréme du méme nom :

. 2n I
lim I\ —=1 <= I, ~ —
n——+0o T n—-+o0o 2n

Partie II. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson

1 X
5. On pose pour tout réel z > 0 et pour tout n € N* : Jy(z) =1—e " et J,(x) = ot / t"etdt.
n.Jo

xr
a) Pour tout réel x > 0 : Ji(x) = / te'dt se calcule & ’aide d’une intégration par parties, en posant :
0

u(t) =t - d(t)=1
V(t)=et — wv(t)=—et

Vo >0, Ji(z) = /Omtetdt = [—teft]g“ +/ e tdt = —ze * + [—eft}gﬂ =1—(x+1)e”
0

. Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0; +o0], et :

6 © Mojor Fgon



b)

e)

Pour tout réel x > 0, et pour tout entier n € N*, on réalise & nouveau une intégration par parties dans
) )

1 x — N / = n—1
l'intégrale J,(x) = m/0 tne*tdt, en posant : 7;,((1;)) :te—t :>> 5((;;): _nz_t

Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [0; +oo], et :

1 z T o1 -
Vo >0, Jo(z) = — ([—t"e‘t}o +n/ " le tdt)
0

n!
1 n_—x 1 ’ n—1_-—t
Jn(x)——mx e +mA t e ‘dt
Jnfl(x)
ce qui est bien la relation demandée.
Par itération de la relation précédente, on obtient :
1 n_—x
In(x) = Jpo1(x) — e
_ 1 n—1 _—x 1 n_—x
= Jn,Q(IE) — mﬂ? € - E‘T c
n
1
= Jo(x) — Eajke*x
T k=1
l—e—%
n k
x
p— P —Z S
=1 kioe X

La relation obtenue a la question b) peut se réécrire :
x

x
Vn € Nx, Va > 0, / t"e tdt = nlJ, () = nlJ,_1(z) — 2"e " = n/ t"leTtdt — x"e ",
0 0

“+oo
On peut ainsi montrer par récurrence que, pour tout n € N, 'intégrale / t"e~'dt est convergente :
0

xr
Vo > / tOe~tdt = [—e_t]g =1—¢e"7% qui tend vers 1 quand x — +o0.
0

0,
+oo
Ainsi, / e tdt converge et vaut 1.
0

“+o0o
Supposons 'intégrale / t"~le7td¢ convergente pour un certain n € N*.
0

Au rang suivant, on a alors :  lim z"e™"

n—-+4o0o

x —+o0
lim t"e~tdt = n. / " Le~tdt — 0 existe.
0 0

T—r+00

= ( par croissances comparées, donc

+00 +oo
On en déduit la convergence de lintégrale, et la relation : / the tdt = n/ t"le~tdt.
0 0
La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’apres le
+0o0 +o0o
principe de récurrence, et la relation : / t"e ldt =n / t"~Le~tdt donne par récurrence immediate :
n 0 0
Vn € N, / t"e~tdt = n!
0

1
t
Le changement de variable affine ¢ = n(1 — ) dans l'intégrale I,, = / gn(x)dz (o x=1——):
0 n

Vn e N*, I, = /Olexp (-”T“Q.f(x)> dz = /01 exp (n(z + In(1 — 2))) dz

0 t t 1
= / exp (n(l - + ln(ﬁ))> '(_E)dt
_ l/ en.eft.enln(t/n)dt
0

n



Vn e N*, I, Jn(n)

L
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (2, .4, P),
n

de méme loi de Poisson de paramétre 1. On pose pour tout n € N*: S, = Z X;.
i=1
6. a) Le théoreme de stabilité de la loi de Poisson spécifie que si X et Y sont deux variables aléatoires indé-
pendantes, suivant chacune une loi de Poisson, de paramétres respectifs A et u, alors leur somme X + Y
suit la loi de Poisson de parameétre A 4 p. Ce théoréme se généralise (par récurrence) au cas de la somme
de n variables de Poisson mutuellement indépendantes comme ici : leur somme S,, suit la loi de Poisson
de paramétre n (somme des n paramétres tous égaux a 1).

b) Vu que S, = P(n ) Sh, (Q) N et :
n k
Vn € N, ZP =k)= Z e*”.% =1— J,(n) d’aprés la relation obtenue en 5.c).

On a aussi : P(S,, > n) =1—-P(S,<n)=1—P(S, <n—1)=J,-1(n) selon le méme principe.
7. Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur R, & valeurs réelles, telle que : h,(z) = a™.e™?.
a) La fonction h,, est de classe C* sur R, avec :
Vz € R, Al (z) = na" le ™ + a"(—e %) = 2" le7%(n — ).
Sur R*, 2"t > 0 et e > 0, le signe de h!,(z) est donc celui de n —x, d’ou le tableau de variation :

x 0 n 400
. (x) + 0 —
n"e "
i / \ lim z"e”* = 0 par croissances comparées.
n T—~+00
0 0
b) L’introduction de la fonction h, permet de réécrire certaines des relations précédentes :
1 n
VneN*,P(Sngn):l—J()—l——' b (t)dt,
n!
0 1 n+1
et de méme : P(Spp1 <n+1)=1—Jyuu(n+1)=1- 7/ P41 (t)dt.
(n+ 1! Jo
1
la relation obtenue en 5.b) se réécrit aussi : Vn € N, Vo > 0, J,(z) = Jp41(z) + mx"“eﬂ”, d’ou :
n !
1
Vn e N* P(Spy1<n+1)—P(S,<n)=—Jpy1(n+1)+Ju(n) = —Jpi1(n 4+ 1) + Jup1(n) + ———n"e™

(n+1)!

(/0 hpy1 (t)dt — /On By (t)dt — hn+1(”))

/ By (t)dt — hnH(n)) relation de Chasles

/ P () = s ()t

P(Sps1<n+1)—P(S,<n)=-—

(n+1)! <
1

n+1
car / hpt1(n)dt = hypiq(n) X (n+1—=n) = hyy1(n)

c¢) Sur lintervalle [n;n + 1], la fonction h,,41 est croissante, donc : Vt € [n;n + 1], hpy1(t) — hpt1(n) = 0.
La fonction intégrée est continue sur [n;n + 1], les bornes sont bien écrites dans l'ordre croissant, donc

par positivité de l'intégrale :
Vn € N, / (hnt1(t) — hpy1(n))dt > 0. Par produit avec RrE < 0, on obtient bien :
n !

n
Vn € N*, P(Sp11 <n+1)— P(S, <n) <0, cest-a-dire que la suite (P(S, < n)),cy- est décroissante.



d) Sur le méme mode, on écrit :
1
VneN* P(Spy1=2n+1)—P(Sp,=2n)=Jy(n+1)—Jp—1(n) = J(n+1) — (Jn(n) + mn"e_"> d’apres 5.b)

1 1 n+1 1
=Jp(n+1) = Jy(n) — Hh"(n) = hp1 (t)dt — mhn(n)

1 n+1
= (hn(t) - hn(n))dt

n! J,

Sur Dintervalle [n;n + 1], la fonction h,, est, elle, décroissante, donc : Vt € [n;n + 1], hy(t) — hp(n) < 0.
La fonction concernée étant continue sur [n;n + 1], les bornes dans l'ordre croissant : la croissance de
I’intégrale donne cette fois :

1 n+1
Vn € N, H/ (h() = h(n)) dE <0 <= ¥n € N*, P(Spy1 > n+1) — P(Sp > n) <0
La suite (P(Sy, > n))ne;* est donc elle aussi décroissante.

e) Les deux suites (P(Sp, < n)),en+ et (P(Sn = 1)), e+ sont décroissantes, minorées par 0 car il s’agit de
probabilités! Elles sont donc toutes deux convergentes, d’aprés le théoréme de limite monotone.

8. a) On peut énoncer ainsi le théoréme de la limite centrée : soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées, admettant une espérance m et une variance non nulle o2,

n
S, — E(S Sn —
EnposantSnzg X; et S ==~ (n): n g
o
=1

, alors : la suite (S « converge en loi vers la

loi normale centrée réduite, ce qui se traduit notamment par :

1 b
Va e RU{—o0}, Vbe RU {400} aveca<b: lim Pla< S, <b) = \/7/ e /2q¢
™ Ja

n—-+o0o

Ici : les X; suivent toutes la loi de Poisson de parameétre 1, donc m = 1 et ¢ = 1. Ainsi :

S, —mn.l | 1
P(S,<n)=P(S,—n<0)=P+—"-<0) —— — 24t = &(0) = =.
(Sn <n) = P(Sn—n <0) <\/ﬁ.1 >nﬁ+oo\/—27r/_ooe 0)=3

b) Les résultats des questions 4. et 5. permettent d’écrire :

nn—i—l nn—i—le—n
_ n?tle 1 ot e .
D’aprés ce qui précéde, on a donc :  lim ————1, = = <= lim ——— =1, soit :
n——+oo0 n! 2 n——+oo n!
™ . . C 1.
n! ~ 2ntle ], ~ 2n" e | = = ne~"\/2mn, ce qui est bien str la formule de Stirling.
n——+o0o n——+o0o n

¢) Vu que S, suit la loi de Poisson de paramétre n :

Vn € N, P(Sn:n):e*".n y "

1
n! "—H-Cio n"e="\/2mn B V2™

Dot : ngrfoo P(S,=n)= nErJrrloo Yor—

d) Pour finir : Vn € N*, P(S, > n) = P(S, =n)+ P(S, >n) = P(S, =
Des questions 8.a) et 8.c), on déduit donc : lim P(S, >n)=0+1—

n—-+00

d’aprés I'équivalent de Stirling.

= 0 (deux suites équivalentes ont en particulier la méme limite).

+1—P(S, <n).

)
1
2

Partie III. Médianes : cas des variables aléatoires discrétes et des variables aléatoires a
densité

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2,4, P), de fonction de répartition F.

1 1
On appelle médiane de X, tout réel m vérifiant les deux conditions : P(X < m) > 3 et P(X >m) > 7

On admet qu'un tel réel m existe toujours.

9. Principe de I'algorithme : On sait que la fonction de répartition de X vaut 0 en 0, 1 en IV, et est croissante,

1
en escalier sur [1; N]. Il existe donc un premier entier m tel que : Fixy(m) = P(X <m) > 7

9 © Mojor Fgon



DO =

1
Au rang précédent, on avait donc P(X <m —1) < 5 = P(X >m) >

L’entier m est donc la médiane recherchée.

Version Turbo-Pascal du script demandé, la loi de la | Version Scilab ou la variable 1loi est tout simplement
variable aléatoire X est supposée stockée dans une va- | un tableau uniligne dont on n’a pas besoin de préciser
riable loi du type proba déclaré en en-téte. la taille.
type proba = array[l..N] of real;
function y = mediane(loi)
function mediane (loi :proba) :real; S=0;m= 0;
Var m :integer; while (S < 0.5)
S :real; m = mt
Begin S = S+loi(m)
S:=0; m:=0; end
while (S < 0.5) do y=m
begin endfunction
m:=m+1;
S:=S+101 [m]
end;
mediane:=m
end;

10. Dans cette question, X est une variable aléatoire discréte & valeurs dans N admettant une espérance E(X).

a) Soit r € N* : E(|X —r|) existe si et seulement si la série Z |k —r|P(X = k) est absolument convergente,
k>0
d’apres le théoréme de transfert. C’est une série & termes positifs, donc il suffit d’étudier la convergence

k—r sik>r

simple; comme |k —r| = { Lok :
r— Stk <r

vn > r, Z\k—ryp Zyk—ryp =k)+ Y |k—rP(X =k)

k=0 k=r+1
=> (r-KPX =k)+ > (k—r)P(X=k)
k=0 k*r—l—l
=Y (z—k)P( +Z —P(X=k) = (k—r)P(X =Fk)
k=0 k=0

=) kP(X =k) —T.ZP(X =k) —}—Qi(r —k)P(X =k)
k=0 k=0

On reconnait deux séries convergentes (celle définissant E(X), et la somme des probabilités de la loi de
X), donc |X — r| admet une espérance qui vaut :

+o0o r—1 r—1
E(X—7)) ka =k)—r. Y P(X =k)+2> (r—k)P(X =k) = B(X)—r+2) _(r—k)P(X = k)
k=0 k=0 k=0

=1

(le terme pour k = r est nul dans la derniére somme)

b) La relation demandée demande un calcul avec une somme double :

r—1 r—1 r—1 k
Y Flky=) P(X = Z P(X
k=0 k=0 k=0 i=
r—1r—1
= Z P(X Z P = 1) interversion
0<i<k<sr—1 =0 k=i
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r—1
> F(k)=) (r—i)P(X =i) CQFD
k=0 ‘

Pour conclure, il suffit alors d’écrire :

r r—1 r—1 r—1
E(X-r)=EX)-r+2) (r—k)P(X =k)=E(X)-)> 1+2) F(k)=E(X)+2)_ (F(k:) - %)
k=0 k=0 k=0

¢) Soit m une médiane de X, on suppose que m € N*.
Il y a deux cas a considérer, pour r € N* (et r £ m) :
* Sir>m: 1

B(X ~rl) = B(X —m|) = +2Z( “3) - E0 -2 2 (r073)

:2§ (F(k:)— %)

k=m

1
Pour tout k € [m,r — 1] : F(k) > F(m) = P(X < m) > 5 par définition de m ; par conséquent,
E(|X —r|) — E(|X —m|) est positif comme somme de termes toutes positifs.
* Sir<m:

E(X —r)— E(X —m|) = +2Z< >—E(X)—2§<F(k)—%>

_ kz (F(k) A %)

1
ou cette fois : Vk € [r;m — 1], F(k) < F(m—1) < 3 (toujours par définition de la médiane), donc
m—1 1
Z <F(l<:) — 5) est négatif comme somme de réels négatifs ; le produit par —2 permet de conclure :

k=r

E(|X —r|) — E(]X — m|) est & nouveau positif.
Ainsi : Vr e N*, E(|X —7|) > E(]X —m|) : la médiane m est l'entier en lequel la suite (E(|X —r
atteint sa valeur minimale.

|))7"€N*

d) On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre n : la décroissance des suites (P(S, = n)),,cn-

1
et (P(S, <n)),en- et le fait qu'elles convergent vers 3 (questions 7.et 8.) permettent notamment de
conclure que :

1 1
Vn e N*, P(S, >n) > 3 et P(S, <n)=> B (leur limite est dans ce cas leur plus grand minorant).

Comme X suit la méme loi de Poisson que S, (n est cette fois fixé), I’entier n est bien une médiane de
X, les deux conditions étant vérifiées.

En reprenant la relation obtenue en 10.a) :

n—1
E(|X —n|) =B(X)=n+2) (n—k)P(X =k)

=n—n+22(n—k)e ”— -

Z( i kl))*ﬂ

k=1
_ n" 2e " pntl _
=2 " | ——— +n| = ——— 4+ 2ne” " aprés télescopage
(n—1)! n!

. - 2e~"pntl 2¢"p 2n

L’équivalent de Stirling donne : ———— ~ ——— =,/—.

n! n—+00 ple=My/2mn T

. n : ) . . 2n .
Comme lim 2ne™" = 0 par croissances comparées, tandis que lim — = 400, on a bien :
n——+o0o n—-+o0o s

2n
E(|X —nl) —
n—)-‘,—oo s
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11. Dans cette question, X est une variable aléatoire & densité dont une densité f est continue sur R.
On suppose que X admet une espérance E(X). Soit M la fonction de R dans R définie par M (z) = E(| X —x|).

a) Pour tout réel z > 0 : F(z) < 1 puisque F est une fonction de répartition, ce qui donne bien l'inégalité :
z(1—F(x)) > 0.
+oo

Par ailleurs : 1—F(z) = P(X > z) = / f(t)dt, ou: Ve >0, Vt € [z;4+00: x < tetdoncaf(t) <tf(t)
car f est une densité, donc positive SUIJ‘C R.

400 +o0 +o0
Les intégrales / xf(t)dt = x/ f(t)dt et / tf(t)dt sont convergentes, car f est une densité
x

x xT
continue sur R et X admet une espérance (les deux sont en fait des restes d’intégrales convergentes).
+o0

+oo
Par croissance de l'intégrale, on a bien : Vo > 0, / zf(t)dt = z(1 — F(z)) < / tf(t)dt, d’ou

I’encadrement demandé.
+00
Or, comme on ’a dit : / tf(t)dt est le reste d’une intégrale convergente (celle qui définit F(X)), donc :

T
—+00

lim tf(t)dt = 0. Le théoréeme d’encadrement permet de conclure : lim z(1— F(x)) = 0.

T—+00 z r—r—+00

Si on considére maintenant la variable aléatoire Y = —X : comme la densité f de X est continue sur R, il
en sera de méme de celle de Y, et en appliquant le résultat précédent & Y, on a : lirf y(1—Fy(y)) =0.
y—>—+o00
Comme : Vy >0, Fy(y) = P(Y <y)=P(-X <y) = P(X > —y) = 1 — F(—y), le résultat devient :
lim yF(-y)=0 <= lim —aF(z)=0 <= lim zF(zx)=0
Yy——+00 T——00 T—r—00
avec le changement de variable x = —y.
b) Soit x € R; puisque X admet une espérance, on peut d’emblée montrer, grace au théoréme de transfert,
que E(|X — x|) existe, puisque :
+oo
VteR, 0< |t —x|f(t) < |t|f(t) + |x|f(t), on : / tf(t)dt est absolument convergente et vaut E(X),

—00

et /+°0 |z| f(t)dt = |z| puisque /+°0 f)dt =1.

—00
Ainsi, par comparaison d’intégrales de fonctions continues, positives sur R :

+o0
/ |t — x| f(t)dt est convergente, et vaut E(|X — x|).
oo

On peut alors considérer, pour deux réels A <z et B > x :
B T B
My p(x) = / |t — x| f(t)dt = / (x —t)f(t)dt + / (t — x) f(t)dt d’apres la relation de Chasles.
A A T
Dans chacune de ces deux intégrales, on réalise une intégration par parties avec :
ut)=(x—=t) = d@t)=-1
V() =f{t) = wft) =F()
ult)=(t—z) — Jdt)=1
V' (t) = f(t) — v(t)=F(t)—1

t — F(t) — 1 est bien une primitive de f sur R, et il n’est pas interdit de s’adapter au résultat final
cherché ! Les fonction u et v concernées dans les deux cas sont bien de classe C! sur R, et :

Dans la premiére :

et dans la deuxiéme :

Man(@)~ [@-0f@de+ [ ¢ apo

A

zz B
—la-OF @+ [ PO+ (- o0 - [ (P - Da
B

=(x—AF(A) + /A Ft)dt+ (B—x)(F(B)—1)+ / (1= F(t))dt

— /w F()dt + /B(1 ~ F(t))dt + 2F(A) — AF(A) — B(1 — F(B)) — «(F(B) — 1)
A x

Les questions précédentes et les propriétés de la fonction de répartition F' donnent :
lim AF(A)=0= lim zF(A)= lim B(1-F(B))= lim z(F(B)—1)(vuque lim F(B)=1)
A——00 A——00 B—+o0 B—+o0 B—+o0
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Le passage & la limite quand A — —oo et B — 400, licite car on travaille ici avec des intégrales
convergentes, donne bien :

+oo

Vz e R, M(x) :/ F(t)dt+/ (1 — F(t))dt.

—00 T

T

c¢) Soient a et b deux réels quelconques. Les intégrales qui suivent étant toutes convergentes, on peut écrire :

M(b)—M(a):/b F(t)dt—ir/:oo(l—F(t))dt—/a F(t)dt—/+oo(1—F(t))dt
o . y !
:/ F(t)dt+/ (1—F(t))dt:/ (F(t) — (1 — F(t))] dt
a b a
b

:/ (2F () — 1) dt

a

d) Soit alors m une médiane de X : pour tout réel z > m :

x

M(z) — M(m) = / (2F(t) — 1) dt est l'intégrale d’une fonction continue, avec m < x (bornes dans
m

Pordre croissant) et :

1
YVt € [m;x], F(t) > F(m) > 5 par définition d’une médiane, donc :
1

Yt € [m;x], 2F(t)—
positive sur [m;x].

>0, et: Ve >m, M(x)—M(m) > 0 par positivité de I'intégrale (fonction continue,

Soit maintenant x gxm : .

M(z) — M(m) = / (2F(t) —1)dt = / (1 =2F(t)) dt est encore l'intégrale d’une fonction continue,
oil on a remis les bornes dans l’ordre croixssant, avec :

Vt € [x;m], F(t) < F(m) < 1—-F(@t)>1—-F(m)=P(X >m)=P(X >m) >
densité, de médiane m.

Ainsi : VE € [eim], 1= F(t) > % — % > F(t) = 1—2F(#) 0.

La positivité de l'intégrale assure encore que : Vo < m, M(zx) — M(m) > 0.

car X est a

De fagon analogue au cas discret, on conclut que : Vo € R, M(x) — M(m) >0 < M(x) > M(m).
Ce résultat exprime bien que m est un point en lequel la fonction M : =z — E(]X — z|) atteint son
minimum.

%% FIN DU SUJET %%
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