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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e

1. Dans 
ette question, on 
onsidère les matri
es C =



0
1
2


 ∈ M3,1(R), L =

(
1 2 −1

)
∈ M3,1(R)

et le produit matri
iel M = CL.

a) (i) M = CL =



0 0 0
1 2 −1
2 4 −2



. Pour M2

il n'est pas interdit d'être malin :

M2 = CLCL où au milieu : LC = 0 + 2− 2 = 0, don
 M2 = C × 0.L = 0.CL = 03.

(ii) Toutes les 
olonnes de la matri
e M sont proportionnelles et non nulles, don
 rg(M) = 1.

(iii) La matri
e M véri�e M2 = 03 (matri
e nilpotente), don
 P (X) = X2
est un polyn�me an-

nulateur de M , dont la seule ra
ine 0 est aussi la seule valeur propre possible de M .

Si don
 M était diagonalisable, elle serait semblable via une matri
e de passage P , à une ma-

tri
e diagonale 
ontenant les valeurs propres de M sur sa diagonale ; bref, M serait semblable

à a matri
e nulle, et devrait don
 véri�er : M = P03P
−1 = 03, 
e qui est faux !

Don
 M n'est pas diagonalisable.

b) (i) Soit P =



0 1 0
1 0 0
0 −2 1



.

On peut prouver que P est inversible en 
al
ulant son rang par exemple :



0 1 0
1 0 0
0 −2 1


 L1↔L2−−−−→



1 0 0
0 1 0
0 −2 1


 L3←L3+2L2−−−−−−−→



1 0 0
0 1 0
0 0 1




On obtient une matri
e é
helonnée ave
 3 pivots non nuls, don
 rg(P ) = 3 est maximal, 
e

qui est un 
ritère d'inversibilité.

Le produit matri
iel demandé ensuite est : P



0
1
2


 =



1
0
0



.

(ii) La matri
e R =



0 1 1
1 0 1
0 1 2




véri�e sans peine R




1
2
−1


 =



1
0
0



.

On l'a 
onstruite de sorte à ne surtout pas faire apparaître de relations de dépendan
e linéaire

entre ses 
olonnes, 
e que 
on�rme à nouveau le 
al
ul de son rang :



0 1 1
1 0 1
0 1 2


 L1↔L2−−−−→



1 0 1
0 1 1
0 1 2


 L3←L3−L2−−−−−−→



1 0 1
0 1 1
0 0 1



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Là en
ore, on obtient une matri
e é
helonnée à 3 pivots non nuls, don
 rg(R) = 3 et R est

inversible.

La matri
e Q 
her
hée est alors tout simplement Q = tR =



0 1 0
1 0 1
1 1 2




(iii) Le 
al
ul matri
iel PMQ peut alors s'é
rire sous la forme suivante, qui utilise l'asso
iativité

du produit matri
iel, et surtout aussi les relations pré
édentes :

PMQ = (PC)(LQ) =



1
0
0


×

(
1 0 0

)
=



1 0 0
0 0 0
0 0 0




En e�et, la relation obtenue en 1.b.(ii) donne, en lui appliquant la transposée :

(
1 2 −1

)
︸ ︷︷ ︸

=L

Q =
(
1 0 0

)

2. La fon
tion S
ilab suivante permet de multiplier la i-ème ligne Li d'une matri
e A par un réel sans

modi�er ses autres lignes, 
'est-à-dire de lui appliquer l'opération élémentaire Li ← aLi (où a 6= 0).

fun
tion B = multlig(a,i,A)

[n,p℄ = size(A);

B = A;

for j = 1:p

B(i,j) = a*B(i,j)

end;

endfun
tion

a) Sur le même modèle, on é
rit les fon
tions addlig et e
hlig permettant d'e�e
tuer respe
tivement

les deux autres opérations élémentaires sur les lignes d'une matri
e :

Li ← Li + bLj (i 6= j) et Li ↔ Lj (i 6= j)

fun
tion B = addlig(b,i,j,A)

[n,p℄ = size(A);

B = A;

for k = 1:p

B(i,k) = B(i,k) + b*B(j,k)

end;

endfun
tion

fun
tion B = e
hlig(i,j,A)

[n,p℄ = size(A);

B = A;

for k = 1:p

B(i,k) = A(j,k)

B(j,k) = A(i,k)

end;

endfun
tion

b) La fon
tion multligmat est dé�nie par :

fun
tion B = multligmat(a,i,A)

[n,p℄ = size(A);

D = eye(n,n);

D(i,i) = a;

B = D*A;

endfun
tion
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Elle réalise 
on
rètement le produit matri
iel de A à gau
he par la matri
e D diagonale, dont

tous les éléments diagonaux sont égaux à 1 sauf 
elui de la ligne i qui vaut a.

Un exemple ave
 n = 3, i = 2 et une matri
e A de format 3 × 3 va bien faire apparaître le

prin
ipe : 

1 0 0
0 a 0
0 0 1


×



x y z
r s t
u v w


 =




x y z
ar as at
u v w





e qui revient bien à multiplier uniquement les éléments de la i-ième ligne par a.

Si on veut prouver très rigoureusement le 
as général, il faut revenir à la formule du produit

matri
iel : D est une matri
e 
arrée d'ordre n, A est une matri
e de format n× p dont le produit

DA est bien dé�ni, de format n× p, et pour tout 
ouple (ℓ, j) tel que 1 6 ℓ 6 n et 1 6 j 6 p :

(DA)ℓ,j =
n∑

k=1

Dℓ,k ×Ak,j = Dℓ,ℓ ×Aℓ,j =




Aℓ,j si ℓ 6= i

a.Ai,j si ℓ = i

puisque Dℓ,k est nul sauf si ℓ = k, tous les termes de la somme pour ℓ 6= k sont en e�et nuls.

Cela prouve bien que les 
oe�
ients du produit DA sont les mêmes que 
eux de A, sauf à la i-ème

ligne où tous les 
oe�
ients sont multipliés par a

3. Dans 
ette question, on note n un entier supérieur ou égal à 2 et M une matri
e deMn(R) de rang
1.

Pour tout 
ouple (i, j) ∈ J1, nK2, on note Ei,j la matri
e de Mn(R) dont tous les 
oe�
ients sont

nuls, sauf 
elui situé à l'interse
tion de sa i-ème ligne et de sa j-ème 
olonne, qui vaut 1.

a) (i) Le fait que M soit de rang 1 signi�e que toutes ses 
olonnes sont proportionnelles, et que

l'une d'entre elles au moins est non nulle ; elles sont don
 toutes multiples d'une même matri
e


olonne C =



c1
.

.

.

cn


 ∈Mn,1(R) non-nulle : si on note Ci la i-ème 
olonne de M , il existe pour


haque i de J1, nK, un réel ℓi tel que Ci = ℓi.C, et l'un des réels ℓi au moins est non-nul.

Mais alors, en notant L =
(
ℓ1 · · · ℓn

)
, L est une matri
e-ligne non nulle et les propriétés

du produit matri
iel assurent que M est bien égale au produit CL.

(ii) On utilise à nouveau l'asso
iativité du produit matri
iel pour 
onstater qu'on peut é
rire :

MC = (CL)C = C(LC) où LC est un seul nombre réel, égal à α =

n∑

i=1

ℓi.ci. Ainsi :

MC = α.C, 
e qui prouve, puisque C est non nul, que α est valeur propre de M , C étant un

ve
teur propre asso
ié.

(iii) Faisons le bilan de 
e qu'on sait sur M :

� Le fait que M soit de rang 1 assure qu'elle est non-inversible, don
 que 0 est valeur propre

de M et que, d'après le théorème du rang, le sous-espa
e propre asso
ié est de dimension

dimE0(M) = n− 1.

� Si don
 α =
n∑

i=1

ℓi.ci est non nul : M possède alors une deuxième valeur propre, et

dimEα(M) > 1.

Mais alors, d'après le théorème spe
tral :

dimE0(M) + dimEα(M) 6 n ⇐⇒ n− 1 + dimEα(M) 6 n ⇐⇒ dimEα(M) 6 1

� On peut don
 en 
on
lure que : dimEα(M) = 1, que M n'a pas d'autre valeur propre et

que M est diagonalisable, puisque dimE0(M) + dimEα(M) = n.
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b) (i) On généralise i
i 
e qui a été fait sur un exemple en 1.b) : 
omme C est un ve
teur 
olonne

non nul, on peut le 
ompléter en un base B′ deMn,1(R).

Et dans 
e 
as, si P est la matri
e passage de la base B′ à la base 
anonique B deMn,1(R)
(qui est en fait l'inverse de la matri
e de passage de B à B′), alors d'après la formule de


hangement de base : PC =




1
0
.

.

.

0


 est le premier élément de la base 
anonique deMn,1(R).

On peut alors faire le même raisonnement ave
 la matri
e 
olonne

tL =



ℓ1
.

.

.

ℓn


, elle aussi non

nulle : il existe une matri
e inversible R telle que : R tL =




1
0
.

.

.

0


.

En appliquant la transposée à 
ette relation, et d'après les propriétés de 
elle-
i, on obtient

alors la relation :

t(R tL) =
(
1 0 . . . 0

)
⇐⇒ L tR =

(
1 0 . . . 0

)

Il su�t alors de poser Q = tR, qui est en
ore inversible, pour obtenir :

PMQ = (PC)(LQ) =




1
0
.

.

.

0


×

(
1 0 · · · 0

)
= E1,1

(ii) L'idée de la question pré
édente (une fois qu'on l'a eue !) se généralise sans trop de di�
ulté :

si on note Fi la matri
e 
olonne de Mn,1(R) dont tous les éléments sont nuls, sauf le i-ème

qui vaut 1, alors : il existe une matri
e inversible Pi telle que PiC = Fi (on prend l'inverse

de la matri
e de passage de la base 
anonique deMn,1(R) à une base dans laquelle C est en

i-ème position), et une matri
e inversible Rj telle que Rj
tL = Fj ⇐⇒ L tRj =

tFj .

En posant Qj =
tRj , on a alors :

PiMQj = (PiC)(LQj) = Fi × tFj = Ei,j
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Problème

Dans 
e problème, on dé�nit et on étudie les fon
tions génératri
es des moments let les fon
tions

génératri
es des 
umulants de variables aléatoires dis
rètes ou à densité.

Les 
umulants d'ordre 3 et 4 permettent de dé�nir des paramètres d'asymétrie et d'applatissement

qui viennent 
ompléter la des
ription ususelle d'une loi de probabilité par son espéran
e (paramètre

de position) et sa varian
e (paramètre de dispersion) ; 
es 
umulants sont notamment utilisés pour

l'évaluation des risques �nan
iers.

Dans tout le problème :

� on note (Ω,A, P ) un espa
e probabilisé et toutes les variables aléatoires introduites dans l'énon
é

sont des variables aléatoires réelles dé�nies sur (Ω,A) ;
� pour toute variable aléatoire X et pour tout réel t pour lequel la variable aléatoire etX admet

une espéran
e, on pose :

MX(t) = E(etX) et KX(t) = ln
(
MX(t)

)
;

(les fon
tions MX et KX sont respe
tivement appelées la fon
tion génératri
e des moments et la

fon
tion génératri
e des 
umulants de X .)

� lorsque, pour tout entier p ∈ N
∗
, la fon
tionKX est de 
lasse Cp

sur un intervalle ouvert 
ontenant

l'origine, on appelle 
umulant d'ordre p de X , noté Qp(X), la valeur de la dérivée p-ième de KX

en 0 :

Qp(X) = K
(p)
X (0).

Partie I. Fon
tion génératri
e des moments de variables aléatoires dis
rètes.

Dans toute 
ette partie :

� on note n un entier supérieur ou égal à 2 ;

� toutes les variables aléatoires 
onsidérées sont dis
rètes à valeurs entières ;

� on note S une variable aléatoire à valeurs dans {−1, 1} dont la loi est donnée par :

P
(
[S = −1]

)
= P

(
[S = 1]

)
=

1

2
.

1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans J−n, nK.

a) La variable aléatoire X est don
 �nie, et MX(t) = E(etX) est bien dé�nie pour tout t ∈ R, donnée

par le théorème de transfert :

∀t ∈ R, MX(t) =

n∑

k=−n

etk.P (X = k)

La fon
tion MX apparaît alors 
omme une 
ombinaison linéaire de fon
tions fk : t 7→ etk, toutes
de 
lasse C∞ sur R : MX est elle-même de 
lasse C∞ sur R.

Pour tout k de J−n, nK, et pour tout t de R : f ′k(t) = k.ekt, et par une ré
urren
e immédiate :

∀p ∈ N, ∀t ∈ R, f
(p)
k (t) = kp.etk.

Par linéarité de la dérivation (la dérivée d'une somme est la somme des dérivées), on a don
 :

∀p ∈ N, ∀t ∈ R, M
(p)
X (t) =

n∑

k=−n

kp.etk.P (X = k)

Don
 : ∀p ∈ N, M
(p)
X (0) =

n∑

k=−n

kp.e0.P (X = k) =
n∑

k=−n

kp.P (X = k) = E(Xp),

à nouveau grâ
e au théorème de transfert.
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b) Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans J−n, nK dont la fon
tion génératri
e des moments

MY est la même que 
elle de X .

On note GX et GY les deux polyn�mes dé�nis par :

∀x ∈ R,





GX(x) =
2n∑

k=0

P
(
[X = k − n]

)
xk

GY (x) =

2n∑

k=0

P
(
[Y = k − n]

)
xk

(i) Pour tout réel t :

GX(e
t) =

2n∑

k=0

P
(
[X = k−n]

)
etk

[j=k−n]
=

n∑

j=−n

P
(
[X = j]

)
.et(j+n) = etn.

n∑

j=−n

P
(
[X = j]

)
etj = etn.MX(t)

(ii) On sait par hypothèse que :

∀t ∈ R, MY (t) = MX(t) don
 ent.MY (t) = ent.MX(t) ⇐⇒ GY (e
t) = GX(e

t).

(iii) Les fon
tions GX et GY sont des polyn�mes, et on vient de voir que :

∀t ∈ R, GX(e
t)−GY (e

t) = 0, 
e qui signi�e que le polyn�me GX − GY admet pour ra
ines

tous les nombres et, pour t ∈ R quel
onque.

Comme la fon
tion exponentielle réalise une bije
tion de R dans ]0; +∞[, 
ela signi�e que

tout réel stri
tement positif est ra
ine de GX − GY ; 
e polyn�me est don
 for
ément nul

puisqu'il possède une in�nité de ra
ines !

Les deux polyn�mes GX et GY sont don
 égaux : ils ont en parti
ulier même degré et mêmes


oe�
ients, de sorte que :

∀k ∈ J0, 2nK, P
(
[X = k−n]

)
= P

(
[Y = k−n]

)
⇐⇒ ∀j ∈ J−n, nK, P

(
[X = j]

)
= P

(
[Y = j]

)

et toute probabilité du type P
(
[X = j]

)
ou P

(
[Y = j]

)
ave
 j /∈ J−n, nK, est nulle.

On en 
on
lut don
 que X et Y suivent la même loi.

2. Dans 
ette question, on note X2 une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B
(
2,

1

2

)
.

On suppose que les variables aléatoires S et X2 sont indépendantes et on pose Y2 = SX2.

a) (i) Les univers-images de X2 et S sont respe
tivement {0, 1, 2} et {−1, 1}, don
 le
produit Y2 = SX2 a pour valeurs possibles :

Y2(Ω) = {−2,−1, 0, 1, 2}

(ii) Cal
ul des probabilités de la loi de Y2 :

⋆ [Y2 = −2] = [S = −1] ∩ [X2 = 2] don
 par indépendan
e de S et X2 :

P
(
[Y2 = −2]

)
= P

(
[S =1]

)
× P

(
[X2 = 2]

)
=

1

2
×

(
2

2

)(1
2

)2

=
1

8

⋆ P
(
[Y2 = −1]

)
= P

(
[S = −1] ∩ [X2 = 1]

)
=

1

2
×

(
2

1

)(1
2

)2

=
1

4

⋆ P
(
[Y2 = 0]

)
= P

(
[X2 = 0]

)
=

(
2

0

)(1
2

)2

=
1

4
(pas de 
ontrainte sur S).
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⋆ P
(
[Y2 = 1]

)
= P

(
[S = 1] ∩ [X2 = 1]

)
=

1

4

⋆ P
(
[Y2 = 2]

)
= P

(
[S = 1] ∩ [X2 = 2]

)
=

1

8
.

b) X2(Ω) = {0, 1, 2} et (S + 1)(Ω) = {0, 2} don

(
X2 − (S + 1)

)
(Ω) = {−2,−1, 0, 1, 2} et :

⋆ P
(
[X2 − (S + 1) = −2]

)
= P

(
[X2 = 0] ∩ [S = −1]

)
= P

(
[X2 = 0]

)
× P

(
[S = −1]

)
=

1

8
.

⋆ P
(
[X2 − (S + 1) = −1]

)
= P

(
([X2 = 1] ∩ [S = −1]

)
=

1

2
× 1

2
=

1

4

⋆ P
(
[X2− (S+1) = 0]

)
= P

(
([X2 = 0]∩ [S = −1])∪ ([X2 = 2]∩ [S = 1])

)
=

1

4
× 1

2
+
1

4
× 1

2
=

1

4
.

⋆ P
(
[X2 − (S + 1) = 1]

)
= P

(
[X2 = 1] ∩ [S = −1]

)
=

1

2
× 1

2
=

1

4

⋆ P
(
[X2 − (S + 1) = 2]

)
= P

(
[X2 = 2] ∩ [S = −1]

)
=

1

4
× 1

2
=

1

8
.

Les variables aléatoires Y2 et X2 − (S + 1) suivent bien la même loi.

3. Question S
ilab :

(1) n = 10;

(2) X = grand(n,2,'bin',2,0.5);

(3) B = grand(n,2,'bin',1,0.5);

(4) S = 2*B - ones(n,2);

(5) Z1 = [S(1:n,1).*X(1:n,1), X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1)℄;

(6) Z2 = [S(1:n,1).*X(1:n,1), X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1)℄;

a) Après exé
ution des quatre premières instru
tions :

� X 
ontient 2n simulations indépendantes de la loi binomiale B
(
2, 1

2

)
organisées sur n lignes et

2 
olonnes.

� S 
ontient 2n simulations indépendantes de la loi de S dé�nie en préambule de 
ette parties,

organisées de la même façon.

Don
 en e�et, le ve
teur B 
ontient 2n simulations indépendantes de la loi de Bernoulli de

paramètre

1
2
, et il est 
lair que si B →֒ B(1

2
), alors 2B − 1 suit la même loi que S.

b) Les instru
tions des lignes 5 et 6 du s
ript S
ilab juxtaposent deux 
olonnes à n lignes 
al
ulées

via des opérations termes à termes :

� La première 
olonne de Z1 
ontient les produits terme à terme des simulations de la première


olonne de X et de la première 
olonne de S : on obtient ainsi une 
olonne de n simulations de

SX2 = Y2.

� La deuxième 
olonne de Z2 
ontient des valeurs du type :

X(i,1) - S(i,1) - 1 = X(i,1) - (S(i,1)+1), 
'est-à-dire n simulations en 
olonne de

X2 − (S + 1), dont on vient de voir qu'elle suit la même loi que Y2.

Ces deux 
olonnes sont 
on
aténées pour faire de Z_1 une matri
e de 2n simulations de la loi

de la v.a.r. Y2.

� La matri
e Z2 est 
onstruite sur le même modèle : sa première 
olonne est d'ailleurs identique

à 
elle de Z1, la deuxième étant 
onstruite en utilisant 
ette fois la deuxième 
olonne de

simulations de 
ha
un des deux ve
teurs X et S.


) On modi�e la première ligne du s
ript pré
édent en a�e
tant à n une valeur beau
oup plus grand

que 10 (par exemple, 10000) et en lui adjoignant les deux instru
tions (7) et (8) suivantes :

(7) p1 = length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2)))/n;

(8) p2 = length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2)))/n;

Ave
 le sens des 
ommandes length et find rappelé par l'énon
é, on 
omprend don
 que p1


orrespond à la fréquen
e du nombre de 
oïn
iden
es ligne par ligne, entre les deux 
olonnes de
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Z1 : on 
her
he le nombre de fois où Z1(i,1) est égal à Z1(i,2) et on divise par le nombre total

de simulations.

On obtient don
 la fréquen
e de réalisation de l'événement : [SX2 = X2 − (S + 1)], qui sert à

omparer 
on
rètement 
es deux façons possibles de simuler la même loi, 
elle de Y2.

La loi faible des grands nombres assure alors que p1 est, pour n très grand, une valeur appro
hée

de la probabilité P
(
[SX2 = X2 − (S + 1)]

)
.

Le nombre p2 est 
onstruit sur le même prin
ipe, à 
e
i près 
ependant que les deux é
hantillons

utilisés pour simuler SX2 et X2 − (S + 1) ne sont pas les mêmes, et sont indépendants l'un de

l'autre.

Le nombre p2 serait don
 plut�t une valeur appro
hée de P
(
[SX2 = X̃2 − (S̃ + 1)]

)
, où X̃2 et S̃

sont des variables aléatoires respe
tivement de même loi que X2 et S, indépendantes entre elles

et de X2 et S.

L'exé
ution du s
ript (impossible à faire pendant l'épreuve !) donne d'ailleurs deux valeurs di�é-

rentes pour p1 et p2 :

-->disp(p1)

0.12432

-->disp(p2)

0.2186

Cela paraît assez raisonnable a posteriori (mais m'a quand même posé question la première fois

que j'ai exé
uté le s
ript !) : 
omme on l'a vu à la question 2.a) (ii), si SX2 et X2 − (S + 1) sont
de même loi, 
e ne sont pas les mêmes valeurs de S et X2 par exemple, qui donnent [SX2 = 1] et
[X2 − (S + 1) = 1]. Ce problème de 
ouplage de valeurs disparaît dans le deuxième 
as puisque

les deux jeux de valeurs 
omparés sont totalement indépendants.

4. Dans 
ette question, on note Xn une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B
(
n,

1

2

)
.

On suppose que les variables aléatoires Xn et S sont indépendantes et on pose Yn = SXn.

a) La variable aléatoire Xn est don
 �nie, d'univers-image Xn(Ω) = J0, nK, et x 7→ etx est dé�nie

pour tout réel x, don
 d'après le théorème de transfert, MXn
(t) = E

(
etXn

)
est bien dé�nie pour

tout réel t par :

MXn
(t) =

n∑

k=0

etk.P
(
[Xn = k]

)
=

n∑

k=0

(
n

k

)
etk.

(1
2

)k

.
(1
2

)n−k
=

(1
2

)n

.

n∑

k=0

(
n

k

)(
et
)k

=
(et + 1)n

2n

d'après la formule du bin�me de Newton.

b) La loi de Yn = SXn est, de son 
�té, dé�nie par : (SXn)(Ω) = J−n, nK et pour tout k ∈ J1, nK :

P
(
[Yn = −k]

)
= P

(
[S = −1] ∩ [Xn = k]

)
= P

(
[S = −1]

)
× P

(
[Xn = k]

)
=

(
n

k

)
.
(1
2

)n+1

,

et de même : P
(
[Yn = k]

)
= P

(
[S = 1] ∩ [Xn = k]

)
=

(
n

k

)(1
2

)n+1

.

En�n, P
(
[Yn = 0]

)
= P

(
[Xn = 0]

)
=

(1
2

)n

. Ainsi, pour tout réel t :

MYn
(t) =

n∑

k=−n

etk.P
(
[Yn = k]

)
=

n∑

k=1

e−tkP
(
[Xn = k]

)
+ e0P

(
[Xn = 0]

)
+

n∑

k=1

etkP
(
[Xn = k]

)

=
(1
2

)n+1
n∑

k=1

(
n

k

)(
e−t

)k
+
(1
2

)n

+
(1
2

)n+1
n∑

k=1

(
n

k

)(
et
)k
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=
(1
2

)n+1

.
(
(1 + e−t)n − 1

)
+
(1
2

)n

+
(1
2

)n+1

.
(
(1 + et)n − 1

)

MYn
(t) =

1

2n+1
.
(
(1 + e−t)n−1 + 2 + (1 + et)n−1

)
CQFD


) Pour tout réel t, on a en e�et : (1 + e−t)n =
(
e−t(et + 1)

)n
= e−nt(1 + et)n, don
 le résultat

pré
édent s'é
rit :

∀t ∈ R, MYn
(t) =

1

2n+1
.(1 + e−nt).(1 + et)n =

1 + e−nt

2
× (1 + e−t)n

2n
=

(1
2
+

e−nt

2

)
×MXn

(t)

Or

1

2
+

e−nt

2
peut s'é
rire sous la forme : e0.t.

1

2
+ (e−nt.

1

2
= E(e−tHn) si Hn est une variable

aléatoire à valeurs dans {0, n}, de loi : P
(
[Hn = 0]

)
= P

(
[Hn = n]

)
=

1

2
.

On peut d'ailleurs 
onsidérer Hn indépendante de Xn, de sorte que le 
al
ul pré
édent s'é
rit :

∀t ∈ R, MYn
(t) = E

(
e−tHn

)
× E

(
etXn

)
= E

(
etXn × e−tHn

)
= E

(
et(Xn−Hn)

)
= MXn−Hn

(t)

Or les variables aléatoires Yn et Xn −Hn sont toutes deux à valeurs dans J−n, nK : le résultat de

la question 1.
) et l'égalité des fon
tions génératri
es des moments MYn
et MXn−Hn

assurent que

Yn et Xn −Hn suivent la même loi.

Partie II. Propriétés générales des fon
tions génératri
es des 
umulants et

quelques exemples.

5. Soit X une variable aléatoire et DX le domaine de dé�nition de la fon
tion KX .

a) KX(0) = ln
(
MX(0)

)
= ln

(
E(e0)

)
= ln

(
E(1)

)
= ln(1) = 0.

b) Soit (a, b) ∈ R
2
et Y = aX + b. Pour tout réel t pour lequel at appartient à DX :

KY (t) = ln
(
MY (t)

)
= ln

(
E(et(aX+b))

)
= ln

(
E(eatX+bt)

)

= ln
(
E(eatX × ebt)

)
= ln

(
ebt.E(eatX)

)

KY (t) = bt + ln
(
MX(at)

)
= bt +KX(at) CQFD


) On suppose i
i que les variables aléatoires X et −X suivent la même loi.

Par 
onséquent : ∀t ∈ R, K−X(t) = KX(t). Mais par ailleurs, −X = aX + b ave
 a = −1 et

b = 0, et la relation pré
édente permet d'é
rire : ∀t ∈ R, K−X(t) = 0 +KX(−t) = KX(−t).
On en déduit que :

∀t ∈ R, KX(t) = KX(−t)
Par dérivations su

essives de 
ette égalité, on en déduit que pour tout p ∈ N

∗
:

∀t ∈ R, (−1)p.K(p)
X (−t) = K

(p)
X (t) don
 ∀p ∈ N

∗, (−1)p.K(p)
X (0) = K

(p)
X (0) ⇐⇒ (−1)p.Qp(X) = Qp(X)

En parti
ulier, pour tout entier p impair, (−1)p = −1 et on obtient :

−Qp(X) = Qp(X) ⇐⇒ 2Qp(X) = 0 ⇐⇒ Qp(X) = 0

C'est-à-dire que les 
umulants de X d'ordres impairs sont tous nuls.

6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et DX et DY les domaines de dé�nition

respe
tifs des fon
tions KX et KY .
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a) Pour tout réel t appartenant à la fois à DX et DY :

KX+Y (t) = ln
(
MX+Y (t)

)
= ln

(
E(et(X+Y ))

)
= ln

(
E(etX+tY )

)
= ln

(
E(etX × etY )

)

Comme X et Y sont indépendantes, alors d'après le lemme des 
oalitions, etX et etY le sont aussi,

et par 
onséquent :

KX+Y (t) = ln
(
E(etX)×E(etY )

)
= ln

(
E(etX)

)
+ ln

(
E(etY )

)
= KX(t) +KY (t)

b) Par linéarité de la dérivation : pour tout entier p ∈ N
∗
, et pour tout réel t appartenant à la fois

à DX et DY :

K
(p)
X+Y (t) = K

(p)
X (t) +K

(p)
Y (t)

C'est en parti
ulier vrai en t = 0, 
e qui donne :

∀p ∈ N
∗, Qp(X + Y ) = Qp(X) +Qp(Y )

7. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

a) Soit t un réel quel
onque : 
omme 
ette fois U est une variable à densité, MU (t) = E(etU ) est

d'après le théorème de transfert, bien dé�nie si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞
etx.fU(x)dx est

absolument 
onvergente.

I
i, la fon
tion fU est dé�nie par : ∀x ∈ R, fU(x) =





1 si x ∈ [0; 1]

0 sinon

.

Comme la fon
tion x 7→ etx est 
ontinue sur R pour tout réel t, on en déduit que la fon
tion

intégrée est 
ontinue sur [0; 1], nulle en-dehors de 
et intervalle : la fon
tion MU est bien dé�nie

sur tout R, par :

∀t ∈ R, MU(t) =

∫ 1

0

etxdx =





[1
t
.etx

]1
0
=

et − 1

t
si t 6= 0

∫ 1

0

1dx = 1 si t = 0

b) La fon
tion MU est bien de 
lasse C1
sur ] − ∞, 0[ et ]0,+∞[ 
omme quotient de fon
tions de


lasse C1
sur 
es intervalles où le dénominateur ne s'annule pas, et :

∀t ∈]−∞, 0[∪]0,+∞[, M ′
U(t) =

et × t− (et − 1)× 1

t2
=

tet − et + 1

t2


) Pour t 6= 0 au voisinage de 0 :

MU(t)− 1

t
=

et − 1

t
− 1

t
=

et − 1− t

t2

On utilise i
i le développement limité de exp à l'ordre 2 en 0 : et = 1+ t+
t2

2
+o(t2), qui permet

d'é
rire :

et − 1− t =
t2

2
+ o(t2) ⇐⇒ et − 1− t

t2
=

1

2
+ o(1)


'est-à-dire : lim
t→0

et − 1− t

t2
=

1

2
= lim

t→0

Mu(t)− 1

t
.
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d) Le résultat pré
édent s'é
rit aussi : lim
t→0

MU (t)−MU(0)

t− 0
=

1

2
, 
e qui prouve que MU est dérivable

en 0, et que M ′
U(0) =

1

2
.

Il reste don
 à véri�er que la dérivéeM ′
U est 
ontinue en 0, 
'est-à-dire que : lim

t→0
M ′

U(t) = M ′
U (0).

On réutilise à nouveau de DL2(0) de exp pour é
rire, pour t 6= 0 au voisinage de 0 :

M ′
U(t) =

t(1 + t+ t2/2 + o(t2))− (1 + t+ t2/2 + o(t2)) + 1

t2
=

t+ t2 − 1− t− t2/2 + 1 + o(t2)

t2
=

1

2
+o(1)

On en déduit : lim
t→0

M ′
U (t) =

1

2
= M ′

U(0), 
e qui prouve que MU est de 
lasse C1
en 0, et

�nalement sur R.

8. Soient α et β deux réels tels que α < β.

Dans 
ette question, on note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [α, β].

a) On sait d'après le 
ours sur la loi uniforme, que X et Y = α + (β − α)U suivent alors la même

loi, don
 KX est dé�nie pour tout t ∈ R, et :

∀t ∈ R, KX(t) = αt+KU

(
(β − α)t

)
= αt+ ln

(
MU((β − α)t)

)

b) La fon
tion KX apparaît alors, d'après 
e qui pré
ède, 
omme la somme et la 
omposée de

fon
tions de 
lasse C1
sur leurs domaines ; plus pré
isément, t 7→ αt est de 
lasse C1

sur R 
omme

fon
tion a�ne ;

t 7→ (β − α)t est de 
lasse C1
sur R et MU aussi, don
 t 7→ MU

(
(β − α)t

)
est de 
lasse C1

sur R,

à valeurs dans ]0; +∞[ sur lequel ln est de 
lasse C1
.

Finalement, KX est bien de 
lasse C1
sur R, et :

∀t ∈ R, K ′X(t) = α +
(β − α).M ′

U((β − α)t)

MU((β − α)t)

En parti
ulier, en t = 0 : K ′X(0) = Q1(X) = α+
(β − α).M ′

U(0)

MU (0)
= α+

β − α

2
=

α + β

2
puisque

M ′
U (0) =

1

2
et MU(0) = 1.

On retombe bien sur la valeur de l'espéran
e E(X) =
α + β

2
de la loi uniforme sur [α, β].

9. Soit un réel λ > 0 et soit T une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre λ.

a) Soit t un réel : d'après le théorème de transfert et sous réserve de 
onvergen
e absolue de la série :

MT (t) = E
(
etT

)
=

+∞∑

k=0

etkP (T = k) =
+∞∑

k=0

etk.e−λ.
λk

k!

= e−λ.

+∞∑

k=0

(λ.et)k

k!

La série est à termes positifs, et on re
onnaît une série exponentielle toujours 
onvergente ; la

fon
tion MT est don
 dé�nie sur tout R, et :

∀t ∈ R, MT (t) = e−λ.eλ.e
t

= eλ(e
t−1)

et KT (t) = ln
(
MT (t)

)
= λ(et − 1)

b) Il est alors immédiat que pour tout entier p ∈ N
∗
:

∀t ∈ R, K
(p)
T (t) = λ.et don
 ∀t ∈ R, K

(p)
T (0) = λ = Qp(X).

Les 
umulants de la loi de Poissons sont tous égaux au paramètre λ.
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10. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale 
entrée réduite.

a) Pour tout t ∈ R, la fon
tion x 7→ exp
(
tx− x2

2

)
est 
ontinue et positive sur R.

Pour tout x ∈ [0,+∞[ :
exp

(
tx− t2/2

)

e−x
= exp

(
(t+ 1)x− x2

2

)
, où :

(t + 1)x− x2

2
∼

x→+∞
−x

2

2
, don
 lim

x→+∞
(t+ 1)x− x2

2
= lim

x→+∞
−x

2

2
= −∞.

Par 
omposition ave
 lim
X→−∞

exp(X) = 0, on en déduit :

lim
x→+∞

exp
(
tx− t2/2

)

e−x
= 0, 
e qui signi�e que exp

(
tx− x2

2

)
= o+∞(e

−x).

Or l'intégrale

∫ +∞

0

e−xdx 
onverge et vaut 1 (intégrale de référen
e, asso
iée à la loi exponentielle

de paramètre 1), don
 par 
omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives,

l'intégrale

∫ +∞

0

exp
(
tx− x2

2

)
dx 
onverge.

On pro
ède de même en −∞, mais en faisant intervenir 
ette fois

∫ 0

−∞
exdx qui 
onverge (le


hangement de variable u = −x montre que 
ette intégrale est égale à

∫ +∞

0

e−udu = 1).

exp
(
tx− x2/2

)

ex
= exp

(
(t− 1)x− x2

2

)
−−−−→
x→+∞

0 par le même pro
édé que pré
édemment, don
 :

exp
(
tx − x2

2

)
= o−∞(e

x). Le théorème de 
omparaison des intégrales de fon
tions 
ontinues,

positives assure alors que

∫ 0

−∞
exp

(
tx− x2

2

)
dx 
onverge.

Finalement, l'intégrale

∫ +∞

−∞
exp

(
tx − x2

2

)
dx =

∫ 0

−∞
exp

(
tx − x2

2

)
dx +

∫ +∞

0

exp
(
tx− x2

2

)
dx

est 
onvergente, 
omme somme d'intégrales impropres 
onvergentes.

b) Le résultat pré
édent assure que MZ(t) = E
(
etZ

)
=

1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
tx− x2

2

)
dx est bien dé�nie

pour tout t ∈ R, d'après le théorème de transfert.

On é
rit :

1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
tx− x2

2

)
dx =

1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− 1

2

(
x2 − 2tx)

)
dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− 1

2

(
x− t)2 +

t2

2

)
dx

= exp
(t2
2

)
× 1√

2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− 1

2

(
x− t)2

)
dx

= exp
(t2
2

)
× 1

Puisque la dernière intégrale est 
elle de la densité d'une loi normale N (t, 1), intégrale qui vaut

1 !

On a don
 bien démontré que : ∀t ∈ R, MZ(t) = exp
(t2
2

)
.


) On en déduit : ∀t ∈ R, KZ(t) = ln
(
MZ(t)

)
=

t2

2
.
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On sait alors que toute variable aléatoire V suivant la loi normale de paramètres (µ, σ2) a même

loi que σ.Z + µ : or d'après la question 5.a), pour tout t ∈ R :

KV (t) = Kσ.X+µ(t) = µt+KZ(σt) = µt+
σ2t2

2

On en déduit :

∀t ∈ R, K ′V (t) = µ+ σ2t, K ′′V (t) = σ2
et ∀p > 3, K

(p)
V (t) = 0

De sorte que :

Q1(V ) = K ′V (0) = µ, Q2(V ) = K ′′V (0) = σ2
et ∀p > 3, Qp(X) = K

(p)
V (0) = 0

11. Soit (Tn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n ∈ N

∗
, la variable aléatoire Tn

suit la loi de Poisson de paramètre n. Pour tout n ∈ N
∗
, on pose : Wn =

Tn − n√
n

.

a) La variable aléatoire Tn suit la même loi que

Sn − n√
n

, où Sn =

n∑

k=1

Ri est la somme de n v.a.r. de

Poisson mutuellement indépendantes, toutes de paramètre 1.

Comme on a alors : E(Sn) = E(Tn) = n et σ(Sn) = σ(Tn) =
√
V (Tn) =

√
n,

alors Wn a même loi que

Sn − E(Sn)

σ(Sn)
.

On est don
 dans le 
as d'appli
ation du théorème de la limite 
entrée, qui assure que la suite(Sn − E(Sn)

σ(Sn)

)
n∈N∗


onverge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale 
entrée,

réduite.

Il en est don
 de même pour la suite (Wn)n∈N∗
qui 
onverge en loi vers une v.a.r. W qui suit la

même loi (normale 
entrée, réduite) que Z.

b) Pour tout n ∈ N
∗
et tout réel t ∈ R :

KWn
(t) = K 1√

n
Tn−
√
n(t)

5.b)
= −√nt+KTn

( 1√
nt

) 9.a)
= −√nt + n

(
et/
√
n − 1

)

puisque Tn suit une loi de Poisson de paramètre λ = n.


) Soit t ∈ R quel
onque : lim
n→+∞

t√
n
= 0, don
 on peut utiliser le DL2(0) de exp pour é
rire :

KWn
(t) = −√n.t+ n.

(
1 +

t√
n
+

t2

2n
+ o

(1
n

)
− 1

)
= −√n.t+√nt+ t2

2
+ o(1) =

t2

2
+ o(1)

Don
 : ∀t ∈ R, lim
n→+∞

KWn
(t) =

t2

2
= KW (t) d'après 10.b)

Partie III. Cumulant d'ordre 4

Dans 
ette partie, on 
onsidère une variable aléatoire X telle que MX est de 
lasse C4
sur un intervalle

ouvert I 
ontenant l'origine.

On admet alors que X possède des moments jusqu'à l'ordre 4 qui 
oïn
ident ave
 les dérivées su

essives

de la fon
tion MX en 0. Autrement dit, pour tout k ∈ J1, 4K, on a M
(k)
X (0) = E(Xk).

De plus, on pose : µ4(X) = E
((

X −E(X)
)4)

.
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12. Par dé�nition : Q1(X) = K ′X(0), où pour tout t ∈ I, KX(t) = ln
(
MX(t)

)
, don
 K ′X(t) =

M ′
X(t)

MX(t)
,

et en t = 0 :

K ′X(0) =
M ′

X(0)

MX(0)
=

E(X)

1
soit : Q1(X) = E(X)

d'après l'hypothèse faite, et puisque MX(0) = E(e0) = 1.

Si on dérive une fois de plus : pour tout t ∈ I, K ′′X(t) =
M ′′

X(t)×MX(t)−
(
M ′

X(t)
)2

(
MX(t)

)2 , don
 :

Q2(X) = K ′′X(0) =
M ′′

X(0).1−
(
M ′

X(0)
)2

1
= E(X2)− E(X)2 = V (X)

d'après la formule de Koenig-Huygens.

13. SoientX1 etX2 deux variables aléatoires indépendantes et de même loi queX . On pose : S = X1−X2.

a) D'après la formule du bin�me de Newton :

S4 = (X1 −X2)
4 = X4

1 − 4X3
1X2 + 6X2

1X
2
2 − 4X1X

3
2 +X4

2

Les variables X1 et X2 admettent, 
omme X , des moments jusqu'à l'ordre 4 au moins, et sont

indépendantes ; d'après le lemme des 
oalitions, pour tout (k, j) ∈ J1, 4K4, Xk
1 et Xj

2 sont indé-

pendantes ; on en déduit que S admet un moment d'ordre 4 qui vaut :

E(S4) = E(X4
1 )− 4E(X3

1 )× E(X2) + 6E(X2
1 )× E(X2

2 )− 4E(X1)× E(X3
2 ) + E(X4

2 )

= E(X4)− 4E(X3)E(X) + 6E(X2)2 − 4E(X)E(X3) + E(X4)

= 2E(X4)− 8E(X3)E(X) + 6E(X2)2

Par ailleurs, et par linéarité de l'espéran
e notamment :

2µ4(X) + 6
(
V (X)

)2
= 2E

(
X4 − 4X3E(X) + 6X2E(X)2 − 4XE(X)3 + E(X)4

)
+ 6

(
E(X2)−E(X)2

)2

= 2E(X4)− 8E(X3)E(X)+12E(X2)E(X)2−8E(X)4 + 2E(X)4

+ 6E(X2)2−12E(X2)E(X)2+6E(X)4

= 2E(X4)− 8E(X3)E(X) + 6E(X2)2

On obtient bien l'égalité des deux membres : E(S4) = 2µ4(X) + 6
(
V (X)

)2
.

b) Les variables aléatoires X1 et X2 étant indépendantes, il en est de même pour X1 et −X2.

En reprenant les 
al
uls réalisés 6.a), on réalise qu'on peut é
rire :

∀t ∈ I, MS(t) = E
(
et(X1−X2)

)
= E

(
etX1×e−tX2

)
= E

(
etX1

)
×E

(
e−tX2

)
= MX1

(t)×MX2
(−t) = MX(t).MX(−t)

Comme MX est de 
lasse C4
sur I, par 
omposition par t 7→ −t et produit, MS est de 
lasse C4

au voisinage de 0 ; pour garantir que 
'est le 
as sur tout I, on a en fait besoin de savoir que I
est un intervalle symétrique par rapport à 0 : ∀t ∈ I, −t ∈ I. On peut admettre que 
'est le


as i
i sans perte de généralité.

En reprenant le 
al
ul réalisé à la question 12., on obtient une première relation entre MS, KS

et K ′S :

∀t ∈ I, KS(t) =
M ′

S(t)

MS(t)
⇐⇒ M ′

S(t) = K ′S(t)×MS(t)
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On dérive la dernière égalité (dérivée d'un produit) :

∀t ∈ I, M ′′
S(t) = K ′′S(t)×MS(t) +K ′S(t)×M ′

S(t)

En
ore une fois :

∀t ∈ I, M
(3)
S (t) = K

(3)
S (t).MS(t) +K ′′S(t).M

′
S(t) +K ′′S(t).M

′
S(t) +K ′S(t).M

′′
S(t)

= K
(3)
S (t).MS(t) + 2K ′′S(t).M

′
S(t) +K ′S(t).M

′′
S(t)

Et une dernière fois :

∀t ∈ I, M
(4)
S (t) = K

(4)
S (t).MS(t) +K

(3)
S (t).M ′

S(t) + 2
(
K

(3)
S (t).M ′

S(t) +K ′′S(t).M
′′
S(t)

)

+K ′′S(t).M
′′
S(t) +K ′S(t).M

(3)
S (t)

M
(4)
S (t) = K

(4)
S (t).MS(t) + 3K

(3)
S (t).M ′

S(t) + 3K ′′S(t)M
′′
S(t) +K ′S(t)M

(3)
S (t)

Remarque : la formule de Leibniz pour la dérivée n-ième d'un produit de deux fon
tions n fois

dérivables ne �gure pas au programme o�
iel de ECE (mais est souvent étudiée en ECE2) ; elle

aurait permis de 
on
lure plus rapidement, puisqu'on aurait pu dériver 3 fois M ′
S = K ′S ×MS

pour é
rire, pour tout t de I

M
(4)
S (t) =

(
M ′

S

)(3)
(t) =

(
K ′S ×MS)

(3)(t) =
3∑

k=0

(
3

k

)(
K ′S)

(k)(t).
(
MS)

(3−k)(t)

=

(
3

0

)
.K ′S(t)M

(3)
S (t) +

(
3

1

)
.(K ′S)

′(t)M ′′
S(t) +

(
3

2

)
(K ′S)

′′(t).M ′
S(t) +

(
3

3

)
(K ′S)

(3)(t).M
(0)
S (t)

= K ′S(t)M
(3)
S (t) + 3K ′′S(t)M

′′
S(t) + 3K

(3)
S (t)M ′

S(t) +K
(4)
S (t)MS(t)


) La variable S présentant les 
onditions requises pour la propriété admise au début de 
ette partie,

on peut dire que : ∀k ∈ J1, 4K, M
(k)
S (0) = E(Sk) ; l'évaluation de la relation pré
édente en t = 0,

donne don
 :

M
(4)
S (0) = K

(4)
S (0).MS(0) + 3K

(3)
S (0).M ′

S(0) + 3K ′′S(0)M
′′
S(0) +K ′S(0)M

(3)
S (0)

⇐⇒ E(S4) = Q4(S).1 + 3Q3(S).E(S) + 3Q2(S)E(S2) +Q1(S).E(S3)

Où : Q1(S) = E(S) d'après 12., et par ailleurs :

E(S) = E(X1)−E(X2) = E(X)−E(X) = 0... ! On a aussi Q2(S) = V (S) = E(S2)
puisque E(S) = 0.

Il reste don
, en e�et :

E(S4) = Q4(S) + 3
(
V (S)

)2

14. Il reste à se souvenir du fait que : Q4(S) = Q4(X1 −X2) = Q4(X1) +Q4(−X2) = 2Q4(X) au vu des


al
uls menés à la question 6.

Par ailleurs : V (S) = V (X1−X2) = V (X1)+V (X2) = 2V (X) puisque X1 et X2 sont indépendantes

et de même loi que X .

Il reste don
 à mettre en relation les deux expressions possibles de E(S4) qu'on a obtenues aux

questions 13.a) et 13.
), qui permettent d'é
rire :

2µ4(X) + 6
(
V (X)

)2
= 2Q4(X) + 12

(
V (X)

)2 ⇐⇒ 2Q4(X) = 2µ4(X)− 6
(
V (X)

)2


e qui donne bien : Q4(X) = µ4(X)− 3
(
V (X)

)2
.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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