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EXERCICE
0
1. Dans cette question, on considére les matrices C'= | 1 | € M3:(R), L= (1 2 —1) e Ms3:(R)
2
et le produit matriciel M = CL.
0 0 O
a) (i) M=CL= 1|1 2 —1].Pour M? il n’est pas interdit d’étre malin :
2 4 =2

(1)
(iii)

(ii)

M? = CLCL ot au milieu: LC=0+2—-2=0,donc M*>=0C x0.L =0.CL = 0.
Toutes les colonnes de la matrice M sont proportionnelles et non nulles, donc rg(M) = 1.

La matrice M vérifie M? = 03 (matrice nilpotente), donc P(X) = X? est un polynome an-
nulateur de M, dont la seule racine 0 est aussi la seule valeur propre possible de M.

Si donc M était diagonalisable, elle serait semblable via une matrice de passage P, & une ma-
trice diagonale contenant les valeurs propres de M sur sa diagonale ; bref, M serait semblable
A a matrice nulle, et devrait donc vérifier : M = P03P~! = 03, ce qui est faux!

Donc M n’est pas diagonalisable.

0 1 0
Soit P=(1 0 0
0 -2 1

On peut prouver que P est inversible en calculant son rang par exemple :

0 1 0 1 0
1 0.0 222 10 1
0 -2 1 0

0 ol 1 00

0] =522 1o 10
-2 1 0 01
On obtient une matrice échelonnée avec 3 pivots non nuls, donc rg(P) = 3 est maximal, ce
qui est un critére d’inversibilité.

0 1
Le produit matriciel demandé ensuiteest : P [ 1] = |0
2 0
011 1 1
La matrice R= |1 0 1] vérifie sans peine R| 2 | = (0
01 2 -1 0

On I'a construite de sorte a ne surtout pas faire apparaitre de relations de dépendance linéaire
entre ses colonnes, ce que confirme & nouveau le calcul de son rang :

01 1 101 101
10 1|22k 1o 1 1| ety [0 1 1
01 2 01 2 00 1



La encore, on obtient une matrice échelonnée a 3 pivots non nuls, donc rg(R) = 3 et R est

inversible.

010

1 01
11 2

(iii) Le calcul matriciel PM @ peut alors s’écrire sous la forme suivante, qui utilise ’associativité

du produit matriciel, et surtout aussi les relations précédentes :

1 100
PMQ = (PC)(LQ)= 0] x(1 0 0)=1{0 0 0
0 00 0

La matrice @ cherchée est alors tout simplement Q = ‘R =

En effet, la relation obtenue en 1.b. (%) donne, en lui appliquant la transposée :

(12 -1)Q=(@1 0 0)

2. La fonction Scilab suivante permet de multiplier la i-éme ligne L; d’une matrice A par un réel sans
modifier ses autres lignes, ¢’est-a-dire de lui appliquer 'opération élémentaire L; < aL; (ou a # 0).

function B = multlig(a,i,A)
[n,pl = size(A);
B = A;
for j = 1p
B(i,j) = axB(i,j)
end;
endfunction

a) Sur le méme modéle, on écrit les fonctions addlig et echlig permettant d’effectuer respectivement
les deux autres opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice :

function B = addlig(b,i,j,A)
(n,p]l = size(A);
B = A;
for k = p
B(i,k) = B(i,k) + b*B(j,k)
end;
endfunction

function B = echlig(i,j,A)
[n,p] = size(A);
B = A;
for k = 1:p
B(i,k) = A(j,k)
B(j,k) = A(i,k)
end;
endfunction

b) La fonction multligmat est définie par :

function B = multligmat(a,i,A)
[n,pl = size(A);
D = eye(n,n);
D(i,i) = a;
B = D*A;
endfunction



Elle réalise concrétement le produit matriciel de A a gauche par la matrice D diagonale, dont
tous les éléments diagonaux sont égaux a 1 sauf celui de la ligne ¢ qui vaut a.

Un exemple avec n = 3, i = 2 et une matrice A de format 3 x 3 va bien faire apparaitre le

principe :
1 00 T Yy z r oy =z
0 a O)x|r s t]=\ar as at
0 01 U v ow u v w

ce qui revient bien & multiplier uniquement les éléments de la ¢-iéme ligne par a.

Si on veut prouver trés rigoureusement le cas général, il faut revenir a la formule du produit
matriciel : D est une matrice carrée d’ordre n, A est une matrice de format n x p dont le produit
DA est bien défini, de format n x p, et pour tout couple (£,7) tel que 1 < <netl1<j<p:

n A&j si / 7é 1
(DA)@J = Z Dg’k X Ak,j = D&g X A&j =
k=1 CI,.AZ‘J sil =1

puisque Dy, est nul sauf si £ = k, tous les termes de la somme pour £ # k sont en effet nuls.
Cela prouve bien que les coefficients du produit DA sont les mémes que ceux de A, sauf a la i-éme
ligne ou tous les coefficients sont multipliés par a

3. Dans cette question, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et M une matrice de M, (R) de rang
1.
Pour tout couple (i,7) € [1,n]? on note E;; la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont
nuls, sauf celui situé a l'intersection de sa i-éme ligne et de sa j-éme colonne, qui vaut 1.
a) (i) Le fait que M soit de rang 1 signifie que toutes ses colonnes sont proportionnelles, et que
I'une d’entre elles au moins est non nulle ; elles sont donc toutes multiples d’une méme matrice
1
colonne C' = | : | € M,,1(R) non-nulle : si on note C; la i-éme colonne de M, il existe pour
Cn
chaque 7 de [1,n], un réel ¢; tel que C; = ¢;.C, et 'un des réels ¢; au moins est non-nul.
Mais alors, en notant L = (61 En), L est une matrice-ligne non nulle et les propriétés
du produit matriciel assurent que M est bien égale au produit C'L.

(77) On utilise & nouveau Passociativité du produit matriciel pour constater qu’on peut écrire :

n
MC = (CL)C = C(LC) on LC est un seul nombre réel, égal & o = Z&.ci. Ainsi :

i=1
MC = «a.C, ce qui prouve, puisque C' est non nul, que « est valeur propre de M, C' étant un
vecteur propre associé.

(#1i) Faisons le bilan de ce qu’on sait sur M :

e Le fait que M soit de rang 1 assure qu’elle est non-inversible, donc que 0 est valeur propre
de M et que, d’aprés le théoréme du rang, le sous-espace propre associé est de dimension
dim Eo(M) =n — 1.

n
e Si donc a = E l;.c; est non nul : M posséde alors une deuxiéme valeur propre, et
i=1

dim E, (M) > 1.

Mais alors, d’aprés le théoréeme spectral :
dim Ey(M) +dim E,(M) <n <= n—1+dimE,(M) <n <= dimE,(M) <1

e On peut donc en conclure que : dim F, (M) = 1, que M n’a pas d’autre valeur propre et
que M est diagonalisable, puisque dim Ey(M) + dim E, (M) = n.



b) (i)

(ii)

On généralise ici ce qui a été fait sur un exemple en 1.b) : comme C' est un vecteur colonne
non nul, on peut le compléter en un base B’ de M,, 1(R).

Et dans ce cas, si P est la matrice passage de la base B a la base canonique B de M,, ;(R)
(qui est en fait l'inverse de la matrice de passage de B a B’), alors d’aprés la formule de

1
0 . .
changement de base: PC = | | | est le premier élément de la base canonique de M,, ;(R).
0
b
On peut alors faire le méme raisonnement avec la matrice colonne ‘L = | : |, elle aussi non
ln
1
S o ¢ 0
nulle : il existe une matrice inversible R telle que : R'L =
0

En appliquant la transposée a cette relation, et d’aprés les propriétés de celle-ci, on obtient
alors la relation :

(RLy=(1 0 ... 0) &= L'R=(1 0 ... 0)
11 suffit alors de poser Q = ‘R, qui est encore inversible, pour obtenir :

1
0
PMQ=(PO)LQ)=| | x(@ 0 --- 0)=E,

L’idée de la question précédente (une fois qu’on I’a eue!) se généralise sans trop de difficulté :
si on note F; la matrice colonne de M, ;(R) dont tous les éléments sont nuls, sauf le i-éme
qui vaut 1, alors : il existe une matrice inversible P; telle que P,C' = F; (on prend l'inverse
de la matrice de passage de la base canonique de M,, ;(R) & une base dans laquelle C' est en
i-éme position), et une matrice inversible R; telle que R; ‘L = F; <= L tRj = tFj.
En posant Q); = tRj, on a alors :

PMQ; = (PCO)(LQ)) = Fi x 'F;=E

i7j



PROBLEME

Dans ce probleme, on définit et on étudie les fonctions génératrices des moments let les fonctions
génératrices des cumulants de variables aléatoires discrétes ou a densité.

Les cumulants d’ordre 3 et / permettent de définir des parameétres d’asymétrie et d’applatissement
qui viennent compléter la description ususelle d’une loi de probabilité par son espérance (paramétre
de position) et sa variance (paramétre de dispersion); ces cumulants sont notamment utilisés pour
I’évaluation des risques financiers.

Dans tout le probléme :

e on note (£2, A, P) un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires introduites dans 1’énoncé
sont des variables aléatoires réelles définies sur (€2, A);

e pour toute variable aléatoire X et pour tout réel ¢ pour lequel la variable aléatoire !X admet
une espérance, on pose :

Mx(t) = E(e") et Kx(t) =In(Mx(t));

(les fonctions Mx et Kx sont respectivement appelées la fonction génératrice des moments et la
fonction génératrice des cumulants de X.)

e lorsque, pour tout entier p € N*, la fonction Kx est de classe C? sur un intervalle ouvert contenant
l'origine, on appelle cumulant d’ordre p de X, noté Q,(X), la valeur de la dérivée p-iéme de Kx
en 0 :

Qu(X) = K2(0).

Partie I. Fonction génératrice des moments de variables aléatoires discrétes.

Dans toute cette partie :

e on note n un entier supérieur ou égal a 2;
e toutes les variables aléatoires considérées sont discrétes a valeurs entiéres;
e on note S une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1} dont la loi est donnée par :

P(ls = 1) = P(S=1) = 5.

1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [—n, n].

a) La variable aléatoire X est donc finie, et M (t) = E(e!™) est bien définie pour tout ¢ € R, donnée
par le théoréeme de transfert :

n

VtER, Mx(t)= > e*P(X=k)
k=—n

La fonction My apparait alors comme une combinaison linéaire de fonctions f;, : t — e'*, toutes
de classe C'*° sur R : My est elle-méme de classe C'*° sur R.

Pour tout k de [—n,n], et pour tout t de R :  f/(t) = k.e*, et par une récurrence immédiate :
VpeN, VteR, fP(t) =kt

Par linéarité de la dérivation (la dérivée d’une somme est la somme des dérivées), on a donc :

WeN, VieR, MY ka " P(X = k)
k=—n
Donc: WpeN, MP(0 Z kP.e® P(X Z kP P(X = k) = B(XP),
k=—n k=—n

a nouveau grace au théoréme de transfert.



b) Soit Y une variable aléatoire & valeurs dans [—n,n] dont la fonction génératrice des moments
My est la méme que celle de X.

On note Gx et Gy les deux polynémes définis par :

;

Gx(z) = ZP([X =k —n])z*

Vo € R, on
Gy(x) = ZP([Y =k —n])a"
(i) Pour tout réel ¢ :
Gx(e') = ZP([X = k—n])e™” b=kl Z P([X —j]).et(j+") =", Z P([X =j])e” = e™ Mx(t)

(77) On sait par hypothése que :
Vit € ]R, My(t) = Mx(t) donc e"t.My(t) = ent.Mx(t) < Gy(et) = Gx(et).
(7ii) Les fonctions Gx et Gy sont des polynomes, et on vient de voir que :
Vit € R, Gx(e') — Gy(e') = 0, ce qui signifie que le polynome G'x — Gy admet pour racines

tous les nombres e!, pour t € R quelconque.

Comme la fonction exponentielle réalise une bijection de R dans ]0; +00], cela signifie que
tout réel strictement positif est racine de Gx — Gy ; ce polynome est donc forcément nul
puisqu’il posséde une infinité de racines!

Les deux polynomes G'x et Gy sont donc égaux : ils ont en particulier méme degré et mémes
coefficients, de sorte que :

Vk € [0,2n], P([X =k-n])=P(Y =k-n]) < Vje[-nn], P(X=j])=P(Y =)

et toute probabilité du type P([X = j]) ou P([Y = j]) avec j ¢ [—n,n], est nulle.

On en conclut donc que X et Y suivent la méme loi.

1
2. Dans cette question, on note X, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 8(2, 5)

On suppose que les variables aléatoires S et X, sont indépendantes et on pose Yo = SXs.

a) (i) Les univers-images de Xy et S sont respectivement {0, 1,2} et {—1, 1}, donc le
produit Y5 = SX5 a pour valeurs possibles :

Yo(Q) = {—2,-1,0,1,2}

(ii) Calcul des probabilités de la loi de Y5 :

*x [Yo = =2] =[S = —1] N [X, = 2] donc par indépendance de S et X5 :

2\ /IN2 1
8 (2) (5) ~3
1 2\ /12 1
ke (1) () =1
1

* P([Ya=0]) = P([Xo=0]) = (2) (—)2 =1 (pas de contrainte sur S).



Yo=1)) = P([S = 1N [X, = 1]) =

| | =

(
(Va=2) = P(IS=1Nn[X;=2]) = =.
{

b) X5(2) = {0,1,2} et (S + 1)(©2) = {0,2} done (Xa — (S + 1))() = {~2,-1,0,1,2} et -
* P([Xy = (8+1)==2]) = P([Xy =0]N[S = —1]) = P([Xy = 0]) x P([S = —1]) = %
« P~ (S+1) = 1)) = P((Xa =1]N[S = —1]) = g x s =
« P([X—(S+1) = 0]) = P(([X: = 0)n[S = ~1)U(IX, = 2AA[S = 1)) = g x5+ X5 = ¢
« P~ (S+ 1) =1) = P(o = 1]n[S = ~1)) = 5 x s = |
« P0G - (5+1)=2) = P =2 NS = ~1)) = x 5 =

Les variables aléatoires Y, et X5 — (S + 1) suivent bien la méme loi.

3. Question Scilab :
(1) n = ;
(2) X = grand(n,2,'bin',2,0.5);
(3) B = grand(n,2,'bin',1,0.5);
(4) S = 2%B - ones(n,2);
(5) Z1 = [S(1'n,1).*X(1 n,1), X(1'n,') - S(.'n,1) - ones(n,)];
(5) Z2 = [S(1'n,1).*X(1 ' n,1), X(1'n,?) - S(1'n,2) - ones(n,1)];

a) Aprés exécution des quatre premiéres instructions :

e X contient 2n simulations indépendantes de la loi binomiale B (2, %) organisées sur n lignes et
2 colonnes.

e S contient 2n simulations indépendantes de la loi de S définie en préambule de cette parties,
organisées de la méme facon.

Donc en effet, le vecteur B contient 2n simulations indépendantes de la loi de Bernoulli de
parameétre %, et il est clair que si B < B(%), alors 2B — 1 suit la méme loi que S.

b) Les instructions des lignes 5 et 6 du script Scilab juxtaposent deux colonnes a n lignes calculées
via des opérations termes a termes :

e [a premiére colonne de Z1 contient les produits terme a terme des simulations de la premiére
colonne de X et de la premiére colonne de S : on obtient ainsi une colonne de n simulations de
SXy =Y.

e La deuxiéme colonne de Z2 contient des valeurs du type :

X(i,1) - S(i,1) - 1 = X(i,1) - (S(i,1)+1), c’est-a-dire n simulations en colonne de
Xy = (S +1), dont on vient de voir qu’elle suit la méme loi que Y5.

Ces deux colonnes sont concaténées pour faire de Z_1 une matrice de 2n simulations de la loi
de la v.ar. Ys.

e [a matrice Z2 est construite sur le méme modéle : sa premiére colonne est d’ailleurs identique
a celle de Z1, la deuxiéme étant construite en utilisant cette fois la deuxiéme colonne de
simulations de chacun des deux vecteurs X et S.

¢) On modifie la premiére ligne du script précédent en affectant & n une valeur beaucoup plus grand
que 10 (par exemple, 10000) et en lui adjoignant les deux instructions (7) et (8) suivantes :

(7) P length(find (Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2)))/n;
(8) p length (find (Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2)))/n;

Avec le sens des commandes length et find rappelé par I’énoncé, on comprend donc que pi
correspond a la fréquence du nombre de coincidences ligne par ligne, entre les deux colonnes de



Z1 : on cherche le nombre de fois ot Z1(i,1) est égal & Z1(i,2) et on divise par le nombre total
de simulations.

On obtient donc la fréquence de réalisation de I’événement :  [SXy = Xy — (S + 1)], qui sert a
comparer concrétement ces deux facons possibles de simuler la méme loi, celle de Y5.

La loi faible des grands nombres assure alors que p1 est, pour n trés grand, une valeur approchée
de la probabilité P([SX, = X5 — (S + 1)]).
Le nombre p2 est construit sur le méme principe, a ceci prés cependant que les deux échantillons

utilisés pour simuler SX5 et Xy — (S 4 1) ne sont pas les mémes, et sont indépendants I'un de
I’autre.

Le nombre p2 serait donc plutot une valeur approchée de P([SX, = X, — (S + 1)]), ou X, et S
sont des variables aléatoires respectivement de méme loi que X5 et S, indépendantes entre elles
et de X, et S.

[’exécution du script (impossible a faire pendant I’épreuve!) donne d’ailleurs deux valeurs diffé-
rentes pour pl et p2:

-->disp(pl)

-->disp(p2)

Cela parait assez raisonnable a posteriori (mais m’a quand méme posé question la premiére fois
que j’ai exécuté le script!) : comme on I’a vu a la question 2.a) (ii), si SXs et Xo — (S + 1) sont
de méme loi, ce ne sont pas les mémes valeurs de S et X, par exemple, qui donnent [SX5 = 1] et
(X5 — (S + 1) = 1]. Ce probléme de couplage de valeurs disparait dans le deuxiéme cas puisque
les deux jeux de valeurs comparés sont totalement indépendants.

1
4. Dans cette question, on note X,, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(n, 5)

On suppose que les variables aléatoires X, et S sont indépendantes et on pose Y,, = SX,,.

a) La variable aléatoire X, est donc finie, d’univers-image X,,(Q2) = [0,n], et x — €' est définie
pour tout réel x, donc d’aprés le théoréme de transfert, Mx, (t) = E(etX") est bien définie pour
tout réel ¢ par :

e = 3ot =) <30 ) () - () 5 (1) e =

d’apres la formule du binéme de Newton.
b) Laloi de Y,, = SX,, est, de son coté, définie par :  (SX,)(2) = [—n,n] et pour tout k € [1,n] :

P([Y,=—k]) = P([S = ~1] N [X, = k) = P([S = ~1]) x P([X, = k]) = (Z)(%)M

Enfin, P([Y, =0]) = P([X, =0]) = (%)n Ainsi, pour tout réel ¢ :
My, (1) = zn: " P(Y, =k]) = Y e " P([X, = k]) + "P([X, =0]) + zn:e“fp([xn = k)
LTS ) G QS (e



()" e -0+ (3)  (5) ey - )

Myn(t):2n1+1.((1—|—et)";/T+Z—|—(1+et)" ) CQFD

¢) Pour tout réel ¢, on a en effet : (1 +e7)" = (e7*(e! + 1))" = e (1 + €')", donc le résultat
précédent s’écrit, :

1 ot L +e™ (I4e )™ 1 e™
VEER, My, (1) = oo (L e ™) (L ey = o x ST — (D S ) M, (1)
1 —nt 1 1
Or 5+ 62 peut s’écrire sous la forme : eo'tE + (e*"t.i = E(e ") si H, est une variable
1
aléatoire & valeurs dans {0,n}, de loi :  P([H, =0]) = P([H, =n]) = 5

On peut d’ailleurs considérer H,, indépendante de X,,, de sorte que le calcul précédent s’écrit :
VtER, My, (t) = E(e") x E(e™") = E(e" x e ") = E(eX ) = My, g, (t)

Or les variables aléatoires Y,, et X,, — H, sont toutes deux & valeurs dans [—n,n] : le résultat de
la question 1.c) et I’égalité des fonctions génératrices des moments My, et My, _p, assurent que
Y, et X,, — H,, suivent la méme loi.

Partie II. Propriétés générales des fonctions génératrices des cumulants et
quelques exemples.

5. Soit X une variable aléatoire et Dx le domaine de définition de la fonction Kx.
a) Kx(0)=1In <MX(0)) —In (E(e")) = In (E(1)) = In(1) = 0.
b) Soit (a,b) € R? et Y = aX + b. Pour tout réel ¢ pour lequel at appartient a Dy :
Ky(t) = In (My(t)) = In (E("“X™))) = In (B(e"X 1))
=In (E(e"X x ")) = In (" . E(e"X))
Ky(t) = bt +In(Mx(at)) = bt + Kx(at)  CQFD

¢) On suppose ici que les variables aléatoires X et —X suivent la méme loi.

Par conséquent : Vit € R, K _x(t) = Kx(t). Mais par ailleurs, —X = aX + b avec a = —1 et
b =0, et la relation précédente permet d’écrire : V¢t € R, K_x(t) =0+ Kx(—t) = Kx(—t).

On en déduit que :
Vie R, Kx(t) = Kx(—t)

Par dérivations successives de cette égalité, on en déduit que pour tout p € N* :
VieR, (1)K (—t)=KP(t) donc VpeN, (—1)P.KP(0)=KP(0) <= (—1).Qy(X) = Qy(X)
En particulier, pour tout entier p impair, (—1)? = —1 et on obtient :
—Qp(X) = Qp(X) = 2Q)(X) =0 = Qp(X) =0

C’est-a-dire que les cumulants de X d’ordres impairs sont tous nuls.

6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et Dy et Dy les domaines de définition
respectifs des fonctions Ky et Ky.



a)

b)

Pour tout réel ¢t appartenant a la fois & Dy et Dy :
Kxiy(t) =In (Mxiy(t) = In (E(e™))) = In (E(e™)) = In (B(e x ™))

Comme X et Y sont indépendantes, alors d’aprés le lemme des coalitions, !X et e le sont aussi,
et par conséquent :

Kyiy(t) =In(E(eX) x E(e™)) =In (E(e")) + In (E(e™)) = Kx(t) + Ky (t)

Par linéarité de la dérivation : pour tout entier p € N*, et pour tout réel ¢ appartenant a la fois
a DX et Dy : ) ) )
Ky (t) = KX'(t) + Ky (t)

C’est en particulier vrai en ¢t = 0, ce qui donne :

VpeN',  Qp(X +Y) =Qp(X) +Qp(Y)

7. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Iintervalle [0, 1].

a)

Soit ¢ un réel quelconque : comme cette fois U est une variable a densité, My (t) = E(e'V) est

+oo
d’aprés le théoréme de transfert, bien définie si et seulement si Iintégrale / e fy(x)dx est
—0o0
absolument convergente.
1 sixze|0;]]
Ici, la fonction fy est définie par:  Va € R, fy(z) = .
0 sinon

Comme la fonction x +— € est continue sur R pour tout réel ¢, on en déduit que la fonction
intégrée est continue sur [0; 1], nulle en-dehors de cet intervalle : la fonction M est bien définie
sur tout R, par :

1 1 t—1
1 |:;.€tmi| - € t Si t 7é 0
VteR, My(t) = / el*dy = Y
0 / ldz =1 sit=0
0
La fonction My est bien de classe C! sur | — oo, 0[ et ]0, +00[ comme quotient de fonctions de

classe C! sur ces intervalles ol le dénominateur ne s’annule pas, et :

xt—(e"=1)x1 te—e+1
Vi €] - o0, 01UJ0, 480], My(t)= X IT@ DXLtz

t2 2
Pour ¢ # 0 au voisinage de 0 :
et —1
My(t)—1  —7 1 e—1—t¢
t B t 2
t2
On utilise ici le développement limité de exp & 'ordre 2en 0: e =1+t+ 5 +o(t?), qui permet
d’écrire : ) Cq .
e —1—-1
e—1—t=—+ot) = = =—+o0(1)
t-1—-t 1 M,(t) —1
c’est-a~dire :  lim L . lim ®)
t—0 12 t—0 t
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My (t) — My (0 1
d) Le résultat précédent s’écrit aussi : Pr% v 35 0 v(0) =5 ce qui prouve que My est dérivable
ﬁ p—
1

en 0, et que M[;(0) = )

Il reste donc a vérifier que la dérivée M]; est continue en 0, ¢’est-a-dire que : PI% M (t) = M{(0).
—

On réutilise & nouveau de DLy(0) de exp pour écrire, pour ¢ # 0 au voisinage de 0 :

tl+t+t2/2+0(t?) — (1+t+t2/2+0(t*)+1 t+t*—1—t—1*/2+1+0(t*) 1
My (t) = 2 = 2 = §+0(1)

1
On en déduit : lir%M{](t) =3 = M[;(0), ce qui prouve que My est de classe C* en 0, et
—

finalement sur R.
8. Soient a et B deux réels tels que a < f3.
Dans cette question, on note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur 'intervalle [« (].

a) On sait d’aprés le cours sur la loi uniforme, que X et Y = a + (8 — «)U suivent alors la méme
loi, donc K x est définie pour tout t € R, et :

VteR, Kx(t)=at+ Ky((8=a)t)=at+In(M((8—a)t))

b) La fonction Kx apparait alors, d’aprés ce qui précéde, comme la somme et la composée de
fonctions de classe C* sur leurs domaines ; plus précisément, t — at est de classe C'! sur R comme
fonction affine;

t > (B — )t est de classe C' sur R et My aussi, done ¢ — My ((8 — a)t) est de classe C* sur R,
a valeurs dans |0; +oo[ sur lequel In est de classe C*.

Finalement, Kx est bien de classe C* sur R, et :

(B8 — a)-Mp((5 = a)t)

VieR, Ky(t)=a+

My ((8= a)t)
— o). M! _

En particulier,en t =0: K% (0) = Q1(X) = a+ (B =) My(0) _ a+ fa_ath puisque

My (0) 2 2
1
M (0) = 5 et My (0) = 1.
. ) 4 « + B . .
On retombe bien sur la valeur de l'espérance E(X) = 5 de la loi uniforme sur [«, f].

9. Soit un réel A > 0 et soit 1" une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre .
a) Soit ¢ un réel : d’aprés le théoréme de transfert et sous réserve de convergence absolue de la série :

+o0 +o0 )\k
Myp(t) = E(eT) = Z RP(T =k) = Z etk.e_)‘.ﬁ
k=0 k=0 '

+00 t\k
L (A.eh)
=e XD

k=0

La série est a termes positifs, et on reconnait une série exponentielle toujours convergente; la
fonction My est donc définie sur tout R, et :

VEER, Mgp(t) =ete™ =MD et Kp(t) =In (Mr(t)) = Me' — 1)
b) 1l est alors immédiat que pour tout entier p € N* :
VteR, KP(t)=Ae donec VieR, KP(0)=x=Q,(X).

Les cumulants de la loi de Poissons sont tous égaux au paramétre .
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10. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

a)

c)

2
x
Pour tout ¢ € R, la fonction x — exp (t:c — 5) est continue et positive sur R.

tr —t%/2 2
exp (2 /):exp<(t+1)x—%>,oﬂ:

Pour tout z € [0, +0o0] :

e—$
2 2 9 9
(t + 1)1' B % m%’jroo _%’ dOHC mgr}rloo(t + l)l‘ o % - xglfoo _% = —00.

Par composition avec lim exp(X) = 0, on en déduit :
X——o00

exp (tz —t*/2 ’
( /2) = 0, ce qui signifie que exp (tx - %) = 04o0(€7).

lim

T—+00 e T

“+o0o
Or l'intégrale / e~ “dx converge et vaut 1 (intégrale de référence, associée a la loi exponentielle
0

de paramétre 1), donc par comparaison d’intégrales de fonctions continues, positives,
2

. +eo T
I'intégrale / exp (t:c — ?>dx converge.
0

0
On procéde de méme en —oo, mais en faisant intervenir cette fois / e“dz qui converge (le

—0o0

+oo
changement de variable © = —x montre que cette intégrale est égale a / e “du =1).
0
exp (tz — z%/2) x? . .y .
= exp ((t — 1)z — —) —— 0 par le méme procédé que précédemment, donc :
et 2/ az—+oo
2
x
exp (tx - 5) = 0_(€"). Le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues,
0 72
positives assure alors que / exp <tx — 7)dx converge.
—0o0
+o0 22 0 72 +o00 22
Finalement, I'intégrale / exp <ta: — —)dx = / exp (t:c — —)dx + / exp (taz — —)d:c
—00 2 —o0 2 0 2
est convergente, comme somme d’intégrales impropres convergentes.
1 400 x2
Le résultat précédent assure que My(t) = E(e”) = —2/ exp (tx — 3>dx est bien définie
T J—c0

pour tout t € R, d’aprés le théoréeme de transfert.

On écrit :

t2
= exXp (5) x 1

Puisque la derniére intégrale est celle de la densité d’une loi normale N (¢, 1), intégrale qui vaut
1!

t2
On a donc bien démontré que : Vit e R, My(t) =exp <§)

t2
On en déduit : V¢ € R, Kz(t) =In (Mz(t)) = 3
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On sait alors que toute variable aléatoire V suivant la loi normale de paramétres (u, 0%) a méme
loi que 0.Z + p : or d’aprés la question 5.a), pour tout ¢ € R :

o’t?
Ky (t) = Kox4u(t) = pt + Kz(ot) = pt + ——

2
On en déduit :
VteR, Kl (t)=p+o’t, Kit)=0> et ¥p=3, KP{t)=0

De sorte que :

Q1(V) = K (0) = p, Qa(V) = Kjh(0) = 0% et Vp =3, Q)(X) =K (0)=0

11. Soit (T},)nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n € N*, la variable aléatoire T,

suit la loi de Poisson de paramétre n. Pour tout n € N*, on pose : W,, =

a)

c)

T, —n
vno

n
,ou s, = E R; est la somme de n v.a.r. de

n— N
Vn
Poisson mutuellement indépendantes, toutes de paramétre 1.
Comme on a alors :  F(S,) = E(T,)) =n et a(S,) = o(T,,) = V/V(T,) = /n,
Sn — E(Sy)
a(Sn)

On est donc dans le cas d’application du théoréme de la limite centrée, qui assure que la suite

S, — E(S,)
( o(Sp)

réduite.

La variable aléatoire T}, suit la méme loi que

alors W, a méme loi que

) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée,
neN*

Il en est donc de méme pour la suite (W,),en+ qui converge en loi vers une v.a.r. W qui suit la
méme loi (normale centrée, réduite) que Z.

Pour tout n € N* et tout réel t € R :

K, (t) = K 1, (1) Wt + Kr, (—) "2 —v/at +n(eV7 - 1)

1 ) 9.a)
V/nt
puisque 7T, suit une loi de Poisson de parameétre A = n.

Soit ¢ € R quelconque : lim —= =0, donc on peut utiliser le DL5(0) de exp pour écrire :

n—+00 \/_

2 2

t t 1 t2 t
Ky, (t) = —\/ﬁ.t+n.(1+ NG +- %jto(g) —1) = —/n.t+/nt+ ) +o(1) = ) +0(1)
t2
Donc : Vit e R, 11r+n Ky, (t) = 0l Ky (t) d’aprés 10.b)
n—-+0oo

Partie III. Cumulant d’ordre 4

Dans cette partie, on considére une variable aléatoire X telle que My est de classe C* sur un intervalle
ouvert I contenant 1’origine.

On admet alors que X posséde des moments jusqu’a I'ordre 4 qui coincident avec les dérivées successives
de la fonction My en 0. Autrement dit, pour tout k € [1,4], on a M)(f)(O) = B(XP%).

De plus, on pose :  uy(X) = E((X - E(X))4).
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Mx ()
Mx(t)’

12. Par définition :  Q1(X) = K% (0), o pour tout ¢ € I, Kx(t) =In (Mx(t)), donc KX (t) =

etent=0:
My (0)  E(X)

- Mx(0) 1
d’aprés I'hypothése faite, et puisque Mx(0) = E(e°) = 1.

K(0) soit :  Q1(X) = E(X)

MY () x Mx(t) — (Mk (1)
(Mx(t))’

Si on dérive une fois de plus : pour tout t € I, K% (t) = , donc :

Q:() — (o) = 2O _I(MS((O)) = E(X?) - BE(X)* = V(X)

d’aprés la formule de Koenig-Huygens.
13. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On pose : S = X;—Xo.

a) D’aprés la formule du binéme de Newton :
St = (X1 — Xo)' = X! —4X3 X, + 6X7XT —4X, X5 + Xy

Les variables X, et X, admettent, comme X, des moments jusqu’a I'ordre 4 au moins, et sont
indépendantes; d’aprés le lemme des coalitions, pour tout (k,j) € [1,4]*, XF et X3 sont indé-
pendantes; on en déduit que S admet un moment d’ordre 4 qui vaut :

E(S*Y) = B(X}) —4E(X}) x BE(Xy) +6E(X7) x B(X3) = 4E(X)) x E(X3) + BE(X3)
= B(X") —4E(X?)E(X) + 6 B(X?)? — 4B(X)E(X?) + BE(X?)
=2B(X*) - 8E(X*E(X) + 6E(X?)?
Par ailleurs, et par linéarité de I'espérance notamment :
204(X) +6(V(X))® = 2E (X4 —4AX3B(X) + 6X?E(X)? —4XE(X)* + E(X)4> +6(B(X?) — B(X)?)?

= 2F(X*) = 8B(X?)E(X)+12E(XY)E(X)*-8E(X)* + 2B(X)*
+6E(X?)?~12EB(XH)E(X)*+65(X)*

=2B(X*) —8E(X*)E(X) + 6E(X?)?

On obtient bien I'égalité des deux membres :  FE(S?) = 2u4(X) + 6(V(X))2.
b) Les variables aléatoires X; et X, étant indépendantes, il en est de méme pour X; et —Xo.

En reprenant les calculs réalisés 6.a), on réalise qu’on peut écrire :
Vte I, Ms(t) = B(! ) = B(e™xe ™) = B(e™)xE(e™™?) = My, (t)x Mx,(—t) = Mx(t).Mx(—t)

Comme My est de classe C* sur I, par composition par ¢t — —t et produit, Mg est de classe C*
au voisinage de 0; pour garantir que c’est le cas sur tout I, on a en fait besoin de savoir que [/
est un intervalle symétrique par rapport a 0 : Vi € I, —t € I. On peut admettre que c’est le
cas ici sans perte de généralité.

En reprenant le calcul réalisé a la question 12., on obtient une premiére relation entre Mg, Kg
et K

Ms(t)
Ms(t)

Viel, Kgs(t)= < Mg(t) = Kg(t) x Mg(t)
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On dérive la derniére égalité (dérivée d’un produit) :
Viel, M(t)=Kg(t) x Ms(t) + Kg(t) x Mg(t)
Encore une fois :

Viel, M) =KD (). Mg(t) + Ki(t).My(t) + K5(t). My (t) + Ky(t). M)

= K () Ms(t) + 2K5(). My (t) + K5(t)- Mg (t)
Et une derniére fois :
viel, M) =K (). Ms(t) + K$ (). M5(t) + 2(KS (8). My(t) + Ka(t). M4(t))
+ KG(t). MY(t) + Ky (1) M ()

MP () = K (1) Mg(t) + 3K (1). M4 (1) + 3K 4(6) ME(E) + Ki(£) M (1)

Remarque : la formule de Leibniz pour la dérivée n-iéme d’un produit de deux fonctions n fois
dérivables ne figure pas au programme officiel de ECE (mais est souvent étudiée en ECE2); elle
aurait permis de conclure plus rapidement, puisqu’on aurait pu dériver 3 fois M = K§ x Mg
pour écrire, pour tout t de [

3

M () = (ML) (1) = (K% x Mg)® (¢ Z( ) K4)®) (1) (Mg)® P (1)

= (3) 'ng(t)Méﬁ) (t) + (zl))) (Kg)/(t)Mg(t) -+ (2) (ng)”(t)M{g(t) + (i) (ng)(3) (t).Méo)(t)
= KYOMP(0) + 3KH0MY() + 3K ()M(0) + KL (0)Ms()

c¢) La variable S présentant les conditions requises pour la propriété admise au début de cette partie,
on peut dire que :  Vk € [1,4], Mék)(O) = E(S*); I’évaluation de la relation précédente en t = 0,
donne donc :

M (0) = K (0). M (0) +3KP(0). ML (0) + 3K5(0)M4(0) + K'5(0) M (0)
= E(S*) = Qu(S).1+ 3Q3(5).E(S) + 3Q2(S)E(S%) + Q1(5).E(S?)

Ou: @Qq1(S)= E(S) d’aprés 12., et par ailleurs :

E(S)=E(X,)— E(X,) = E(X)— E(X)=0...! On a aussi Q»(5) = V(S) = E(S?)
puisque E(S) = 0.

Il reste donc, en effet :

E(8") = Qu(S) +3(V(9))

14. Tl reste a se souvenir du fait que : Q4(S) = Q4(X71 — X3) = Q4(X1) + Qu4(—X32) = 2Q4(X) au vu des

calculs menés a la question 6.
Parailleurs:  V(S) = V(X —X») = V(X1)+V(Xs) = 2V(X) puisque X et X, sont indépendantes
et de méme loi que X.

Il reste donc a mettre en relation les deux expressions possibles de E(S*) qu'on a obtenues aux
questions 13.a) et 13.c), qui permettent d’écrire :

204(X) + 6(V(X))* = 2Q4(X) + 12(V(X))
ce qui donne bien : Qs(X) = pu(X) — 3(V(X))2.

2 2

= 204(X) = 2ua(X) — 6(V(X))

%% FINDUSUJET %%



