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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Pour tout nombre réel x, on note [x] sa partie entière, ie l'unique nombre entier véri�ant :

[x] 6 x < [x] + 1

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre λ (λ > 0).

On pose Y = [X ], Y est don
 la partie entière de X et on a : ∀k ∈ Z, (Y = k) = (k 6 X < k + 1).

1. a) On sait que la loi exponentielle donne à la v.a.r. X l'univers-image : X(Ω) = R+. La partie entière

d'un réel positif est bien un entier naturel, don
 Y (Ω) = [R+] = N (image dire
te de R+ par la

fon
tion partie entière).

b) Pour tout entier k ∈ N
∗
:

P (Y = k − 1) = P (k − 1 6 X < k + 1) = P (k − 1 < X 6 k) 
ar X est une variable à densité

= FX(k)− FX(k − 1)

=
(
1− e−λk

)
−
(
1− e−λ(k−1)

)

ar X →֒ E(λ) et k, k − 1 ∈ X(Ω) = R+

= e−λ(k−1) − e−λk


) Puisque Y (Ω) = N, alors (Y + 1)(Ω) = N
∗
et :

∀k ∈ N
∗, P (Y + 1 = k) = P (Y = k − 1) = e−λ(k−1) − e−λk

qu'on é
rit sous la forme :

∀k ∈ N
∗, P (Y + 1 = k) =

(
e−λ
)k−1 −

(
e−λ
)k

=
(
e−λ
)k−1

(1− e−λ)

pour re
onnaître que Y soit la loi géométrique de paramètre : p = 1− e−λ
.

d) Le 
ours donne ainsi, sans 
al
ul : E(Y +1) =
1

p
=

1

1− e−λ
, et V (Y +1) =

1− p

p2
=

e−λ

(1− e−λ)2
.

Les propriétés de l'espéran
e et de la varian
e donnent en�n :

⋆ E(Y + 1) = E(Y ) + 1 ⇐⇒ E(Y ) =
1

1− e−λ
− 1 =

e−λ

1− e−λ
par linéarité de l'espéran
e

⋆ V (Y + 1) = V (Y ) ⇐⇒ V (Y ) =
e−λ

(1− e−λ)2
(
ar V (aY + b) = a2V (Y )).

2. On pose Z = X − Y .

a) Comme le rappelle l'énon
é, pour tout réel x, [x] est l'unique entier véri�ant :

[x] 6 x < [x] + 1 ⇐⇒ 0 6 x− [x] < 1

On peut don
 dire que Z = X − Y = X − [X ] prend ses valeurs dans [0; 1[, et qu'il y a même

égalité 
ar par exemple pour tout réel x ∈ [0; 1[⊂ X(Ω) = R+, il existe ω ∈ Ω tel que :

X(ω) = x, mais dans 
e 
as : Y (ω) = [x] = 0, et Z(ω) = X(ω) = x.

Don
 : Z(Ω) = [0; 1[.
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b) Soit x ∈ [0; 1[ quel
onque. La formule des probabilités totales, appliquée ave
 le système 
omplet

d'événements ((Y = k))k∈N, donne :

P (Z 6 x) =

+∞∑

k=0

P ([Y = k] ∩ [Z 6 x]) =

+∞∑

k=0

P ([k 6 X < k + 1] ∩ [X − k 6 x])

=
+∞∑

k=0

P ([k 6 X 6 k + x]) =
+∞∑

k=0

P (k < X 6 k + x) 
ar k + x < k + 1 et X est à densité

=
+∞∑

k=0

FX(k + x)− FX(k) =
+∞∑

k=0

(1− e−λ(k+x))− (1− e−λk) 
ar k, k + x ∈ X(Ω) = R+

=

+∞∑

k=0

e−λk − e−λk−λx = (1− e−λx)

+∞∑

k=0

(
e−λ
)k

= (1− e−λx)× 1

1− e−λ

On a re
onnu une série géométrique de raison q = e−λ ∈]0; 1[ puisque λ > 0.


) Au vu de son univers-image, la fon
tion de répartition de la v.a.r. est don
 :

∀x ∈ R, FZ(x) =







0 si x < 0

1− e−λx

1− e−λ
si x ∈ [0; 1[

1 si x > 1

.

C'est bien une fon
tion de 
lasse C1 sur R sauf peut-être en 0 et 1. On véri�e seulement la 
onti-

nuité en 
es points :

lim
x→0+

FZ(x) = lim
x→0+

1− e−λx

1− e−λ
=

1− e0

1− e−λ
= 0 = lim

x→0−
FZ(x), et

lim
x→1−

FZ(x) = lim
x→1−

1− e−λx

1− e−λ
=

1− e−λ

1− e−λ
= 1 = lim

x→1+
FZ(x), don
 FZ est bien 
ontinue en 0 et en

1, et �nalement 
ontinue sur R.

La v.a.r. Z est don
 bien une variable à densité, on obtient 
ette dernière par dérivation de la

fon
tion de répartition :

∀x ∈ R, f(x) =







0 si x /∈ [0; 1[

λe−λx

1− e−λ
si x ∈ [0; 1[

d) La v.a.r. Z admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale généralisée

∫ +∞

−∞

xf(x)dx est abso-

lument 
onvergente.

Comme :

∫ +∞

−∞

xf(x)dx =

∫ 0

−∞

xf(x)dx+

∫ 1

0

xf(x)dx+

∫ +∞

1

xf(x)dx =

∫ 1

0

xf(x)dx

(f est nulle en-dehors de [0; 1]), 
ette intégrale est bien absolument 
onvergente 
ar la fon
tion

intégrée est 
ontinue sur le segment [0; 1].

Ainsi, Z admet une espéran
e qui vaut : E(Z) =
1

1− e−λ

∫ 1

0

xλe−λxdx.

Pour la 
al
uler, on réalise une intégration par partie, en posant :

u(x) = x → u′(x) = 1

v′(x) = λe−λx → v(x) = −e−λx
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Les fon
tions u et v sont bien de 
lasse C1 sur [0; 1], don
 :

E(Z) =
1

1− e−λ

(
[
−x.e−λx

]1

0
+

∫ 1

0

e−λxdx

)

=
1

1− e−λ
.

(

−e−λ +

[

−1

λ
e−λx

]1

0

)

=
1

1− e−λ
.

(

−e−λ − 1

λ
(e−λ − 1)

)

=
1

λ
− e−λ

1− e−λ

Remarque : il se trouve que E(X)− E(Y ) =
1

λ
− e−λ

1− e−λ
, et don
 que

E(Z) = E(X − Y ) = E(X) − E(Y ) mais le théorème de linéarité de l'espéran
e du 
ours ne

prévoit pas le 
as où l'une des variables est dis
rète, et l'autre à densité. On ne pouvait don
 pas

l'utiliser pour aller plus vite !

Exer
i
e 2

On désigne par n un entier naturel non nul.

On lan
e n fois une piè
e de monnaie donnant "pile" ave
 la probabilité p (ave
 0 < p < 1) et "fa
e"
ave
 la probabilité q = 1 − p. On appelle k-
haîne de "pile" une suite de k lan
ers 
onsé
utifs ayant

tous donné "pile", 
ette suite devant être suivie d'un "fa
e" ou être la dernière suite du tirage.

Pour tout k de J1, nK, on note Yk la variable aléatoire égale au nombre total de k-
haînes de "pile"

obtenues au 
ours de 
es n lan
ers.

Pour tout k de J1, nK, on pourra noter Pk l'événement � on obtient "pile" au k-ième lan
er �.

Par exemple, ave
 n = 11, si l'on a obtenu les résultats P1P2F3F4P5P6P7F8P9F10P11

alors Y1 = 2, Y2 = 1 et Y3 = 1.

Le but de 
et exer
i
e est de déterminer, pour tout k de J1, nK, l'espéran
e de Yk, notée E(Yk).

1. En n lan
ers, il ne peut y avoir au mieux qu'une seul n-
haîne de "pile" :

Yn(Ω) = {0, 1}, Yn est une variable de Bernoulli ave
 P (Yn = 1) = P (P1 ∩ P2 ∩ . . . ∩ Pn) = pn par

indépendan
e mutuelle des lan
ers.

Ainsi P (Yn = 0) = 1− pn, et d'après le 
ours : E(Yn) = 1− pn.

2. En n lan
ers, il ne peut y avoir là en
ore et au mieux, qu'une seule (n − 1)-
haîne de "pile" : 
elle

qui 
ommen
e dès le premier lan
er (et on �nit don
 par un "fa
e"), et 
elle qui 
ommen
e après un

premier "fa
e" pour �nir au dernier lan
er ; bref :

[Yn−1 = 1] = (P1∩ . . .∩Pn−1∩Fn)∪ (F1∩P2∩ . . .∩Pn) et P (Yn−1 = 1) = pn−1q+ qpn−1 = 2qpn−1

Par union disjointe, et par mutuelle indépendan
e des lan
ers.

3. Dans 
ette question, k désigne un entier de J1, n− 2K.
Pour tout i de J1, nK, on note Xi,k la variable aléatoire qui vaut 1 si une k-
haîne de "pile" 
ommen
e

au i-ième lan
er, et qui vaut 0 sinon.

a) I
i, puisque k 6 n− 2, une k-
haîne de "pile" 
ommen
e au premier lan
er si et seulement si les

k premiers lan
ers sont des "pile", et le (k + 1)-ième donne "fa
e" pour interrompre la 
haîne :

[X1,k = 1] = P1 ∩ P2 ∩ . . . ∩ Pk ∩ Fk+1 et P (X1,k = 1) = pkq

b) Soit i ∈ J2, n − kK : Cette fois, puisque i > 2 et i 6 n − k ⇐⇒ i + k 6 n, une k-
haîne de

"pile" 
ommen
e au i-ième lan
er si et seulement si le lan
er (i − 1) donne "fa
e", la 
haîne de

"pile" 
ourt e�e
tivement du lan
er i au lan
er i+ k − 1, et le i+ k-ième lan
er donne "fa
e" et

interrompt la 
haîne :

[Xi,k = 1] = Fi−1 ∩ Pi ∩ Pi+1 ∩ . . . ∩ Pi+k−1 ∩ Fi+k et P (Xi,k = 1 = qpkq = q2pk
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) Lorsque i = n−k+1 : une k-
haîne de "pile" 
ommençant au lan
er i = n−k+1, �nit au lan
er

i + k − 1 = n, 
e qui signi�e que la 
haîne ne s'arrête qu'ave
 la �n des lan
ers, et pas par un

"fa
e" après :

[Xn−k+1,k = 1] = Fn−k ∩ Pn−k+1 ∩ Pn−k+2 ∩ . . . ∩ Pn et P (Xn−k+1,k = 1) = qpk

d) La variable aléatoire Yk 
ompte le nombre de k-
haînes de "pile" en n lan
ers en 
omptabilisant


ha
une de 
es 
haînes, suivant le moment où elles 
ommen
ent : les instants de départ possibles

sont du lan
er 1 au lan
er n − k + 1 (il faut pouvoir faire au moins k lan
ers). Il est alors 
lair

que :

Yk =

n−k+1∑

i=1

Xi,k

La linéarité de l'espéran
e donne ainsi :

E(Yk) =

n−k+1∑

i=1

E(Xi,k)

= P (X1,k = 1) +

n−k∑

i=2

P (Xi,k = 1) + P (Xn−k+1,k = 1)

= pkq +
n−k∑

i=2

q2pk + qpk

E(Yk) = 2qpk + (n− k − 1)q2pk

Exer
i
e 3

On note f la fon
tion dé�nie sur R par :







∀x > 0, f(x) =
−x ln(x)
1 + x2

f(0) = 0

1. a) La fon
tion f est d'abord bien dé�nie et 
ontinue sur ]0,+∞[ 
omme quotient de somme et

produit de fon
tions 
ontinues sur 
et intervalle (ave
 : ∀x > 0, 1 + x2 > 0).

Les 
roissan
es 
omparées au voisinage de 0 donnent : lim
x→0+

x ln(x) = 0, don
 :

lim
x→0+

f(x) =
−0

1 + 02
= 0 = f(0)

Ce qui prouve que f est aussi 
ontinue (à droite) en 0.

Finalement, f est bien 
ontinue sur R+.

b) Comme on l'a déjà dit : ∀x ∈]0,+∞[, 1+x2 > 0, don
 le signe sur R∗

+ est 
elui de −x ln(x), don

le signe opposé à ln(x) puisque −x < 0 sur l'intervalle.

En 
lair, le tableau de signes de f est le suivant :

x 0 1 +∞
f(x) 0 + 0 −

2. Il s'agit i
i d'une question de 
ours ! La fon
tion f est, 
omme on l'a vue, 
ontinue sur R+ : à 
e

titre, elle admet des primitives sur 
et intervalle, et on dé�nit bien une fon
tion sur R+ par :

∀x ∈ R+, F (x) =

∫ x

0

f(t)dt

La fon
tion F est i
i LA primitive de f sur R+, qui s'annule en 0.
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3. Pour tout x de R+, on pose : g(x) = F (x)− x.

a) La question pré
édente permet d'a�rmer que F est, en tant que primitive de f sur R+, de 
lasse

C1
sur 
et intervalle. La fon
tion g est don
 elle-même de 
lasse C1

sur R+, 
omme di�éren
e de

telles fon
tions, et :

∀x ∈]0,+∞[, g′(x) = F ′(x)− 1 = f(x)− 1 =
−x ln(x)
1 + x2

− 1

Ce qui peut en e�et s'é
rire : ∀x > 0, g′(x) =
−x

1 + x2
.h(x) à 
ondition de poser :

∀x ∈]0,+∞[, h(x) = ln(x) +
1 + x2

x
= ln(x) +

1

x
+ x

b) La fon
tion h ainsi dé�nie est dérivable sur ]0,+∞[, ave
 :

∀x ∈]0,+∞[, h′(x) =
1

x
− 1

x2
+ 1 =

x2 + x− 1

x2

Le signe de h′(x) est don
 
elui du trin�me x2 + x− 1 sur ]0,+∞[ ; le dis
riminant de 
e dernier

vaut : ∆ = 5 > 0, il y a don
 deux ra
ines respe
tivement égales à

−1 +
√
5

2
> 0 et

−1 −
√
5

2
< 0.

Les règles de signe des trin�mes du se
ond degré donnent alors le tableau :

x
0

α +∞
h
′(x)

0

− +

h

h(α)

On on a noté α =

√
5− 1

2
la ra
ine positive de x2 + x− 1.

La fon
tion h admet don
 un minimum sur ]0,+∞[ en x = α, qui vaut :

h(α) = ln(α) +
1

α
+ α = ln(α) +

2√
5− 1

+

√
5− 1

2

= ln(α) +
2(
√
5 + 1)

5− 1
+

√
5− 1

2
= ln(α) +

√
5 + 1

2
+

√
5− 1

2

h(α) = ln(α) +
√
5

La valeur appro
hée : ln(α) ≈ −0, 48 et le fait que

√
5 >
√
4 = 2 permettent d'a�rmer que :

h(α) > 0 et par 
onséquent : ∀x ∈]0,+∞[, h(x) > h(α) > 0

La fon
tion h est don
 stri
tement positive sur R
∗

+.


) Des résultats pré
édents, on déduit que :

∀x ∈ R
∗

+, g′(x) < 0 puisque − x < 0, h(x) > 0 et 1 + x2 > 0

On en déduit que g est stri
tement dé
roissante sur [0,+∞[, et par 
onséquent :

∀x ∈]0,+∞[, g(x) < g(0) = F (0)− 0 ⇐⇒ ∀x ∈]0,+∞[, g(x) < 0

Il est 
lair en e�et que F (0) = 0.
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4. On dé�nit la suite (un)n∈N par la donnée de son premier terme u0 = 1 et la relation de ré
urren
e,

valable pour tout entier n de N : un+1 = F (un).

a) Montrons par ré
urren
e sur n que : ∀n ∈ N, P(n) : un ∈ [0, 1].

I. La propriété est évidemment vraie pour n = 0 ave
 u0 = 1.

H. Supposons la propriété vraie à un 
ertain rang n ∈ N ; alors au rang suivant :

0 6 un 6 1 implique F (0) 6 F (un) 6 F (1) 
ar F est 
roissante sur [0, 1], puisque f est positive

sur 
et intervalle. Or :

F (0) = 0 et F (1)− 1 = g(1) < 0 d'après 3, don
 : 0 6 un+1 6 F (1) 6 1,

et P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.
C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après

le prin
ipe de ré
urren
e.

b) Pour tout entier n ∈ N : un+1 − un = F (un) − un = g(un) 6 0 d'après la question 3., puisque

un ∈ [0, 1]. La suite est don
 dé
roissante.


) La suite (un) est ainsi dé
roissante, minorée par 0 : elle est par 
onséquent 
onvergente, d'après

le théorème de limite monotone.

La relation de ré
urren
e : ∀n ∈ N, un+1 = F (un) et la 
ontinuité de F sur [0, 1] amènent à é
rire,

par uni
ité de la limite ℓ de la suite :

ℓ = F (ℓ) ⇐⇒ g(ℓ) = 0 ⇐⇒ ℓ = 0

Au vu de l'étude de g menée plus haut. Ainsi :

lim
n→+∞

un = 0

PROBLÈME

Partie 1 : étude d'un ensemble de matri
es

1. a) La dé�nition de E 
orrespond à 
elle de Vect(I, J,K, L), 
e qui su�t à faire de E un espa
e

ve
toriel, 
omme sous-espa
e deM4(R) engendré par quatre matri
es d'ordre 4.

b) Soient a, b, c, d des réels tels que :

a.I + b.J + c.K + d.L = 04 ⇐⇒







a c d b
b a c d
d b a c
c d b a







= 04 ⇐⇒ a = b = c = d = 0.

La famille (I, J,K, L) est bien libre.


) La famille (I, J,K, L) étant génératri
e de E et libre, 
'est une base de E et don
 : dimE = 4.

2. a) Les 
al
uls matri
iels donnent : J2 = L = 0.I + 0.K + 0.J + 1.L ∈ E, K2 = L ∈ E pour la

même raison,

L2 = I = 1.I + 0.J + 0.K + 0.L ∈ E, J3 = K = 0.I + 0.J + 1.K + 0.L ∈ E
et K3 = J = 0.I + 1.J + 0.K + 0.L ∈ E.

b) Au vu des résultats pré
édents, on peut é
rire :

JK = K3 ×K = K4 = L2 = I ∈ E, KJ = J4 = L2 = I ∈ E,

KL = K3 = LK ∈ E, JL = LJ = J3 = K ∈ E.
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) Soient M et N deux matri
es quel
onques de E : il existe don
 des réels a, b, c, d et a′, b′, c′, d′ tels
que M = a.I + b.J + c.K + d.L et N = a′.I + b′.J + c′.K + d′.L, et alors :

M ×N = aa′.I + ab′.J + ac′.K + ad′.L+ ba′.J + bb′.J2 + bc′.JK + bd′.JL

+ ca′.K + cb′.KJ + cc′.K2 + cd′.KL+ da′.L+ db′.LJ + dc′.LK + dd′.L2

= (aa′ + bc′ + cb′ + dd′).I + (ab′ + a′b+ cd′ + d′c).J

+ (ac′ + a′c+ bd′ + db′).K + (ad′ + a′d+ bb′ + cc′).L

Le produit M ×N s'é
rit bien 
omme 
ombinaison linéaire des quatres matri
es de la base de E :

à 
e titre, 
'est bien un élément de E.

3. a) Il est 
lair que la matri
e L est symétrique réelle : elle est don
 diagonalisable, d'après le théorème

admis du 
ours.

b) Les 
al
uls pré
édents ont fait apparaître la relation : L2 = I ⇐⇒ L2 − I = 04, qui exprime

que P (X) = X2 − 1 est un polyn�me annulateur de la matri
e L. Par 
onséquent, les valeurs

propres de L sont à 
her
her parmi les ra
ines de P , qui sont évidemment −1 et 1.

� Pour λ = 1 : X =







x
y
z
t






∈ E1(L) ⇐⇒ (L− I)X = 04,1

⇐⇒







x − z = 0
y − t = 0

−x + z = 0
−y + t = 0

⇐⇒
{

x = z

y = t
;

On trouve une in�nité de solutions, don
 λ = 1 est bien valeur propre de L, de sous-espa
e

propre asso
ié E1(L) =
{







x
y
x
y







∣
∣
∣ (x, y) ∈ R

2
}

= Vect
(







1
0
1
0







,







0
1
0
1







)

.

� Pour λ = −1 : X =







x
y
z
t






∈ E−1(L) ⇐⇒ (L+ I)X = 04,1

⇐⇒







x + z = 0
y + t = 0

x + z = 0
y + t = 0

⇐⇒
{

z = −x
t = −y

;

On trouve une in�nité de solutions, don
 λ = −1 est bien valeur propre de L, de sous-espa
e

propre asso
ié E−1(L) =
{







x
y
−x
−y







∣
∣
∣ (x, y) ∈ R

2
}

= Vect
(







1
0
−1
0







,







0
1
0
−1







)

.

Dans les deux 
as on a obtenu une famille génératri
e du sous-espa
e propre, 
onstituée de deux

ve
teurs non 
olinéaires : 
'en est une base, et L possède deux sous-espa
es propres de dimension

2 
ha
un.

4. On 
onsidère les ve
teurs : u1 =







1
1
1
1







; u2 =







1
−1
1
−1







; u3 =







1
1
−1
−1







; u4 =







1
−1
−1
1






.
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a) La famille (u1, u2, u3, u4) 
omprend 4 ve
teurs deM4,1(R) qui est de dimension 4 ; il su�t don


de prouver que 
ette famille est libre, pour que 
e soit une base de l'espa
e ve
toriel.

Soient don
 a, b, c, d des réels tels que :

a.u1 + b.u2 + c.u3 + d.u4 = 04,1

⇐⇒







a + b + c + d = 0
a − b + c − d = 0
a + b − c − d = 0
a − b − c + d = 0

⇐⇒







a + b + c + d = 0
2b + 2d = 0 L2 ← L1 − L2

2c + 2d = 0 L3 ← L1 − L3

2b + 2c = 0 L4 ← L1 − L4

⇐⇒







a + b + c + d = 0
2b + 2d = 0

2c + 2d = 0
2c − 2d = 0 L4 ← L4 − L2

⇐⇒







a + b + c + d = 0
2b + 2d = 0

2c + 2d = 0
4d = 0 L4 ← L3 − L4

⇐⇒ d = 0 = c = b = a

La famille (u1, u2, u3, u4) est bien libre, 
'est une base deM4,1(R).

b) Il est 
lair que u1 et u2 appartiennent à E1(L) (
e sont respe
tivement la somme et la di�éren
e

des deux ve
teurs de la base obtenue pour 
e sous-espa
e), don
 Lu1 = u1 et Lu2 = u2, tandis

que pour les mêmes raisons, u3 et u4 appartiennent à E−1(L), don
 Lu3 = −u3 et Lu4 = −u4.

J +K =







0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0






, et les 
al
uls matri
iels donnent :

(J + K)u1 =







2
2
2
2







= 2.u1, (J + K)u2 =







−2
2
−2
2







= −2.u2, don
 u1 et u2 sont aussi ve
teurs

propres de (J +K) pour les valeurs propres 2 et −2 respe
tivement.

On otient également : (J +K)u3 = 04,1 = (J +K)u4, don
 u3 et u4 sont aussi ve
teurs propres

de (J +K) pour la valeur propre 0.

Partie 2 : étude d'un mouvement aléatoire.

1. a) Au vu des données de l'énon
é, la matri
e des probabilités 
onditionnelles est :

A =







0 p 1− 2p p
p 0 p 1− 2p

1− 2p p 0 p
p 1− 2p p 0







En parti
ulier, on a toujours P[Xn=i](Xn+1 = i) = 0 
ar le pion ne reste jamais sur la même 
ase,

P[Xn=3](Xn+1 = 2) = P[Xn=3](Xn+1 = 4) = p 
ar les sommets 2 et 4 sont adja
ents au sommet 3.
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b) Au vu de 
e qui a été fait, on remarque dire
tement que A = p.(J +K) + (1− 2p).L, la matri
e

A s'é
rit bien 
omme 
ombinaison linéaire de (J +K) et L.

2. a) Au vu de toutes les relations déjà obtenues, on peut 
al
uler fa
ilement :

Au1 = p.(J +K)u1 + (1− 2p)Lu1 = p.(2.u1) + (1− 2p).u1 ⇐⇒ Au1 = u1

Au2 = p.(J +K)u2 + (1− 2p)Lu2 = p.(−2.u1) + (1− 2p).u2 = (1− 4p).u2

Au3 = p.(J +K)u3 + (1− 2p)Lu3 = 04,1 + (1− 2p).(−u3) = (2p− 1).u3

Au4 = p.(J +K)u4 + (1− 2p)Lu4 = 04,1 + (1− 2p).(−u4) = (2p− 1).u4

Les ve
teurs (u1, u2, u3, u4) sont don
 tous les quatre, des ve
teurs propres de A. Comme ils

forment une base deM4,1(R), la matri
e A est par 
onséquent diagonalisable, semblable à la ma-

tri
e diagonaleD =







1 0 0 0
0 1− 4p 0 0
0 0 2p− 1 0
0 0 0 2p− 1






, via la matri
e de passage P =







1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1






.

b) Le 
al
ul matri
iel donne :

P 2 =







1 + 1 + 1 + 1 1− 1 + 1− 1 1 + 1− 1− 1 1− 1− 1 + 1
1− 1 + 1− 1 1 + 1 + 1 + 1 1− 1− 1 + 1 1 + 1− 1− 1
1 + 1− 1− 1 1− 1− 1 + 1 1 + 1 + 1 + 1 1− 1 + 1− 1
1− 1− 1 + 1 1 + 1− 1− 1 1− 1 + 1− 1 1 + 1 + 1 + 1







= 4I,

Ce qui s'é
rit aussi :

1

4
.P ×P = I, et su�t à prouver que P est inversible, d'inverse P−1 =

1

4
.P .

3. Pour tout n de N, on pose Cn =







P (Xn = 1)
P (Xn = 2)
P (Xn = 3)
P (Xn = 4)






.

a) La formule des probabilités totales donne, ave
 le système 
omplet d'événements

(
[Xn = i]

)

16i64
:

P (Xn+1 = 1) = P (Xn = 1).P[Xn=1](Xn+1 = 1) + P (Xn = 2).P[Xn=2](Xn+1 = 1)

+ P (Xn = 3).P[Xn=3](Xn+1 = 1) + P (Xn = 4).P[Xn=4](Xn+1 = 1)

P (Xn+1 = 2) = P (Xn = 1).P[Xn=1](Xn+1 = 2) + P (Xn = 2).P[Xn=2](Xn+1 = 2)

+ P (Xn = 3).P[Xn=3](Xn+1 = 2) + P (Xn = 4).P[Xn=4](Xn+1 = 2)

P (Xn+1 = 3) = P (Xn = 1).P[Xn=1](Xn+1 = 3) + P (Xn = 2).P[Xn=2](Xn+1 = 3)

+ P (Xn = 3).P[Xn=3](Xn+1 = 3) + P (Xn = 4).P[Xn=4](Xn+1 = 3)

P (Xn+1 = 4) = P (Xn = 1).P[Xn=1](Xn+1 = 4) + P (Xn = 2).P[Xn=2](Xn+1 = 4)

+ P (Xn = 3).P[Xn=3](Xn+1 = 4) + P (Xn = 4).P[Xn=4](Xn+1 = 4)


e qui se traduit bien matri
iellement, ave
 Cn+1 =







P (Xn+1 = 1)
P (Xn+1 = 2)
P (Xn+1 = 3)
P (Xn+1 = 4)






, par la relation :

Cn+1 =









P[Xn=1](Xn+1 = 1) P[Xn=2](Xn+1 = 1) P[Xn=3](Xn+1 = 1) P[Xn=4](Xn+1 = 1)

P[Xn=1](Xn+1 = 2) P[Xn=2](Xn+1 = 2) P[Xn=3](Xn+1 = 2) P[Xn=4](Xn+1 = 2)

P[Xn=1](Xn+1 = 3) P[Xn=2](Xn+1 = 3) P[Xn=3](Xn+1 = 3) P[Xn=4](Xn+1 = 3)

P[Xn=1](Xn+1 = 4) P[Xn=2](Xn+1 = 4) P[Xn=3](Xn+1 = 4) P[Xn=4](Xn+1 = 4)















P (Xn = 1)
P (Xn = 2)
P (Xn = 3)
P (Xn = 4)






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⇐⇒ Cn+1 = ACn

b) La relation de ré
urren
e matri
ielle pré
édente, et la diagonalisation de A nous amènent assez

naturellement à la relation générale demandée, qu'on démontre par ré
urren
e sur n ; soit P(n) :
”Cn = 1

4
PDnPC0.

I. Pour n = 0 :

1
4
PD0PC0 =

1
4
P 2C0 = IC0 = C0, don
 P(0) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain entier n ∈ N, alors au rang suivant :

���������������������������

Cn+1 = ACn

H.R.

P DP−1 × 1

4
PDnPC0 =

1

4
PDP−1P

︸ ︷︷ ︸

=I

DnPC0 =
1

4
PDn+1PC0

don
 P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.
C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

L'énon
é pré
ise que le pion est sur le sommet 1 au départ, don
 C0 =







1
0
0
0







et PC0 = u1, tandis

que pour tout n ∈ N, Dn =







1 0 0 0
0 (1− 4p)n 0 0
0 0 (2p− 1)n 0
0 0 0 (2p− 1)n







(les puissan
es d'une matri
e

diagonale sont immédiates), d'où :

∀n ∈ N
∗, Cn =

1

4







1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1













1
(1− 4p)n

(2p− 1)n

(2p− 1)n







soit : ∀n ∈ N
∗,







P (Xn = 1) = 1
4

(
1 + (1− 4p)n + 2(2p− 1)n

)

P (Xn = 2) = 1
4

(
1− (1− 4p)n

)

P (Xn = 3) = 1
4

(
1 + (1− 4p)n − 2(2p− 1)n

)

P (Xn = 4) = 1
4

(
1− (1− 4p)n

)

.

10 ©


