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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Partie I

1. Soit A la matri
e deM3(R) donnée par : A =





2 1 −2
0 3 0
1 −1 5





.

a) A2 =





4 + 0− 2 2 + 3 + 2 −4 + 0− 10
0 + 0 + 0 0 + 9 + 0 0 + 0 + 0
2 + 0 + 5 1− 3− 5 −2 + 0 + 25



 =





2 7 −14
0 9 0
7 −7 23





, don
 A2−7A =





−12 0 0
0 −12 0
0 0 −12





,


'est-à-dire :

A2 − 7A = −12I3

b) Le résultat pré
édent s'é
rit aussi : A2−7A1+12A0 = 03, 
e qui signi�e que P (X) = X2−7X+12
est un polyn�me annulateur de la matri
e A.

On sait don
 que les valeurs propres possibles de A sont les ra
ines du trin�me P , dont le dis-


riminant est : ∆ = (−7)2 − 4 × 1 × 12 = 49 − 48 = 1 > 0. Le trin�me admet deux ra
ines

distin
tes, à savoir x1 =
7− 1

2
= 3 et x2 =

7 + 1

2
= 4, qui sont don
 les seules valeurs propres

possibles de A.


) On véri�e si les deux seules valeurs propres possibles de A le sont e�e
tivement :

� A−3.I3 =





−1 1 −2
0 0 0
1 −1 2





: 
ette matri
e est évidemment non-inversible, puisque sa deuxième

ligne est nulle, don
 3 est bien valeur propre de A.

Le sous-espa
e propre asso
ié est l'ensemble des ve
teurs 
olonnes X =





x

y

z





tels que :

(A− 3.I3)X = 03,1 ⇐⇒







−x + y − 2z = 0
0 = 0

x − y + 2z = 0
⇐⇒ x = y − 2z

Don
 :

E3(A) =
{





y − 2z
y

z





∣

∣

∣
(y, z) ∈ R

2
}

=
{

y.





1
1
0



+z.





−2
0
1





∣

∣

∣
(y, z) ∈ R

2
}

= Vect
(





1
1
0



 ,





−2
0
1





)

On a obtenu une famille génératri
e de E3(A) 
onstituée de deux ve
teurs non 
olinéaires :


'est aussi une famille libre, don
 une base de E3(A).

� A − 4.I3 =





−2 1 −2
0 1 0
1 −1 1





: 
ette matri
e est aussi non-inversible puisque deux de ses


olonnes sont égales, don
 4 est bien valeur propre de A.
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Le sous-espa
e propre asso
ié est l'ensemble des ve
teurs 
olonnes X =





x

y

z





tels que :

(A−4.I3)X = 03,1 ⇐⇒







−2x + y − 2z = 0
y = 0

x − y + z = 0
⇐⇒











−2x− 2z = 0

y = 0

x+ z = 0

⇐⇒

{

x = −z

y = 0

Don
 : E4(A) =
{





−z
0
z





∣

∣

∣
z ∈ R

}

=
{

z.





−1
0
1





∣

∣

∣
z ∈ R

}

= Vect
(





−1
0
1





)

.

On a obtenu une famille génératri
e de E4(A) 
onstituée d'un unique ve
teur non nul : il


onstitue aussi une famille libre, don
 une base de 
e sous-espa
e propre.

d) La matri
e A est inversible 
ar ses deux seules valeurs propres sont non nulles.

Ensuite : A est une matri
e 
arrée d'ordre 3, ave
 :

dimE3(A) + dimE4(A) = 2 + 1 = 3

don
 A est diagonalisable.

2. Soient B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de R
3
et f l'endomorphisme de R

3
dont la matri
e repré-

sentative dans la base B est : B =





1 −1 −1
−3 3 −3
−1 1 1





.

a) Pour trouver le noyau de f , on résout le système BX = 03,1 d'in
onnue X =





x

y

z



 ∈M3,1(R) :

BX = 03,1 ⇐⇒







x − y − z = 0
−3x + 3y − 3z = 0
−x + y + z = 0

⇐⇒







x − y − z = 0
− 6z = 0 L2 ← L2 + 3L1

0 = 0

⇐⇒

{

x = y

z = 0

Don
 : Ker(f) =
{

(x, x, 0)
∣

∣ x ∈ R
}

= Vect
(

(1, 1, 0)
)

.

On en déduit que 0 est valeur propre de f , le sous-espa
e propre asso
ié étant E0(f) = Ker(f).

b) B − 2I3 =





−1 −1 −1
−3 1 −3
−1 1 −1





a deux 
olonnes égales (C1 et C3) tandis que C1 et C2 sont non

proportionnelles : on en déduit dire
tement que rg(B − 2I3) = 2.


) Le ve
teur f(e1 − e2 − e3) est représenté matri
iellement par B





1
−1
−1



 =





3
−3
−3





, don
 :

f(e1 − e2 − e3) = 3e1 − 3e2 − 3e3 = 3(e1 − e2 − e3)

d) D'après a), 0 est valeur propre de f .

D'après b), B − 2I3 n'est pas inversible 
ar elle n'est pas de rang maximal 3, don
 2 est valeur

propre de B, et de f aussi par 
onséquent.

D'après 
), le ve
teur e1 − e2 − e3 est un ve
teur propre de f pour la valeur propre 3.

L'endomorphisme f de R
3
possède don
 trois valeurs propres distin
tes, à savoir 0, 2 et 3.

D'après le 
ritère su�sant, on peut don
 
on
lure sans 
al
ul que f n'a pas d'autre valeur propre,

que f est diagonalisable et que les trois sous-espa
es propres de f sont de dimension 1.
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3. D'après 
e qui pré
ède : pour diagonaliser e�e
tivement B, ave
 des valeurs propres dans l'ordre

imposé, il su�t de trouver un ve
teur propre pour 
haque valeur propre : ils formeront les 
olonnes

de la matri
e de passage P .

V1 =





1
−1
−1





est ve
teur propre de B pour la valeur propre 3 d'après 2.
).

V2 =





1
1
0





est ve
teur propre de B pour la valeur propre 0 d'après 2.a).

V3 =





−1
0
1





est une matri
e 
olonne qui véri�e : (B − 2I3)V3 = 03,1 d'après 2.b), il s'agit don
 d'un

ve
teur propre de B pour la valeur propre 2.

La matri
e de passage P 
her
hée est don
 : P =





1 1 −1
−1 1 0
−1 0 1





, telle que D2 = P−1BP est égale

à





3 0 0
0 0 0
0 0 2





.

Il reste don
 à véri�er, 
onformément à la troisième demande de l'énon
é, que les trois ve
teurs


olonnes V1, V2 et V3 sont également ve
teurs propres de A : d'après les 
al
uls menés à la question

1., 
'est le 
as des ve
teurs V2 et V3, respe
tivement asso
iés aux valeurs propres 3 et 4. On 
al
ule

en�n : AV1 =





3
−3
−3



 = 3V1, don
 V1 est bien ve
teur propre de A pour la valeur propre 3.

On en déduit sans 
al
ul supplémentaire que D1 = P−1AP =





3 0 0
0 3 0
0 0 4





.

Partie II

On pose X0 =





3
0
−1



 , X1 =





3
0
−2





, et pour tout n ∈ N : Xn+2 =
1

6
AXn+1 +

1

6
BXn.

Soit (Yn)n∈N la suite matri
ielle dé�nie par : ∀n ∈ N, Yn = P−1Xn.

1. Pour tout entier n ∈ N :

Yn+2 = P−1Xn+2 =
1

6
P−1AXn+1 +

1

6
P−1BXn

=
1

6
P−1APYn+1 +

1

6
P−1BPYn 
ar ∀n ∈ N, Yn = P−1Xn ⇐⇒ Xn = PYn

Yn+2 =
1

6
D1Yn+1 +

1

6
D2Yn

2. Pour tout entier n ∈ N, on note Yn =





an
bn
cn





. De la question pré
édente, on déduit :

∀n ∈ N, Yn+2 =





an+2

bn+2

cn+2



 =
1

6





3 0 0
0 3 0
0 0 4









an+1

bn+1

cn+1



 +
1

6





3 0 0
0 0 0
0 0 2









an
bn
cn



 =
1

6





3an+1

3bn+1

4cn+1



+
1

6





3an
0
2cn




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e qui donne bien les relations : ∀n ∈ N,



























an+2 =
1

2
an+1 +

1

2
an

bn+2 =
1

2
bn+1

cn+2 =
2

3
cn+1 +

1

3
cn

.

3. Puisque l'énon
é nous fournit gentiment la matri
e inverse de P qu'il faut obtenir, on se 
ontente de


al
uler :

P ×





1 −1 1
1 0 1
1 −1 2



 =







1 + 1− 1 −1 + 0 + 1 1 + 1− 2

−1 + 1 + 0 1 + 0 + 0 −1 + 1 + 0

−1 + 0 + 1 1 + 0− 1 −1 + 0 + 2






=





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I3


e qui su�t pour prouver que P est inversible, d'inverse P−1 =





1 −1 1
1 0 1
1 −1 2





.

Ainsi : Y0 = P−1X0 =





2
2
1





et Y1 = P−1X1 =





1
1
−1





.

4. Les trois relations de ré
urren
e obtenues permettent le 
al
ul expli
ite de an, bn, cn en fon
tion de

n :

� La relation : ∀n ∈ N, bn+2 =
1

2
bn+1 signi�e que la suite (bn) est géométrique à partir du rang 1,

de raison

1

2
, et :

∀n ∈ N
∗, bn = b1

(1

2

)n−1

=
(1

2

)n−1

Remarquons que puisque b0 = 2, la formule est aussi vrai pour n = 0, don
 pour tout n ∈ N.

� La relation : ∀n ∈ N, an+2 =
1

2
an+1 +

1

2
an fait de (an) une suite ré
urrente linéaire d'ordre

2, d'équation 
ara
téristique :

x2 =
1

2
x+

1

2
⇐⇒ 2x2 − x− 1 = 0

Le dis
riminant est : ∆ = (−1)2 − 4 × (−1) × 2 = 1 + 8 = 9 > 0, il y a don
 deux ra
ines

distin
tes, qui sont r1 =
1− 3

4
= −

1

2
et r2 =

1 + 3

4
= 1.

L'expression expli
ite de an est don
 de la forme : ∀n ∈ N, an = α.1n + β.
(

−
1

2

)n

, où α et β

sont obtenus en é
rivant la relation pour n = 0 et n = 1, 
e qui donne le système :







α + β = 2

α −
1

2
β = 1

⇐⇒







α + β = 2

−
3

2
β = −1 L2 ← L2 − L1

⇐⇒











α = 2− β =
4

3

β =
2

3

de sorte que :

∀n ∈ N, an =
4

3
+

2

3

(

−
1

2

)n

� La suite (cn) est aussi ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique :

x2 =
2

3
x+

1

3
⇐⇒ 3x2 − 2x− 1 = 0
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Le dis
riminant est : ∆ = (−2)2 − 4 × (−1) × 3 = 4 + 12 = 16 > 0, il y a don
 deux ra
ines

distin
tes, à savoir s1 =
2− 4

6
= −

1

3
et s2 =

2 + 4

6
= 1. L'expression expli
ite de cn est don
 de

la forme : ∀n ∈ N, cn = γ.1n + δ.
(

−
1

3

)n

, où γ et δ sont obtenus en é
rivant la relation pour

n = 0 et n = 1, 
e qui donne le système :







γ + δ = 1

γ −
1

3
δ = −1

⇐⇒







γ + δ = 1

−
4

3
δ = −2 L2 ← L2 − L1

⇐⇒











γ = 1− δ = −
1

2

δ =
3

2

de sorte que :

∀n ∈ N, cn = −
1

2
+

3

2

(

−
1

3

)n

5. Il reste à é
rire que : ∀n ∈ N, Yn = P−1Xn ⇐⇒ ∀n ∈ N, Xn = PYn pour en déduire, en notant

Xn =





αn

βn

γn





:

∀n ∈ N,



































αn = an + bn − cn =
(1

2

)n−1

+
2

3

(

−
1

2

)n

−
3

2

(

−
1

3

)n

+
11

6

βn = −an + bn =
(1

2

)n−1

−
2

3

(

−
1

2

)n

−
4

3

γn = −an + cn =
3

2

(

−
1

3

)n

−
2

3

(

−
1

2

)n

−
11

6

6. a) On retrouve i
i un mode de 
al
ul 
lassique des termes su

essifs d'une suite ré
urrente sur deux

générations : il faut à tout moment, 
onnaître le dernier et l'avant-dernier terme 
al
ulé pour

pouvoir en déduire un nouveau terme de la suite ; attention à l'ordre pré
is des réa�e
tations, i
i

heureusement donné par le s
ript in
omplet !

1 fun
tion res = X(n)

2 Xold = [3;0;-1℄

3 Xnew = [3;0;-2℄

4 A = [2,1,-2;0,3,0;1,-1,5℄

5 B = [1,-1,-1;-3,3,-3;-1,1,1℄

6 for i = 2:n

7 Aux = 1/6*A*Xnew + 1/6*B*Xold // le 
al
ul d'un nouveau terme est fait

dans Aux

8 Xold = Xnew // Les deux variables sont a
tualisées

9 Xnew = Aux //

10 end

11 res = Xnew

12 endfun
tion

b) Les trois suites (αn), (βn), (γn) sont fa
ilement identi�ables par leur 
omportement asympto-

tique :

Comme −1 < −
1

2
< −

1

3
<

1

2
< 1, alors :

lim
n→+∞

αn =
11

6
; lim

n→+∞

βn = −
4

3
; lim

n→+∞

γn = −
11

6

Les trois nuages de points 
orrespondent don
 tout simplement, de haut en bas, à (αn), (βn), (γn)
dans 
et ordre !
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Exer
i
e 2

Partie I : Étude de deux suites

Pour tout entier n ∈ N
∗
, on pose :

un =
n

∑

k=1

1

k
− ln(n) et vn = un −

1

n

1. Soit f la fon
tion dé�nie sur R
∗

+ par : f(x) =
1

x+ 1
+ ln(x)− ln(x+ 1).

a) Deux 
al
uls de limites :

� lim
x→0+

1

x+ 1
=

1

1 + 0
= 1, lim

x→0+
ln(x + 1) = ln(1) = 0 par 
ontinuité des deux fon
tions


on
ernées en 0, et lim
x→0+

ln(x) = −∞, don
 par somme et di�éren
e :

lim
x→0+

f(x) = −∞

� Au voisinage de +∞ : f(x) =
1

x+ 1
+ln

( x

x+ 1

)

, où : x+1 ∼
x→+∞

x, don
 lim
x→+∞

x

x+ 1
= 1,

et lim
x→+∞

ln
( x

x+ 1

)

= ln(1) = 0. Comme lim
x→+∞

1

x+ 1
= 0, on en déduit :

lim
x→+∞

f(x) = 0

b) La fon
tion f est dérivable sur R
∗

+ 
omme somme de fon
tions dérivables sur 
et intervalle, et :

∀x ∈ R
∗

+, f ′(x) = −
1

(x+ 1)2
+

1

x
−

1

x+ 1
=
−x+ (x+ 1)2 − x(x+ 1)

x(x+ 1)2
=

1

x(x+ 1)2

Il est 
lair que : ∀x ∈ R
∗

+, f ′(x) =
1

x(x+ 1)2
> 0, don
 f est stri
tement 
roissante sur R

∗

+ :

x
0

+∞

f

−∞

0


) Pour tout n ∈ N
∗
:

un+1 − un =

n+1
∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1)−

(

n
∑

k=1

1

k
− ln(n)

)

=
1

n + 1
− ln(n+ 1) + ln(n) = f(n)

Après téles
opage entre les deux sommes.

d) La fon
tion f , stri
tement 
roissante sur R
∗

+, est stri
tement majorée par sa limite en +∞ qui

vaut 0 : on en déduit que pour tout x > 0, f(x) < 0.

En parti
ulier : ∀n ∈ N
∗, f(n) < 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N

∗, un+1 − un < 0, 
e qui signi�e que la suite

(un) est dé
roissante.
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e) Le 
ode est très 
lassique, on utilise i
i des opérations termes à termes (pointées) sur un ve
teur :

1 fun
tion y = u(n)

2 y = sum([1:n℄.^(-1)) - log(n)

3 endfun
tion

2. a) Pour tout n ∈ N
∗
:

vn+1− vn = un+1−
1

n+ 1
−un+

1

n
= f(n)−

1

n + 1
+

1

n
= ln(n)− ln(n+1)+

1

n
=

1

n
− ln

(n+ 1

n

)


e qui est bien : ∀n ∈ N
∗, vn+1 − vn =

1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

.

b) La fon
tion ln est de 
lasse C2 et 
on
ave sur ]0,+∞[, don
 sa 
ourbe est entièrement située

en-dessous de 
ha
une de ses tangentes, en parti
ulier au point d'abs
isse 1, qui a pour équation :

y = ln′(1).(x− 1) + ln(1) ⇐⇒ y = x− 1

d'où : ∀x ∈]0,+∞[, ln(x) 6 x− 1, 
e qui implique bien, par 
hangement de variable :

∀x ∈]− 1,+∞[, ln(1 + x) 6 x

relation vraie, don
, pour tout réel positif x.

Pour tout n ∈ N
∗,

1

n
> 0 don
 d'après l'inégalité pré
édente :

∀n ∈ N
∗, ln

(

1 +
1

n

)

6
1

n
⇐⇒

1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

> 0 ⇐⇒ vn+1 − vn > 0

La suite (vn)n∈N∗
est bien 
roissante.


) Le développement limité à l'ordre 2 de ln(1 + x) en 0 est :

ln(1 + x) = x−
x2

2
+ o(x2)

Lorsque n tend vers l'in�ni,

1

n
tend vers 0, don
 :

1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

=
1

n
−

1

n
+

1

2n2
+ o

( 1

n2

)

⇐⇒ vn+1 − vn =
1

2n2
+ o

( 1

n2

)

La dernière égalité s'é
rit aussi, par dé�nition même de l'équivalen
e :

vn+1 − vn ∼
n→+∞

1

2n2

d) D'après 
e qui pré
ède : puisque la série

∑

n>1

1

2n2
est 
onvergente 
omme série de Riemann d'ex-

posant α = 2 > 1 (à un fa
teur 
onstant

1

2
prêt), alors d'après le théorème de 
omparaison des

séries à termes positifs, la série

∑

n>1

vn+1 − vn est elle-même 
onvergente.

On note

1

: γ =

+∞
∑

n=1

(vk+1 − vk).

1. où l'on retrouve la 
onstante Gamma d'Euler !
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e) Soit n > 2 quel
onque :

n−1
∑

k=1

vk+1− vk =

n
∑

j=2

vj −

n−1
∑

k=1

vk = vn− v1 = vn puisque v1 = u1− 1 = 0.

On en déduit que :

lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

n−1
∑

k=1

(vk+1 − vk) =
+∞
∑

k=1

(vk+1 − vk) = γ

3. a) Pour tout n ∈ N
∗ : un = vn +

1

n
, don
 lim

n→+∞

un = γ + 0 = γ.

b) La suite (un) est dé
roissante de limite γ : une 
onséquen
e du théorème de limite monotone est

que γ est le plus grand minorant de la suite, 
e qui permet d'é
rire : ∀n ∈ N
∗, un > γ.

Comme (vn) est 
roissante et a aussi pour limite γ, on a bien :

∀n ∈ N
∗, vn 6 γ 6 un


ela s'é
rit aussi :

∀n ∈ N
∗, un −

1

n
6 γ 6 un ⇐⇒ −

1

n
6 γ − un 6 0 ⇐⇒

1

n
> un − γ > 0


e qui donne bien : ∀n ∈ N
∗, |un − γ| 6

1

n
.


) Le tout petit s
ript suivant :

1 eps = input('Entrer un réel stri
tement positif ')

2 n = floor(1/eps)+1

3 disp(u(n))


al
ule un pour n = ⌊
1

ε
⌋+ 1, pour un ε > 0 donné ; n est ainsi le plus petit entier tel que :

1

ε
< n ⇐⇒

1

n
< ε, et pour 
et entier : |un − γ| < ε par transitivité de l'inégalité.

Le réel un alors a�
hé 
onstitue une approximation de sa limite γ à ε près.

Partie II : Étude d'une série

Pour tout entier naturel n non nul, on pose an =
1

n(2n− 1)
.

1. Par règles de 
al
ul ave
 les équivalents :

2n− 1 ∼
n→+∞

2n =⇒ n(2n− 1) ∼
n→+∞

2n2 =⇒ 0 <
1

n(2n− 1)
∼

n→+∞

1

2n2

Or la série

∑

n>1

1

2n2
est 
onvergente : 
'est à un fa
teur 
onstant près une série de Riemann d'exposant

α = 2 > 1 ; par 
omparaison de séries à termes positifs, la série

∑

n>1

an 
onverge.

2. a) Pour tout entier naturel n ∈ N
∗
:

2n
∑

k=1

1

k
est la somme des inverses de tous les entiers 
ompris

entre 1 et 2n, tandis que

n
∑

k=1

1

2k
est la somme des inverses de tous les entiers pairs 
ompris entre

2 et 2n.

8 ©



On en déduit que leur di�éren
e est la somme de tous les entiers impairs 
ompris entre 1 et 2n−1,
somme qui s'é
rit bien :

∀n ∈ N
∗,

2n
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

1

2k
=

n
∑

k=1

1

2k − 1

b) On 
her
he deux réels α et β tels que :

∀n ∈ N
∗,

α

n
+

β

2n− 1
=

1

n(2n− 1)
⇐⇒

2αn− α + βn

n(2n− 1)
⇐⇒

1

n(2n− 1)
=

(2α+ β)n− α

n(2n− 1)

Par identi�
ation des 
oe�
ients au numérateur, on en déduit que α et β véri�ent le système :







2α + β = 0

−α = 1
⇐⇒







α = −1

β = −2α = 2
don
 : ∀n ∈ N

∗, an = −
1

n
+

2

2n− 1


) Le passage à la somme dans la relation pré
édente donne :

∀n ∈ N
∗,

n
∑

k=1

ak = −

n
∑

k=1

1

k
+2

n
∑

k=1

1

2k − 1
= −

n
∑

k=1

1

k
+2

2n
∑

k=1

1

k
−2

n
∑

k=1

1

2k
= 2

2n
∑

k=1

1

k
−2

n
∑

k=1

1

k
= 2

2n
∑

k=n+1

1

k

3. a) Pour tout entier naturel n ∈ N
∗
:

n
∑

k=1

1

k
= un + ln(n), don
 :

∀n ∈ N
∗,

2n
∑

k=n+1

1

k
=

2n
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

1

k
= u2n+ln(2n)−un− ln(n) = u2n−un+ln(2)+ ln(n)− ln(n)

b) Des deux questions pré
édentes, on déduit :

+∞
∑

k=1

ak = lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak = lim
n→+∞

2
(

u2n − un + ln(2)
)

= 2
(

γ − γ + ln(2)
)

= 2 ln(2)

4. a) Pour tout entier naturel n ∈ N
∗,

2n
∑

k=n+1

1

k
=

1

n+ 1
+

1

n + 2
+ . . .+

1

2n
s'é
rit aussi (
ela revient

à faire un 
hangement d'indi
e ave
 j tel que : k = n+ j ⇐⇒ j = n− k) :

n
∑

j=1

1

n + j
=

n
∑

k=1

1

n
(

1 +
k

n

)

=
1

n

n
∑

k=1

1

1 +
k

n

b) La dernière somme é
rite 
orrespond à une somme de Riemann de la forme

1

n

n
∑

k=1

f
(k

n

)

,

où f : x 7→
1

1 + x
est une fon
tion bien dé�nie et 
ontinue sur l'intervalle [0, 1].

On en déduit don
, d'après le théorème des sommes de Riemann :

lim
n→+∞

1

n

n
∑

k=1

1

1 +
k

n

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx =

[

ln(1 + x)
]1

0
= ln(2)


e qui redonne bien :

+∞
∑

k=1

ak = lim
n→+∞

2

2n
∑

k=n+1

1

k
= 2 ln(2).
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Exer
i
e 3

Partie I

Dans 
ette partie, on suppose que n = 3 et p =
2

3
.

1. La variable aléatoire X 
ompte le nombre de Piles obtenus en n lan
ers identiques et indépendants :

X suit don
 la loi binomiale de paramètres (n, p).

Pour n = 3 et p =
2

3
, l'événement A s'é
rit don
 : A = [X = 0]∪ [X = 2], don
 par union disjointe :

P (A) = P (X = 0) + P (X = 2) =

(

3

0

)

(2

3

)0(1

3

)3
+

(

3

2

)

(2

3

)2(1

3

)1
= 1× 1×

1

27
+ 3×

4

27
=

13

27

2. Au vu des règles du jeu, les 
orrespondan
es entre les valeurs de X et 
elle de G sont les suivantes :

[X = 0] = [G = 0], [X = 1] = [G = −10], [X = 2] = [G = 20], [X = 3] = [G = −30]

et 
omme 
e sont les seules valeurs possibles : G(Ω) = {−30,−10, 0, 20}, et la loi de G est donnée

par :

P (G = −30) = P (X = 3) =

(

3

3

)

(2

3

)3
=

8

27
; P (G = −10) = P (X = 1) =

(

3

1

)

(2

3

)1(1

3

)2
=

6

27
=

2

9
;

P (G = 0) = P (X = 0) =
1

27
; P (G = 20) = P (X = 2) =

4

9

En résumé, la loi de G est donnée par le tableau :

k −30 −10 0 20

P (G = k)
8

27

2

9

1

27

4

9

3. La variable aléatoire G est �nie, don
 admet une espéran
e qui vaut :

E(G) = −30.P (G = −30)−10.P (G = −10)+0.P (G = 0)+20.P (G = 20) = −
80

9
−
20

9
+0+

80

9
= −

20

9

L'espéran
e de gain du joueur est négative, don
 le jeu ne lui est pas du tout favorable !

Partie II

Dans 
ette partie, on revient au 
as général, où n est un entier naturel non nul et p ∈]0, 1[.

Soit Y la variable aléatoire dé�nie par :

Y = (−1)X

Autrement dit, Y prend la valeur 1 lorsque X prend une valeur paire, et Y prend la valeur −1 lorsque

X prend une valeur impaire.

1. a) On note Z =
Y + 1

2
. Comme Y prend les valeurs −1 et 1, alors Z prend les valeurs

−1 + 1

2
= 0

et

1 + 1

2
= 1, 
'est-à-dire que Z est une variable de Bernoulli, dont la loi est donnée par :







P (Y = 0) = P (Z = −1) = P (”X prend une valeur impaire”) = P (A)

et P (Y = 1) = P (Z = 1) = P (”X prend une valeur paire”) = P (A)
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b) La variable aléatoire Y est �nie, et son espéran
e vaut :

E(Y ) = −1.P (Y = −1) + 1.P (Y = 1) = −P (A) + P (A) = 2P (A)− 1

2. a) Selon le même argument que dans la partie I, X suit la loi binomiale de paramètres (n, p) :

X(Ω) = J0, nK et ∀k ∈ J0, nK, P (X = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k

b) La relation Y = (−1)X permet de donner une expression de l'espéran
e E(Y ) issue du théorème

de transfert :

E(Y ) = E
(

(−1)X
)

=
∑

x∈X(Ω)

(−1)xP (X = x) =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

pk(1− p)n−k

La somme pré
édente s'é
rit aussi :

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−p)k(1− p)n−k = (−p + 1− p)n = (1− 2p)n

d'après la formule du bin�me de Newton.

3. En identi�ant les deux expressions obtenues pour E(Y ), on en déduit :

2P (A)− 1 = (1− 2p)n ⇐⇒ P (A) =
1 + (1− 2p)n

2

4. On résout l'inéquation :

P (A) >
1

2
⇐⇒

1 + (1− 2p)n

2
>

1

2
⇐⇒ 1 + (1− 2p)n > 1 ⇐⇒ (1− 2p)n > 0

La puissan
e (1− 2p)n est bien positive si et seulement s'il s'agit d'une puissan
e paire,

ou alors 1− 2p > 0 ⇐⇒ p 6
1

2
.

Partie III

On 
her
he à savoir s'il est possible d'avoir à la fois P (A) >
1

2
et E(G) 6 0.

1. La variable aléatoire G est égale à 10XY = 10(−1)XX : le nombre de Piles obtenus est multiplié

par 10, le signe est bien donné par la valeur de Y = (−1)X qui dépend de la parité de X .

Le théorème de transfert donne bien :

E(G) = 10E
(

(−1)XX
)

= 10
n

∑

k=0

(−1)kkP (X = k)

2. On redémontre i
i la formule sans nom ; pour tout entier k ∈ J1, nK :

k

(

n

k

)

= k ×
n!

k!(n− k)!
=

n!

(k − 1)!(n− k)!
= n×

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
= n

(

n− 1

k − 1

)

3. De la relation pré
édente, on déduit :

E(G) = 10

n
∑

k=0

(−1)kk

(

n

k

)

pk(1− p)n−k = 10

n
∑

k=1

n

(

n− 1

k − 1

)

(−p)k(1− p)n−k

[j=k−1]
= 10n

∑

j=0

n− 1(−p)j+1(1− p)n−j−1 = −10np

n−1
∑

j=0

(

n− 1

j

)

(−p)j(1− p)n−1−j

E(G) = −10np(−p + 1− p)n−1 = −10np(1− 2p)n−1
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4. On sait déjà que P (A) 6
1

2
si et seulement si p 6

1

2
ou n est pair, don
 :







P (A) >
1

2
E(G) 6 0

⇐⇒







p 6
1

2
ou n est pair

−10np(1− 2p)n−1 6 0
⇐⇒







p 6
1

2
(1− 2p)n−1 > 0

ou







n est pair

(1− 2p)n−1 > 0

⇐⇒ p 6
1

2
ou







n est pair

1− 2p > 0 
ar n− 1 est alors impair

⇐⇒ p 6
1

2

5. a) La fon
tion f : x 7→ x(1− 2x)n−1
est dérivable sur

[

0,
1

2

]


omme fon
tion polyn�miale, ave
 :

∀x ∈
[

0,
1

2

]

, f ′(x) = (1− 2x)n−1 + x.(n− 1).(−2).(1− 2x)n−2 =
(

1− 2x− 2x(n− 1)
)

.(1− 2x)n−2

= (1− 2nx).(1 − 2x)n−2

Sur

[

0,
1

2

]

, 1− 2x > 0, don
 le signe de f ′(x) est 
elui de 1− 2nx, et :

1− 2nx > 0 ⇐⇒ 2nx 6 1 ⇐⇒ x 6
1

2n
, d'où le tableau de variations de f :

x
0

1
2n

f ′(x)

f

0

1
2

+ −

0 0

6. Pour une valeur de n �xée, en remarquant que : E(G) = −10n.f(p), les variations de f permettent

de trouver une valeur maximale atteinte en p0 =
1

2n
, de sorte que pour tout p ∈

[

0,
1

2

]

:

f(p) 6 f
( 1

2n

)

⇐⇒ p(1−2p)n−1
6

1

2n

(

1−
1

n

)n−1

⇐⇒ E(G) = −10np(1−2p)n−1
> −

5

n

(

1−
1

n

)n−1

L'espéran
e de gain du joueur est minimale, et don
 la rentabilité de l'a
tivité du forain est maximale

lorsque p =
1

2n
.

Partie IV

On �xe n = 2 et p =
1

4
.

1. Pour tout entier i ∈ J1, 200K, la loi de Gi est donnée par son univers-image G(Ω) = {−10, 0, 20}
et les probabilités :

P (Gi = −10) =

(

2

1

)

(1

4

)1(3

4

)1
=

3

8
; P (Gi = 0) =

(

2

0

)

(1

4

)0(3

4

)2
=

9

16
; P (Gi = 20) =

(

2

2

)

(1

4

)2(3

4

)0
=

1

16

E(Gi) = −10.P (Gi = −10) + 0.P (Gi = 0) + 20.P (Gi = 20) = −
15

4
+

5

4
= −

10

4
= −

5

2

E(G2
i ) = (−10)2.P (Gi = −10) + 02.P (Gi = 0) + 202.P (Gi = 20) =

150

4
+

100

4
=

125

2
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La varian
e de Gi est alors donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Gi) = E(G2
i )− E(Gi)

2 =
125

2
−

25

4
=

225

4

2. Le gain J du forain sur la journée est l'opposé de la somme des gains des 200 joueurs sur la journée,

don
 :

J = −

200
∑

i=1

Gi, don
 par linéarité de l'espéran
e : E(J) = −

200
∑

i=1

E(Gi) = 200×
5

2
= 500.

Les variables Gi étant mutuellement indépendantes :

V (J) = (−1)2.V
(

200
∑

i=1

Gi

)

=
200
∑

i=1

V (Gi) = 200×
225

4
=

45000

4
= 11250

3. D'après l'équivalen
e 
lassique ave
 la valeur absolue :

[

|J − 500| > 400
]

=
[

J − 500 6 −400
]

∪ [J − 500 > 400] =
[

J 6 100] ∪ [J > 900]

Ainsi : [J 6 100] ⊂
[

|J − 500| > 400
]

, don
 par 
roissan
e de la probabilité :

P (J 6 100) 6 P
(

|J − 500| > 400)

4. La variable aléatoire J admet une espéran
e et une varian
e, don
 on peut é
rire pour elle l'inégalité

de Bienaymé-T
heby
hev : ∀ε > 0, P
(

|J − E(J)| > ε
)

6
V (J)

ε2
.

Puisque E(J) = 500, ave
 ε = 400, on obtient :

P
(

|J − 500| > 400
)

6
V (J)

160000
=

11250

160000

L'inégalité de la question 3. et le fait que

11250

160000
=

45× 250

16× 40× 250
=

9× 5

16× 8× 5
=

9

128

donnent bien, par transitivité de l'inégalité : P (J 6 100) 6
9

128
.

5. Puisque

9

128
<

10

128
<

10

100
, le risque que le forain gagne moins de 100 euros est bien inférieur à 10%,

don
 l'exigen
e de rentabilité est satisfaite et le forain peut installer son stand.
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