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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Partie A

Pour tout 
ouple de réels (x, y), on dé�nit la matri
e M(x, y) par :

M(x, y) =





3x −2x+ 2y 2x− y
−x− y 4x− 3y −2x+ y
−2y 4x− 4y −x+ y





On appelle E l'ensemble des matri
es M(x, y) où x et y dé
rivent R :

E =
{

M(x, y) | (x, y) ∈ R
2
}

On note A = M(1, 0) et B = M(0, 1).

1. Il est assez fa
ile de voir que, d'après les règles de 
al
ul matri
iel :

E = {M(x, y)| (x, y) ∈ R
2} =







x.





3 −2 2
−1 4 −2
0 4 −1



+ y.





0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1





∣

∣

∣

∣

∣

∣

(x, y) ∈ R
2







Et don
 que E est bien un sous-espa
e ve
toriel de M3(R), 
omme sous-espa
e engendré par les

deux matri
es





3 −2 2
−1 4 −2
0 4 −1





et





0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1





qui sont de façon remarquables,

respe
tivement A = M(1, 0) et B = M(0, 1) les deux matri
es introduites par l'énon
é.

Ainsi : E = Vect(A,B), et 
omme les matri
es A et B sont évidemment non proportionnelles, elles

forment une famille libre qui engendre E, don
 une base de E.

2. On pourrait 
her
her 
lassiquement les valeurs propres de A en é
helonnant la matri
e générale

A− λ.I3, et déterminer ainsi les réels λ pour lesquels 
ette matri
e n'est pas inversible.

Mais l'énon
é donne les valeurs propres à tester ! On véri�e don
 dire
tement que :

� A− 1.I3 =





2 −2 2
−1 3 −2
0 4 −2





où on peut remarquer par exemple, que L1 + 2L2 = L3, relation de

dépendan
e linéaire qui assure que A− I3 n'est pas inversible, et don
 que λ = 1 est bien valeur

propre de A. D'ailleurs, en résolvant le système d'in
onnue X =





x
y
z





:

(A− I3)X = 03,1 ⇐⇒







2x − 2y + 2z = 0
−x + 3y − 2z = 0

4y − 2z = 0
⇐⇒







2x − 2y + 2z = 0
4y − 2z = 0
4y − 2z = 0
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⇐⇒

{

x = y − z = −y

z = 2y

Le fait qu'on trouve une in�nité de solutions 
on�rme que λ = 1 est valeur propre de A, et de
plus :

E1(A) =
{





−y
y
2y



 | y ∈ R

}

= Vect
(





−1
1
2





)

Le sous-espa
e propre est engendré par un seul ve
teur non nul, qui en 
onstitue don
 une base.

� A − 2.I3 =





1 −2 2
−1 2 −2
0 2 −3





est évidemment non inversible, puisque ses lignes L1 et L2 sont

opposées. En résolvant d'ailleurs le système :

(A− 2.I3)X = 03,1 ⇐⇒







x − 2y + 2z = 0
−x + 2y − 2z = 0

4y − 3z = 0
⇐⇒











x = 2y − 2z = −
1

2
z

y =
3

4
z

On trouve une in�nité de solutions : λ = 2 est bien valeur propre de A, et

E2(A) =
{





−z/2
3z/4
z



 | z ∈ R

}

= Vect
(





−1/2
3/4
1





)

= Vect
(





−2
3
4





)

Là en
ore, on obtient une famille génératri
e d'une seul ve
teur non nul : 
'est une base du sous-

espa
e propre E2(A).

� A− 3.I3 =





0 −2 2
−1 1 −2
0 4 −4





est en�n non-inversible puisque dans 
ette matri
e, L3 = −2L1. De

plus :

(A− 3.I3)X = 03,1 ⇐⇒







− 2y + 2z = 0
−x + y − 2z = 0

4y − 4z = 0
⇐⇒

{

−x + y − 2z = 0
y − z = 0 L3 ← L3/4

⇐⇒

{

x = y − 2z = −z

y = z

Ainsi, λ = 3 est bien valeur propre de A, de sous-espa
e propre asso
ié :

E3(A) =
{





−z
z
z



 | z ∈ R

}

= Vect
(





−1
1
1





)

Bilan : la matri
e A, 
arrée d'ordre 3, possède déjà trois valeurs propres distin
tes. D'après

la 
ondition su�sante du théorème spe
tral, on en 
on
lut que :

� La matri
e A n'admet pas d'autre valeur propre que 1, 2 et 3.
� La matri
e A est diagonalisable.

3. D'après 
e qui pré
ède : la matri
e A est semblable à la matri
e DA =





1 0 0
0 2 0
0 0 3





via une matri
e

de passage P qui 
ontient en 
olonne un ve
teur propre pour 
ha
une des trois valeurs propres, selon
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l'ordre dans lequel 
es valeurs propres sont é
rites sur la diagonale de DA. On peut 
hoisir également,

dans 
ha
un des sous-espa
es propres, un ve
teur propre dont la première 
oordonnée 
orrespond

aux demandes de l'énon
é, 
e qui donne la matri
e P =





1 −2 1
−1 3 −1
−2 4 −1





.

4. La méthode de Gauss donne : P−1 =





1 2 −1
1 1 0
2 0 1





.

5. On note X1, X2 et X3 les trois ve
teurs 
olonnes de la matri
e P ; les 
al
uls matri
iels donnent :

BX1 =





0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1









1
−1
−2



 =





0
0
0



 ; BX2 =





2
−3
−4



 ; BX3 =





−1
1
1





Ces 
al
uls signi�ent : BX1 = 0.X1, BX2 = −1.X2, BX3 = −1.X3, don
 que X1, X2, X3 sont des

ve
teurs propres de B. Comme ils forment déjà une base deM3,1(R), on en déduit que B est aussi

diagonalisable via la même matri
e de passage P que A, et que :

B = PDBP
−1, où DB =





0 0 0
0 −1 0
0 0 −1





6. Comme on vient de le voir, les matri
es A et B sont diagonalisables via la même matri
e de passage

P . Mais alors, pour tous réels (x, y) ∈ R
2
:

M(x, y) = x.A + y.B = x.PDAP
−1 + y.PDBP

−1 = P (x.DA + y.DB)P
−1 = PD(x, y)P−1

où D(x, y) = x.DA + y.DB =





x 0 0
0 2x− y 0
0 0 3x− y





est bien une matri
e diagonale.

Cela signi�e au passage que toutes les matri
es M(x, y) sont diagonalisables via la même matri
e de

passage P , et que les valeurs propres de M(x, y) sont : x, 2x− y et 3x− y.

7. On sait que M(x, y) est inversible si et seulement si 0 n'est pas valeur propre de 
ette matri
e.

D'après 
e qui pré
ède, une 
ondition né
essaire et su�sante pour que M(x, y) soit inversible est

don
 :











x 6= 0

et 2x− y 6= 0

et 3x− y 6= 0

8. En exploitant la relation obtenue à la question 5 :

B2 = (PDBP
−1)2 = PDBP

−1PDBP
−1 = PD2

BP
−1
, où DB =





0 0 0
0 −1 0
0 0 −1





a la propriété remar-

quable d'être une matri
e diagonale opposée à son 
arré (02 = 0 et (−1)2 = 1), don
 en fait :

B2 = PD2
BP

−1 = −PDBP
−1 = −B = M(0,−1), 
e qui fait bien de B2

une matri
e élément de E !

Pour la matri
e A : de la même façon, A2 = PD2
AP

−1
, qui est égale à une 
ertaine matri
e

M(x, y) = PD(x, y)P−1
si et seulement si :

D2
A = D(x, y) ⇐⇒











12 = x

22 = 2x− y

32 = 3x− y

⇐⇒











x = 1

y = −2

y = −6

Les deux dernières lignes du système sont in
ompatibles, don
 le problème n'a pas de solution : la

matri
e A2
n'appartient pas à E.
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Partie B

On souhaite dans 
ette partie étudier les suites (an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈N dé�nies par les 
onditions

initiales a0 = 1, b0 = 0, c0 = 0 et les relations de ré
urren
e suivantes :











an+1 = 3an + 4bn − cn

bn+1 = −4an − 5bn + cn

cn+1 = −6an − 8bn + 2cn

Pour tout n ∈ N, on pose Xn =





an
bn
cn





.

1. Par dé�nition : X0 =





a0
b0
c0



 =





1
0
0





.

2. Il est 
lair que le système de relations de ré
urren
e 
i-dessus peut s'é
rire sous forme matri
ielle :

∀n ∈ N,





an+1

bn+1

cn+1



 =





3 4 −1
−4 −5 1
−6 −8 2



×





an
bn
cn






e qui est bien de la forme : ∀n ∈ N, Xn+1 = CXn ave
 C =





3 4 −1
−4 −5 1
−6 −8 2





.

On véri�e sans peine que : C = M(1, 3).

3. La relation générale : ∀n ∈ N, Xn = CnX0 se démontre sans peine par ré
urren
e sur n ; à
E
ri
ome, la réda
tion 
omplète de 
ette ré
urren
e assez immédiate est attendue !

4. D'après les résultats de la partie 3, on sait que : C = M(1, 3) = PD(1, 3)P−1
,

où D(1, 3) =





1 0 0
0 −1 0
0 0 0





est une matri
e diagonale.

On démontre sans peine, via la ré
urren
e habituelle, que :

∀n ∈ N, Cn = PD(1, 3)nP−1 = P





1n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 0n



P−1.

Il est important de remarquer i
i que la forme simpli�ée D(1, 3)n =





1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 0





n'est pas vraie

pour n = 0, puisque D(1, 3)0 = I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





.

Il reste à mener intelligemment le 
al
ul de Xn = CnX0 = PD(1, 3)nP−1X0, pour n ∈ N
∗
don
, en

utilisant l'asso
iativité du produit matri
iel pour faire les 
al
uls par la droite :

∀n ∈ N
∗, Xn = PD(1, 3)n





1 2 −1
1 1 0
2 0 1









1
0
0



 = P





1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 0









1
1
2



 =





1 −2 1
−1 3 −1
−2 4 −1









1
(−1)n

0





Soit :





an
bn
cn



 =





1− 2.(−1)n

−1 + 3.(−1)n

−2 + 4.(−1)n





Ce qui donne par identi�
ation, les expressions des trois suites (an), (bn) et (cn) pour n ∈ N
∗
, la

formule n'étant toujours pas vraie pour n = 0.
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Exer
i
e 2

1. Pour tout n ∈ N, on dé�nit la fon
tion gn : [0,+∞[→ R par :

gn(x) =

(

ln(1 + x)
)n

(1 + x)2

a) La fon
tion g0 : x 7→
1

(1 + x)2
= (1 + x)−2

est bien dé�nie et dérivable sur [0,+∞[, et :

∀x ∈ [0,+∞[, g′0(x) = −2.1.(1 + x)−3 = −
2

(1 + x)3
< 0, don
 g0 est stri
tement dé
roissante

sur [0,+∞[.

Puisque lim
x→+∞

(1 + x)2 = +∞, alors par inverse, lim
x→+∞

g0(x) = 0+.

On peut 
onsidérer pour aider au tra
é, le nombre dérivé en 0 : g′0(0) = −2 qui donne la pente

de la demi-tangente au point de la 
ourbe d'abs
isse 0.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1
(Cg0)

b) Soit n > 1 : la fon
tion gn : x 7→

(

ln(1 + x)
)n

(1 + x)2
est bien dé�nie et dérivable sur [0; +∞[ où

1 + x > 0, 
omme quotient de fon
tions qui le sont, et :

∀x ∈ [0,+∞[, g′n(x) =
n.

1

1 + x
.
(

ln(1 + x)
)n−1

.(1 + x)2 −
(

ln(1 + x)
)n
.2.(1 + x)

(1 + x)4

=
(1 + x).

(

ln(1 + x)
)n−1

×
[

n− 2 ln(1 + x)
]

(1 + x)4

=

(

ln(1 + x)
)n−1

×
[

n− 2 ln(1 + x)
]

(1 + x)3

Pour tout x ∈ [0,+∞[ : 1+x > 1 et ln(1+x) > 0, don
 g′n(x) est bien du signe de n−2 ln(1+x),
et :

∀x ∈ [0,+∞[, g′n(x) > 0 ⇐⇒ n > 2 ln(1+x) ⇐⇒
n

2
> ln(1+x) ⇐⇒ en/2 > 1+x ⇐⇒ x 6 en/2−1

par stri
te 
roissan
e de exp sur R.

On en déduit le tableau de variations de gn sur [0,+∞[ :

x
0 en/2 − 1 +∞

g′n(x) 0

+ −

gn

0

Mn

0
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Pour la limite en +∞ : il su�t de faire le 
hangement de variable X = 1 + x, 
ar :

lim
x→+∞

1 + x = +∞ et lim
X→+∞

(

ln(X)
)n

X2
= 0 par 
roissan
es 
omparées, don
 par 
omposition :

lim
x→+∞

gn(x) = 0.


) L'étude des variations de gn fait 
lairement apparaître que 
ette fon
tion admet un maximum sur

[0,+∞[, atteint en x = en/2 − 1 et qui vaut :

Mn = gn(e
n/2 − 1) =

(

ln(1 + en/2 − 1)
)n

(1 + en/2 − 1)2
=

(n/2)n

en
=

( n

2e

)n

d) Au voisinage de +∞ : x3/2
∼ (1 + x)3/2, don
 x3/2gn(x) ∼

(

ln(1 + x)
)n

(1 + x)1/2
,

où 
omme pré
édemment : lim
x→+∞

(

ln(1 + x)
)n

(1 + x)1/2
= lim

X→+∞

(

ln(X)
)n

X1/2
= 0 par 
roissan
es 
ompa-

rées.

Ainsi : lim
x→+∞

x3/2.gn(x) = 0, 
e qui prouve e�e
tivement la relation de négligeabilité :

gn(x) = o
x→+∞

( 1

x3/2

)

2. On pose pour tout n ∈ N : In =

∫ +∞

0

gn(t)dt.

a) Soit A > 0 :

∫ A

0

g0(t)dt =

∫ A

0

1

(1 + t)2
dt =

[

−
1

1 + t

]A

0
= −

1

1 + A
+ 1 −−−−→

A→+∞

1,


e qui prouve que l'intégrale

∫ +∞

0

g0(t)dt 
onverge et vaut 1.

b) Soit n > 1 : la fon
tion gn est 
ontinue et positive sur [0; +∞[, et on a vu que :

gn(x) = o
x→+∞

( 1

x3/2

)

. Or l'intégrale

∫ +∞

1

1

x3/2
dx 
onverge, 
omme intégrale de Riemann d'expo-

sant α = 3/2 > 1.

Don
 par 
omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives,

∫ +∞

1

gn(t)dt 
onverge.

Et 
omme gn est 
ontinue sur [0, 1], In =

∫ +∞

0

gn(t)dt =

∫ 1

0

gn(t)dt +

∫ +∞

1

gn(t)dt 
onverge.


) Soit A > 0, dans

∫ A

0

gn+1(t)dt =

∫ A

0

(

ln(1 + t)
)n+1

×
1

(1 + t)2
dt, on pose :

u(t) =
(

ln(1 + t)
)n+1

−→ u′(t) =
(n+ 1)

1 + t

(

ln(1 + t)
)n

v′(t) =
1

(1 + t)2
−→ v(t) = −

1

1 + t

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur [0,+∞[, don
 par intégration par parties :

∫ A

0

gn+1(t)dt =
[

−

(

ln(1 + t)
)n+1

1 + t

]A

0
+(n+1)

∫ A

0

(

ln(1 + t)
)n

(1 + t)2
dt = −

(

ln(1 + A)
)n+1

1 + A
+(n+1)

∫ A

0

gn(t)dt

Comme lim
A→+∞

−

(

ln(1 + A)
)n+1

1 + A
= lim

X→+∞

(

ln(X)
)n+1

X
= 0, toujours par 
roissan
es 
omparées,

et puisque les intégrales In+1 et In 
onvergent, le passage à la limite quand A tend vers +∞ est

possible et donne :

∀n ∈ N, In+1 = (n + 1).In
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d) Il reste à démontrer par une ré
urren
e fa
ile que la propriété P(n) : ”In = n!”, est vraie pour

tout n ∈ N.

I. Comme on l'a vu à la question 2.a) : I0 = 1 = 0!, don
 P(0) est vraie.

C. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N, et sous 
ette hypothèse, montrons que P(n+1)
est vraie, soit : ”In+1 = (n + 1)!”.
���������������������������������-

D'après 2.
) : In+1 = (n + 1)In
H.R.
= (n+ 1)× n! = (n+ 1)!,

don
 P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

3. Pour tout n ∈ N, on dé�nit la fon
tion fn par : ∀x ∈ R, fn(x) =







0 si x < 0

1

n!
gn(x) si x > 0

.

a) On véri�e les trois points né
essaires pour que fn soit une densité de probabilité :

� La fon
tion fn est positive sur ]−∞, 0[ 
omme fon
tion 
onstante nulle ; sur [0,+∞[, on sait

que gn est positive et

1

n!
> 0, don
 fn est aussi positive sur 
et intervalle, et �nalement sur R

tout entier.

� La fon
tion fn est 
ontinue sur ]−∞, 0[ 
omme fon
tion 
onstante, et 
ontinue 
ar dérivable

(puisque gn l'est) sur ]0; +∞[. Ainsi fn est 
ontinue sur R sauf peut-être en 0.

�

∫ +∞

−∞

fn(t)dt =

∫ 0

−∞

0dt+
1

n!

∫ +∞

0

gn(t)dt = 0 +
1

n!
In = 1.

La fon
tion fn est don
 bien une densité de probabilité.

On 
onsidère à présent, pour tout n ∈ N, Xn une variable aléatoire réelle admettant fn pour densité.

On note Fn la fon
tion de répartition de Xn.

b) La variable aléatoire Xn admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xgn(x)dx est

absolument 
onvergente.

Comme la fon
tion x 7→ xfn(x) est nulle sur ] − ∞, 0[ et 
ontinue, positive sur ]0,+∞[, 
ela

revient à montrer la 
onvergen
e simple de

∫ +∞

0

xfn(x)dx.

Or au voisinage de +∞ : xfn(x) =
1

n!
x

(

ln(1 + x)
)n

(1 + x)2
∼

x→+∞

1

n!

(

ln(1 + x)
)n

x
,

où lim
x→+∞

(

ln(1 + x)
)n

= +∞ :

Cela implique don
 que

1

x
= o

x→+∞

(

xfn(x)
)

; mais 
omme l'intégrale

∫ +∞

1

1

x
dx est divergente

(intégrale de Riemann ave
 α = 1), le théorème de 
omparaison des intégrales de fon
tions


ontinues, positives assure don
 que

∫ +∞

1

xfn(x)dx diverge aussi.

On 
on
lut don
 que Xn n'admet pas d'espéran
e.


) Soit n ∈ N ; la fon
tion densité fn étant nulle sur ] − ∞, 0[, on peut 
on
lure sans 
al
ul que

Fn(x) =

∫ x

−∞

fn(t)dt = 0 pour tout x < 0.

d) Soit x > 0 : F0(x) =

∫ x

−∞

f0(t)dt =

∫ x

0

g0(t)dt = 1−
1

1 + x
=

x

1 + x
selon les 
al
uls déjà faits

à la question 2.a).
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e) Soit x > 0 et k ∈ N
∗
: Une intégration par parties dans Fk(x) =

1

k!

∫ x

−∞

gk(t)dt =
1

k!

∫ x

0

(

ln(1 + t)
)k

(1 + t)2
dt

en tout point semblable à 
elle déjà réalisée à la question 2.
), ave
 k− 1 à la pla
e de n (et don


k à la pla
e de n+ 1) donne :

Fk(x) =
1

k!

[

−

(

ln(1 + x)
)k

1 + x
+ k

∫ x

0

gk−1(t)dt
]

= −
1

k!

(

ln(1 + x)
)k

1 + x
+

1

(k − 1)!

∫ x

0

gk−1(t)dt

Soit : Fk(x) = −
1

k!

(

ln(1 + x)
)k

1 + x
+ Fk−1(x) ⇐⇒ Fk(x)− Fk−1(x) = −

1

k!

(

ln(1 + x)
)k

1 + x
.

f) Par sommation de 
ette relation lorsque k varie de 1 à n :

n
∑

k=1

Fk(x)− Fk−1(x) = −

n
∑

k=1

(

ln(1 + x)
)k

1 + x
⇐⇒ Fn(x)− F0(x) = −

1

1 + x

n
∑

k=1

(

ln(1 + x)
)k

k!

Soit : ∀n ∈ N
∗, ∀x > 0, Fn(x) = 1−

1

1 + x
−

1

1 + x

n
∑

k=1

(

ln(1 + x)
)k

k!
= 1−

n
∑

k=0

(

ln(1 + x)
)k

k!
.

g) Soit x ∈ R �xé : si x < 0, alors Fn(x) = 0 pour tout n ∈ N, don
 lim
n→+∞

Fn(x) = 0.

Si x > 0 : lim
n→+∞

Fn(x) = 1 −
1

1 + x
eln(1+x) = 1 −

1 + x

1 + x
= 0. On a en e�et re
onnu une série

exponentielle 
onvergente.

h) Bilan : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

Fn(x) = 0. Mais 
omme la fon
tion nulle sur R n'est 
ertainement pas

la fon
tion de répartition d'une variable aléatoire réelle, on doit en 
on
lure que la suite (Xn)n∈N
ne 
onverge pas en loi.

4. Pour tout n ∈ N, on note Yn = ln(1 +Xn).

a) La variable aléatoire Xn est, d'après sa fon
tion de répartition, à valeurs positives. Don
 presque

sûrement, 1 +Xn > 1, 
e qui garantit la bonne dé�nition de Yn = ln(1 +Xn).

L'équivalen
e : 1 +Xn > 1 ⇐⇒ ln(1 +Xn) > 0 assure que Yn(Ω) = [0,+∞[.

b) On utilise i
i le théorème de transfert pour l'étude de l'espéran
e de Yn = ln(1 + Xn), qui est
l'image par une fon
tion 
ontinue de Xn :

E(Yn) existe si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

ln(1 + x).fn(x)dx est absolument 
onvergente.

Comme la fon
tion x 7→ ln(1 + x).fn(x) est nulle sur ] −∞, 0[ et positive (les deux fa
teurs le

sont) sur [0,+∞[, 
ela revient à étudier la 
onvergen
e simple de

1

n!

∫ +∞

0

(

ln(1 + x)
)n+1

(1 + x)2
dx.

On re
onnaît i
i l'intégrale In+1 dont on sait qu'elle 
onverge ; on peut don
 
on
lure que Yn

admet une espéran
e, qui vaut :

E(Yn) =
1

n!
In+1 =

(n+ 1)!

n!
= n+ 1


) De même : Yn admet une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre 2, don
 si

ln(1 +Xn)
2
admet une espéran
e.

Cela revient, 
omme pré
édemment et toujours d'après le théorème de transfert, à déterminer si

l'intégrale

∫ +∞

−∞

(

ln(1 + x)
)2
.fn(x)dx =

1

n!

∫ +∞

0

(

ln(1 + x)
)n+2

(1 + x)2
dx est 
onvergente.

On re
onnaît l'intégrale In+2 qui 
onverge, don
 Yn admet un moment d'ordre 2 qui vaut :

E(Y 2
n ) =

1

n!
In+2 = (n+ 1)(n+ 2)
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On en déduit que Yn admet une varian
e, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Yn) = E(Y 2
n )−E(Yn)

2 = (n + 1)(n+ 2)− (n + 1)2 = (n+ 1)(n+ 2− n− 1) = n+ 1

d) On note Hn la fon
tion de répartition de Yn :

∀x ∈ R, Hn(x) = P(Yn 6 x) = P
(

ln(1+Xn) 6 x
)

= P(1+Xn 6 ex) = P(Xn 6 ex−1) = Fn(e
x−1)

e) On optimise i
i la réda
tion : la fon
tion x 7→ ex− 1 est de 
lasse C1 et stri
tement 
roissante sur

R, tandis que Fn est 
ontinue sur R, de 
lasse C1 sur R sauf peut-être en 0.

Par 
omposition, Hn : x 7→ Fn(e
x− 1) est don
 en
ore 
ontinue sur tout R, et de 
lasse C1 sur R

sauf peut-être en un nombre �ni de points, 
e qui assure don
 que Yn est une variable aléatoire

à densité. Une densité de Yn (notons-là hn) est obtenue presque partout par dérivation de la

fon
tion Hn :

Là où 
'est possible, d'après la formule de dérivation d'une 
omposée :

hn(x) = H ′

n(x) = ex × F ′

n(e
x − 1) = ex × fn(e

x − 1) =











ex ×
1

n!

(

ln(1 + ex − 1)
)n

(1 + ex − 1)2
si x > 0

0 si x < 0

=







ex

n!
×

xn

e2x
si x > 0

0 si < 0
=







1

n!
xne−x

si x > 0

0 si x < 0

f) Lorsque n = 0 : ∀x ∈ R, h0(x) =







e−x
si x > 0

0 si x < 0
, on reonnaît la densité de la loi exponentielle

de paramètre 1, loi que suit don
 Y0.

D'après le théorème de transfert : pour tout k ∈ N
∗
, la variable aléatoire Y0 admet un moment

d'ordre k si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xkh0(x)dx est absolument 
onvergente. Comme la

fon
tion x 7→ xkh0(x) est nulle sur ] − ∞, 0[ et positive sur [0,+∞[, 
ela revient à prouver la


onvergen
e simple de

∫ +∞

0

xke−xdx = k!

∫ +∞

0

hk(x)dx = k! × 1 puisque hk est une densité de

probabilité nulle en-dehors de [0,+∞[.

On en déduit que Y0 admet des moments de tous ordres, donnés par :

∀k ∈ N
∗, E(Y k

0 ) = k!
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Exer
i
e 3

Dans tout l'exer
i
e, X et Y sont deux variables aléatoires dé�nies sur un même espa
e probabilisé et

à valeurs dans N.

On dit que les deux variables X et Y sont é
hangeables si :

∀(i, j) ∈ N
2, P

(

[X = i] ∩ [Y = j]
)

= P
(

[X = j] ∩ [Y = i]
)

Résultats préliminaires

1. On suppose que X et Y sont deux variables indépendantes et de même loi, don
 :

∀(i, j) ∈ N
2, P

(

[X = i] ∩ [Y = j]
)

= P(X = i)× P(Y = j) (⋆)

et ∀i ∈ N, P(X = i) = P(Y = i) (⋆⋆)

Alors, pour tout 
ouple (i, j) de N
2
:

P
(

[X = i] ∩ [Y = j]
) (⋆)
= P(X = i)× P(Y = j)

(⋆⋆)
= P(Y = i)× P(X = j) = P(X = j)× P(Y = i)

(⋆)
= P

(

[X = j] ∩ [Y = i]
)

don
 X et Y sont bien é
hangeables dans 
e 
as.

2. Soit i ∈ N ; les variables aléatoires X et Y sont dé�nies sur le même espa
e probabilisé et les

événements

(

[Y = j]
)

j∈N
forment un système 
omplet d'événements, ave
 lesquels la formule des

probabilités totales donne :

P(X = i) =

+∞
∑

j=0

P
(

[X = i] ∩ [Y = j]
)

=
+∞
∑

j=0

P
(

[X = j] ∩ [Y = i]
)


ar X et Y sont é
hangeables

P(X = i) = P(Y = i) d'après la formule des probabilités totales

puisque la famille

(

[X = j]
)

j∈N
forme également un système 
omplet d'événements.

Deux variables aléatoires é
hangeables suivent don
 la même loi.

Étude d'un exemple

Soient n, b et c trois entiers stri
tement positifs.

Une urne 
ontient initialement n boules noires et b boules blan
hes. On e�e
tue l'expérien
e suivante,

en distinguant trois variantes.

� On pio
he une boule dans l'urne.

On dé�nit X la variable aléatoire qui vaut 1 si 
ette boule est noire et 2 si elle est blan
he.

� On repla
e la boule dans l'urne et :

⋆ Variante 1 : on ajoute dans l'urne c boules de la même 
ouleur que la boule qui vient d'être

pio
hée.

⋆ Variante 2 : on ajoute dans l'urne c boules de la 
ouleur opposée à 
elle de la boule qui vient

d'être pio
hée.

⋆ Variante 3 : on n'ajoute pas de boule supplémentaire dans l'urne.
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� On pio
he à nouveau une boule dans l'urne.

On dé�nit Y la variable aléatoire qui vaut 1 si 
ette se
onde boule pio
hée est noire et 2 si elle

est blan
he.

3. a) Le s
ript suivant est absolument fondamental ! Il ne faut avoir au
une hésitation lorsqu'il s'agit

de simuler un événement de probabilité

b

b+ n
ou son 
ontraire, à l'aide d'une simulation via la

fon
tion rand(), de la loi uniforme à densité sur ]0, 1[ :

1 fun
tion res = tirage( b , n )

2 r = rand()

3 if r < b/(b+n) then

4 res = 2

5 else

6 res = 1

7 end

8 endfun
tion

b) Là en
ore le s
ript est fa
ile à 
ompléter si on prend soigneusement en 
ompte les données de

l'énon
é :

1 fun
tion [ x , y ℄ = experien
e ( b , n , 
 , variante )

2 x = tirage ( b , n )

3 if variante == 1 then

4 if x == 1 then

5 n = n + 


6 else

7 b = b + 


8 end

9 elseif variante == 2 then

10 if x == 1 then

11 b = b + 


12 else

13 n = n + 


14 end

15 end

16 y = tirage ( b , n )

17 endfun
tion


) Le 
ode suivant évalue les fréquen
es statistiques de 
ha
une des valeurs des lois de X , de Y et

du 
ouple (X, Y ) : à 
haque simulation de l'expérien
e, les valeurs 
orrespondantes obtenues pour


ha
une de 
es trois variables aléatoires, voient leur e�e
tif augmenté d'une unité. La division

�nale par N, le nombre total d'expérien
es, donne bien �nalement des fréquen
es d'apparition de


ha
une des valeurs possibles.

1 fun
tion [ loiX, loiY, loiXY ℄ = estimation(b,n,
,variante,N)

2 loiX = [ 0 , 0 ℄

3 loiY = [ 0 , 0 ℄

4 loiXY = [ 0 , 0 , 0 , 0 ℄

5 for k = 1 : N

6 [x , y℄ = experien
e( b , n , 
 , variante )

7 loiX(x) = loiX(x) + 1

8 loiY(y) = loiY(y) + 1

9 loiXY(x,y) = loiXY(x,y) + 1

10 end

11 loiX = loiX / N
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12 loiY = loiY / N

13 loiXY = loiXY / N

14 endfun
tion

15

d) L'é
hangeabilité pour les deux variables X et Y simulées i
i, dans 
ha
une des trois variantes,

repose uniquement sur l'égalité : P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

= P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

au vu des

univers-image obtenus.

Ainsi, variante par variante :

� Variante 1 :

P(X = 1)× P(Y = 1) ≈ 0.66× 0.66 ≈ 0.44 est signi�
ativement di�érent

de P
(

[X = 1] ∩ [Y = 1]
)

≈ 0.50,

par 
ontre P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

et P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

sont très pro
hes toutes les deux de

0.167 :

On peut don
 
onje
turer que dans 
ette Variante 1, les v.a.r. X et Y ne sont pas indé-

pendantes, et sont é
hangeables.

� Variante 2 :

P(X = 1)× P(Y = 1) ≈ 0.66× 0.58 ≈ 0.38 est signi�
ativement di�érent

de P
(

[X = 1] ∩ [Y = 1]
)

≈ 0.33,

et P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

≈ 0.33 et P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

≈ 0.25 sont aussi signi�
ativement

di�érents :

On peut don
 
onje
turer que dans 
ette Variante 2, les v.a.r. X et Y ne sont ni indépen-

dantes, ni é
hangeables.

� Variante 3 :

Cette fois P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

et P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

sont très pro
hes toutes les deux de

0.22. Par ailleurs :

P(X = 1)× P(Y = 1) ≈ 0.66× 0.66 ≈ 0.44 ≈ P
(

[X = 1] ∩ [Y = 1]
)

,

P(X = 1)× P(Y = 2) ≈ 0.66× 0.33 ≈ 0.22 ≈ P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

,

P(X = 2)× P(Y = 1) ≈ 0.33× 0.66 ≈ 0.22 ≈ P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

,

P(X = 2)× P(Y = 2) ≈ 0.33× 0.33 ≈ 0.11 ≈ P
(

[X = 2] ∩ [Y = 2]
)

,

On peut don
 
onje
turer que dans 
ette Variante 3, les v.a.r. X et Y sont indépendantes

et é
hangeables.

4. On se pla
e dans 
ette question dans le 
adre de la variante 1.

a) Loi de X : X(Ω) = {1, 2} et puisque la valeur de X est 
al
ulée à partir du premier tirage, on

obtient immédiatement :

P(X = 1) =
n

b+ n
et P(X = 2) =

b

b+ n

b) Loi du 
ouple (X, Y ) :
(

X, Y
)

(Ω) = {1, 2} et :

P
(

[X = 1] ∩ [Y = 1]
)

= P(X = 1)× P[X=1](Y = 1) =
n

b+ n
×

n+ c

n+ b+ c

=
n(n+ c)

(n+ b)(n + b+ c)

P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

= P(X = 1)× P[X=1](Y = 2) =
n

b+ n
×

b

n+ b+ c

12 ©



=
nb

(n+ b)(n + b+ c)

P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

= P(X = 2)× P[X=2](Y = 1) =
b

b+ n
×

n

n+ b+ c

=
nb

(n+ b)(n + b+ c)

P
(

[X = 2] ∩ [Y = 2]
)

= P(X = 2)× P[X=2](Y = 2) =
b

b+ n
×

b+ c

n+ b+ c

=
b(b + c)

(n+ b)(n + b+ c)


) La loi de Y est la deuxième loi marginale du 
ouple (X, Y ), obtenue dire
tement 
omme telle via

la formule des probabilités totales ave
 le s.
.e.

(

[X = 1], [X = 2]
)

:

P(Y = 1) = P
(

[X = 1] ∩ [Y = 1]
)

+ P
(

[X = 2] ∩ [Y = 1]
)

=
n(n + c)

(n + b)(n+ b+ c)
+

nb

(n+ b)(n + b+ c)
=

n(n+ b+ c)

(n+ b)(n + b+ c)

=
n

n + b

P(Y = 2) = P
(

[X = 1] ∩ [Y = 2]
)

+ P
(

[X = 2] ∩ [Y = 2]
)

=
nb

(n + b)(n+ b+ c)
+

b(b+ c)

(n+ b)(n + b+ c)
=

b(n + b+ c)

(n+ b)(n + b+ c)

=
b

n + b

d) Il est 
lair, au vu des 
al
uls pré
édents, que les variables aléatoires X et Y sont é
hangeables vu

que P
(

[X = 1]∩ [Y = 2]
)

= P
(

[X = 2]∩ [Y = 1]
)

, et puisque i = 1 et j = 2 sont les seules valeurs
de {1, 2} pour lesquelles (i, j) 6= (j, i).

Par 
ontre : P(X = 1)× P(Y = 1) =
n2

(n + b)2
6=

n(n + c)

(n+ b)(n + b+ c)
puisqu'on a supposé c > 0,


e qui su�t pour pouvoir a�rmer que X et Y ne sont pas indépendantes.

N.B. : en toute rigueur, pour le dernier raisonnement il faudrait vraiment examiner pour quelle

valeur de c on peut avoir :

n2

(n + b)2
=

n(n + c)

(n+ b)(n + b+ c)
⇐⇒ n(n+ b+ c) = (n+ c)(n+ b)

⇐⇒ n2 + nb+ nc = n2 + nc+ nb+ bc

⇐⇒ bc = 0


e qui est bien impossible puisque b > 0 et c > 0.
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