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Exerie 1

On dit qu'une matrie A arrée d'ordre n est une matrie nilpotente s'il existe un entier naturel k
non nul tel que :

Ak−1 6= 0n et Ak = 0n

où 0n représente la matrie arrée nulle d'ordre n.
Soit A une matrie arrée d'ordre n, on dit que le ouple (∆, N) est une déomposition de Dunford

de A lorsque :







∆ est une matrie diagonalisable

N est un matrie nilpotente

∆N = N∆ et A = N +∆

1. On pose :

A =

(
1 2
0 1

)

, ∆ =

(
1 0
0 1

)

et N =

(
0 2
0 0

)

Il est bien sûr évident que N + ∆ = A ! De plus, puisque ∆ est la matrie identité d'ordre 2 :

∆N = N = N∆.

Et en�n, N2 =

(
0 + 0 0 + 0
0 + 0 0 + 0

)

= 02, don N est bien nilpotente d'ordre 2.

Le ouple (∆, N) est don bien une déomposition de Dunford de A.

Dans toute la suite de l'exerie, on pose :

A =





3 1 −1
−2 0 2
0 0 1



 , N =





0 0 −1
0 0 2
0 0 0



 , ∆ =





3 1 0
−2 0 0
0 0 1



 , D =





2 0 0
0 1 0
0 0 1





2. a) Les valeurs propres de A sont les réels λ tels que A− λ.I3 est non-inversible. On éhelonne don

A− λ.I3 :

A− λ.I3 =





3− λ 1 −1
−2 −λ 2
0 0 1− λ




L1↔L2−−−−→





−2 −λ 2
3− λ 1 −1
0 0 1− λ





L2←2L2+(3−λ)L1−−−−−−−−−−→





−2 −λ 2
0 2− λ(3− λ) 4− 2λ
0 0 1− λ





Cette dernière matrie, la réduite de Gauss de A − λ.I3, est maintenant éhelonnée : elle est

non-inversible si et seulement si l'un de ses oe�ients diagonaux est nul. Les valeurs propres de

A sont don solutions des équations :

1− λ = 0 ⇐⇒ λ = 1 et 2− λ(3− λ) = 0 ⇐⇒ λ2 − 3λ+ 2 = 0

Le réel λ1 = 1 est raine évidente de l'équation du seond degré, et d'après les relations oe�ients-

raines du trin�me, l'autre raine λ2 véri�e : λ1 + λ2 = 3 ⇐⇒ λ = 2.

Bilan :

Sp(A) = {1, 2}.
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b) On doit aluler les sous-espaes propres de A pour savoir si la matrie est diagonalisable :

� Pour λ1 = 1 :

X =





x
y
z



 ∈ E1(A) ⇐⇒ AX = 1.X ⇐⇒ (A− I3)X = 03,1

⇐⇒





−2 −1 2
0 0 2
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0





on peut reprendre la réduite de Gauss de A− 1.I3

⇐⇒







−2x − y + 2z = 0
2z = 0
0 = 0

⇐⇒
{

−2x− y = 0 ⇐⇒ y = −2x
z = 0

Ainsi : E1(A) =
{





x
−2x
0





∣
∣
∣ x ∈ R

}

= Vect
(





1
−2
0





)

.

E1(A) est engendré par un veteur non nul, qui en forme don une base, et dimE1(A) = 1.

� Pour λ2 = 2 :

X =





x
y
z



 ∈ E1(A) ⇐⇒ AX = 2.X ⇐⇒ (A− 2.I3)X = 03,1

⇐⇒





−2 −2 2
0 0 0
0 0 −1









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒







−2x − 2y + 2z = 0
0 = 0
−z = 0

⇐⇒
{

−2x− 2y = 0 ⇐⇒ y = −x
z = 0

Ainsi : E2(A) =
{





x
−x
0





∣
∣
∣ x ∈ R

}

= Vect
(





1
−1
0





)

.

E2(A) est engendré par un veteur non nul, qui en forme don une base, et dimE2(A) = 1.
Finalement : dimE1(A) + dimE2(A) = 2 < 3 ; omme e sont les seules valeurs propres de A,
on peut don onlure que A n'est pas diagonalisable.

3. On onsidère les matries olonnes

X1 =





1
−1
0



 , X2 =





0
0
1




et X3 =





1
−2
0





a) Les produits matriiels donnent :

∆X1 =





2
−2
0



 , ∆X2 =





0
0
1



 , ∆X3 =





1
−2
0





Il est don intéressant de remarquer ii que : ∆X1 = 2.X1, ∆X2 = X2, et ∆X3 = X3.
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b) Des aluls préédents on déduit que :

� X1 qui est non nul, est un veteur propre de ∆ pour la valeur propre 2, et dimE2(∆) > 1.

� X2 et X3, qui sont non nuls, sont veteurs propres de ∆ pour la valeur propre 1. Comme ils

sont lairement non olinéaires, ils forment une famille libre et par onséquent, dimE1(∆) > 2.

On en déduit que : dimE2(∆) + dimE1(∆) > 3. Or d'après le théorème spetral, on a aussi :

dimE2(∆) + dimE1(∆) 6 3 e qui permet de onlure que :

� ∆ n'a pas d'autre valeurs propres que 1 et 2.

� dimE2(∆) = 1, dimE1(∆) = 2 et dimE1(∆)+dimE2(∆) = 3 don ∆ est bien diagonalisable

et (X1, X2, X3) est une base deM3,1(R) formée de veteurs propres pour ∆ :

P =





1 0 1
−1 0 −2
0 1 0




est la matrie de passage inversible telle que : P−1∆P = D.

) Pour tout Y =





a
b
c




, on résout le système PX = Y d'inonnue X =





x
y
z




:

PX = Y ⇐⇒







x + z = a
−x −2z = b

y = c
⇐⇒







x + z = a
−z = a + b L2 ← L1 + L2

y = c

⇐⇒







x = a− z = 2a+ b

y = c

z = −a− b

⇐⇒





x
y
z



 =





2 1 0
0 0 1
−1 −1 0





︸ ︷︷ ︸

=P−1





a
b
c





4. a) Le produit matriiel donne diretement N2 = 03, don N est nilpotente.

b) Il est lair au vu de la dé�nition des matries, que A = N +∆, et on a bien :

N est nilpotente, ∆ est diagonalisable.

Il n'y a plus qu'à véri�er que N et ∆ ommutent :

∆N =





0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 −3 + 2 + 0
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 2 + 0 + 0
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0



 =





0 0 −1
0 0 2
0 0 0





et N∆ =





0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0− 1
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 2
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0



 = ∆N , don (∆, N) est bien une déomposition

de Dunford de la matrie A.

) Les matries ∆ et N ommutent, don on peut utiliser la formule du bin�me de Newton pour

aluler les puissanes de la matrie A = N +∆ :

∀n ∈ N, An = (N +∆)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

Nk∆n−k

Puisque N2 = 03, tous les termes de la somme d'indies k > 2 sont nuls ; il reste :

∀n ∈ N, An =

(
n

0

)

N0∆n +

(
n

1

)

N1∆n−1 = ∆n + n.N∆n−1
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d) Il faut remarquer que le alul expliite de la question 4.b) a donné : ∆N = N , e qui permet

d'initier la démonstration par réurrene du fait que P(k) : ”∆kN = N”, est vrai pour tout

k > 1 :

I. Pour k = 1 : ∆N = N , don P(1) est vraie.
H. Supposons P(k) vraie pour un ertain k ∈ N

∗
, et montrons qu'alors P(k + 1) est vraie :

����������������������������

∆k+1N = ∆×∆kN
H.R.
= ∆N = N , don P(k + 1) est vraie si P(k) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout k > 1, d'après le

prinipe de réurrene.

Remarquons que la propriété est enore vraie pour k = 0.

e) Puisque N et ∆ ommutent, alors N∆n−1 = ∆n−1N = N d'après la réurrene préédente. On

en déduit que :

∀n ∈ N, An = ∆n + n.N

où : n.N est nilpotente puisque N l'est ; ∆n
et n.N ommutent puisque 'est le as de N et ∆ ;

∆n = (PDP−1)n = PDnP−1 d'après une réurrene lassique, où Dn
est diagonale omme puis-

sane d'une matrie diagonale, e qui prouve que ∆n
est diagonalisable puisqu'elle est semblable

à une matrie diagonale.

On en déduit que le ouple

(
∆n, n.N

)
est une déomposition de Dunford de An

.

Exerie 2

On onsidère l'appliation ϕ dé�nie sur R+ par :







ϕ(x) = 1− x2 ln(x) si x > 0

ϕ(0) = 1
,

ainsi que la fontion numérique f des variables réelles x et y dé�nie par :

∀(x, y) ∈]0,+∞[×]0,+∞[, f(x, y) = xy + ln(x) ln(y).

Partie I. Étude des zéros de ϕ
1. Par opérations sur les limites :

lim
x→+∞

x2 = +∞ = lim
x→+∞

ln(x), don lim
x→+∞

1− x2 ln(x) = −∞ = lim
x→+∞

ϕ(x)

Pour tout x > 0,
ϕ(x)

x
=

1

x
−x ln(x), où : lim

x→+∞

1

x
= 0, don lim

x→+∞

1

x
−x ln(x) = −∞ = lim

x→+∞

ϕ(x)

x
.

L'interprétation graphique de ette limite n'est plus au programme depuis 2013 : on dit que la ourbe

de ϕ admet une branhe parabolique de diretion (Oy), ar ϕ(x) tend vers l'in�ni "in�niment plus

vite" que x.

2. D'abord, les théorèmes généraux prouvent que la fontion ϕ est ontinue sur ]0; +∞[, en tant que

somme et produit de fontions qui le sont. Reste don à étudier la ontinuité en 0.

Les roissanes omparées en zéro donnent : lim
x→0+

x2 ln(x) = 0, don lim
x→0+

1−x2 ln(x) = 1− 0 = 1,

soit : lim
x→0+

ϕ(x) = 1 = ϕ(0), don ϕ est bien ontinue en 0, et �nalement sur R
+
tout entier.

3. La fontion ϕ est dérivable sur R
∗

+ omme somme et produit de fontions qui le sont, ave :

∀x ∈ R
∗

+, ϕ′(x) = 0−
(
2x ln(x) + x2 × 1

x

)
= −x(2 ln(x) + 1)
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4. Le taux d'aroissement de la fontion ϕ en zéro est dé�ni par :

∀x ∈ R
∗

+,
ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
=
−x2 ln(x)

x
= −x ln(x)

Toujours d'après les roissanes omparées en zéro : lim
x→0+

−x ln(x) = 0 = lim
x→0+

ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
,

e qui prouve que la fontion ϕ est dérivable en zéro, ave ϕ′(0) = 0. Graphiquement, ela signi�e

que la ourbe de ϕ admet une demi-tangente horizontale au voisinage de 0, d'équation y = 1, d'où
l'allure de la ourbe au voisinage de 0 :

0 1
0

1

5. Les variations de ϕ sur R
∗

+ dépendent du signe de la dérivée ϕ′ ; on résout l'inéquation :

−x(2 ln(x) + 1) > 0 ⇐⇒ 2 ln(x) + 1 < 0 ⇐⇒ ln(x) < −1
2
⇐⇒ x < e−1/2

par strite roissane de exp sur R pour la dernière équivalene. On en déduit le tableau de variations

de ϕ :

x

ϕ′(x)

ϕ

0 e−1/2 +∞

0

+ −

−∞

1 + e−1/2

1

6. Sur l'intervalle [0, e−1/2], la fontion ϕ est ontinue et stritement roissante, de minimum ϕ(0) = 1,
don l'équation ϕ(x) = 0 n'admet auune solution sur et intervalle.

Sur [e−1/2; +∞[, la fontion ϕ est ontinue, stritement déroissante, à valeurs dans ]−∞; 1+ e−1/2]
qui ontient 0 puisque 1 + e−1/2 > 0.

D'après le théorème de la bijetion, l'équation ϕ(x) = 0 admet don une unique solution α sur

[e−1/2; +∞[, et 'est en fait la seule sur le domaine de ϕ.

Plus préisément : e−1/2 < 1
√
2 < 2 et ϕ(

√
2) = 1 − (

√
2)2 ln(

√
2) = 1 − 2.

1

2
ln(2) = 1 − ln(2) > 0,

et ϕ(2) = 1− 4 ln(2) ≈ −1.8 < 0, don :

ϕ(
√
2) > ϕ(α) > ϕ(2) ⇐⇒

√
2 < α < 2

par strite déroissane de ϕ sur [e−1/2; +∞[ qui ontient
√
2, α et 2.
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7. L'intégrale I =

∫ α

0

ϕ(x)dx est faussement impropre en 0 puisque ϕ résulte en fait d'un prolongement

par ontinuité en e point. Pour la aluler, on ommene par poser ε > 0 prohe de 0, et dans∫ α

ε

ϕ(x)dx = (α− ε)−
∫ α

ε

x2 ln(x)dx, on réalise une intégration par parties en posant :

u(x) = ln(x) −→ u′(x) =
1

x

v′(x) = x2 −→ v(x) =
x3

3

Les fontions u et v sont de lasse C1 sur ]0,+∞[, don :

∫ α

ε

x2 ln(x)dx =
[x3 ln(x)

3

]α

ε
− 1

3

∫ α

ε

x2dx =
1

3
α3 ln(α)− 1

3
ε3 ln(ε)− 1

3

[x3

3

]α

ε

=
1

3
α3 ln(α)− 1

3
ε3 ln(ε)− 1

9
α3 +

1

9
ε3

D'où :

∫ α

ε

ϕ(x)dx = (α− ε)− 1

3
α3 ln(α) +

1

3
ε3 ln(ε) +

1

9
α3 − 1

9
ε3.

Lorsque ε tend vers 0+ : lim
ε→0+

ε3 ln(ε) = 0 par roissanes omparées, don :

I =

∫ α

0

ϕ(x)dx = lim
ε→0+

∫ α

ε

ϕ(x)dx = α− α3

3
ln(α) +

α3

9

Or le réel α est le seulà véri�er la relation : ϕ(α) = 0 ⇐⇒ α2 ln(α) = 1, e qui permet de réérire :

I = α− α

3
+

α3

9
=

9α− 3α + α3

9
=

α(6 + α2)

9

8. Le programme demandé est bien sûr l'algorithme de dihotomie, qu'il faut savoir retrouver sans

auune indiation, appliqué à la fontion ϕ ave a =
√
2 et b = 2 pour bornes de l'intervalle de

reherhe initial :

1 funtion y = phi(x)

2 y = 1-x^2*log(x)

3 endfuntion

4

5 a=sqrt(2); b = 2;

6 while b-a > 1e-5

7 m = (a+b)/2

8 if phi(a) * phi(m) > 0 then

9 a = m

10 else

11 b = m

12 end

13 end

14 disp((a+b)/2)

Traditionnellement, on a�he en fait les dernières valeurs onnues de a et b, qui donnent l'enadre-
ment à 10−5 près :

1.53158 < α < 1.53159

le fait d'a�her

a+ b

2
≈ 1.531588 est en fait une façon d'utiliser une dernière fois le prinipe de

dihotomie pour obtenir une valeur plus prohe enore de α (sans qu'on puisse dire ependant si

'est une valeur approhée par défaut ou par exès).
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Partie II. Extrema de f sur ]0,+∞[×]0,+∞[
1. Si on veut tout rédiger parfaitement, il faut érire que :

Les deux fontions oordonnées (x, y) 7→ x et (x, y) 7→ y sont de lasse C2 sur ]0,+∞[×]0,+∞[ ar
polyn�miales, à valeurs dans ]0,+∞[ sur lequel la fontion ln est de lasse C2.
Ainsi par omposition, produit et somme de fontions de lasse C2 sur leurs domaines respetifs,

f est de lasse C2 sur ]0,+∞[×]0,+∞[.

2. Pour tout ouple (x, y) ∈]0,+∞[×]0,+∞[ :

∂1(f)(x, y) = y +
ln(y)

x
et ∂2(f)(x, y) = x+

ln(x)

y

On herhe alors les points ritiques de f , solutions du système :







y +
ln(y)

x
= 0

x+
ln(x)

y
= 0

⇐⇒







xy + ln(y) = 0

xy + ln(x) = 0

L2←L2−L1⇐⇒







xy + ln(y) = 0

ln(x)− ln(y) = 0

⇐⇒







xy + ln(y) = 0

ln(x) = ln(y)
⇐⇒







x2 + ln(x) = 0

x = y
⇐⇒







1 +
1

x2
ln(x) = 0

x = y

⇐⇒







1− 1

x2
ln
(1

x

)
= 0

x = y
⇐⇒







1

x
= α

x = y
⇐⇒ x = y =

1

α

La fontion f admet bien pour unique point ritique, le ouple

( 1

α
,
1

α

)
.

3. Pour tout ouple (x, y) de ]0,+∞[×]0,+∞[ :

∂2
1,1(f)(x, y) = −

ln(y)

x2
=
(y

x

)2
.
(
− 1

y2
ln(y)

)
=
(y

x

)2
.
(

1−
(
1− 1

y2
ln(

1

y2
)
))

=
(y

x

)2
(

1− ϕ
(1

y

))

∂2
2,2(f)(x, y) = −

ln(x)

y2
=
(x

y

)2
(

1− ϕ
(1

x

))

selon les mêmes aluls que préédemment en éhangeant les r�les de x et y

∂2
1,2(f)(x, y) = 1 +

1

xy
= ∂2

2,1(f)(x, y) (théorème de Shwarz)

4. La Hessienne de f au point de oordonnées

( 1

α
,
1

α

)
est don : H =

(
1 1 + α2

1 + α2 1

)

Vu que pour x = y =
1

α
, ϕ
(1

x

)
= ϕ

(1

y

)
= ϕ(α) = 0.

Les valeurs propres de H sont les réels λ tels que H − λ.I2 est non-inversible, e qui est équivalent

pour ette matrie de format 2× 2 au fait que :

det(H − λ.I2) = 0 ⇐⇒ (1− λ)2 − (1 + α2)2 = 0 ⇐⇒ (1− λ+ 1 + α2)(1− λ− 1− α2) = 0

⇐⇒ (2 + α2 − λ)(−α2 − λ) = 0

D'après la règle du produit nul, les valeurs propres de H sont don 2 + α2 > 0 et −α2 < 0.

Comme elles sont de signes opposés, on peut onlure qu'en e point ritique, la fontion f n'admet

pas d'extrémum, mais un point-ol (ou point-selle).
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Exerie 3

I. Un jeu en ligne

1. Pour positionner les trois jetons, il faut hoisir trois ases parmi les neuf disponibles. Bien qu'on

parle de plaements suessifs, omme les jetons ne sont pas disernables ! Don l'ordre ne ompte

pas et un plaement est une ombinaison de trois ases parmi neuf.

L'univers des possibles Ω est don ii l'ensemble de es ombinaisons,

et Card(Ω) =

(
9

3

)

=
9× 8× 7

3× 2
= 3× 4× 7 = 84.

2. Sans hypothèse supplémentaire sur la façon de plaer les jetons, on peut onsidérer que l'hypothèse

d'équiprobabilité est satisfaite ; on est don ramené, pour le alul des probabilités, à dénombrer les

as favorables aux événements H, V et D.

Il y a trois ombinaisons possibles pour que les trois jetons soient alignés horizontalement (sur les

lignes 1, 2 ou 3), don P(H) =
3

84
=

1

28
. De la même façon, P(V ) =

1

28
.

Il y a deux dispositions des trois jetons qui les voient alignés en diagonale, don P(D) =
2

84
=

1

42
.

3. Quelle que soit la disposition des trois jetons issue de leur plaement aléatoire : soit les jetons sont

alignés (horizontalement, ou vertialement, ou en diagonale), soit ils ne sont pas alignés.

En d'autre termes, quelle que soit l'issue de l'expériene, un et un seul des quatre événements

H, V,D,N est réalisé.

Cei fait de (H, V,D,N) un système omplet d'événements, qui a en partiulier la propriété :

P(H) + P(V ) + P(D) + P(N) = 1 ⇐⇒ P(N) = 1− P(H)− P(V )− P(D)

=
84− 3− 3− 2

84
=

76

84
=

19

21
≈ 0, 9048

4. La soiété peut s'attendre à 10 000 relanes par jour de e jeu.

a) Pour haque entier naturel i non nul, on note Zi le gain de la soiété à la i-ième relane.

Comme on se plae ii du point de vue de la soiété, et la loi de Zi est don donnée par :

Zi(Ω) = {−18; 2}, P(Zi = 2) = P(N) =
19

21
, P(Zi = −18) =

2

21

et E(Zi) = −18P(Zi = −18) + 2P(Zi = 2) = −36
21

+
38

21
=

2

21
.

b) La variable aléatoire Z orrespondant au gain journalier de la soiété est : Z =
10000∑

i=1

Zi.

Par linéarité de l'espérane : E(Z) =
10000∑

i=1

E(Zi) =
20000

21
≈ 952.4.

II. Cas de joueurs invétérés

1. Un joueur déide de jouer 100 parties onséutives que l'on suppose indépendantes.

a) La variable aléatoire X orrespond ii au nombre de suès dans la répétition de 100 épreuves

de Bernoulli (les parties) de façon identique et indépendante, où la probabilité de suès (pour le

joueur !) est

2

21
.

La variable aléatoire X suit don la loi binomiale de paramètres

(
100, 2

21

)
.

b) D'après le ours sur la loi binomiale :

E(Z) = 100× 2

21
=

200

21
et V (Z) = 100× 2

21
× 19

21
=

3800

441
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) La variable aléatoire T représentant la perte du joueur, est liée au nombre aléatoire X de parties

gagnées, par la relation :

T = 18X + (−2).(100−X) = 20X − 200

2. Pour tout entier n ∈ N
∗
, la probabilité que le joueur perde les n premières parties se déroulant de

façon indépendante, est égale à

(19

21

)n

.

L'événement ontraire : "gagner au moins une partie parmi les n premières", est don de probabilité

1−
(19

21

)n

.

On herhe don le plus petit entier n ∈ N
∗
tel que :

1−
(19

21

)n

>
1

2
⇐⇒

(19

21

)n

6
1

2
⇐⇒ n ln

(19

21

)

6 ln
(1

2

)

⇐⇒ n >
− ln(2)

ln
(
19
21

)

puisque ln
(
19
21

)
< 0. Les valeurs approhées données par l'énoné permettent alors de onlure qu'il

faut jouer au moins 7 parties pour qu'il y ait plus de hanes de gagner au moins une fois, que le

ontraire.

3. Un autre joueur déide de jouer et de miser tant qu'une partie n'est pas gagnée. On note Y la variable

aléatoire égale au nombre de parties jouées pour gagner la première fois.

a) On reonnaît ii en Y le temps d'attente d'un premier suès dans la répétition d'épreuves de

Bernoulli identiques et sans mémoire, de probabilité de suès

2
21
.

La variable aléatoire Y suit don la loi géométrique de paramètre p = 2
21

:

Y (Ω) = N
∗, ∀k ∈ N

∗, P(Y = k) =
(19

21

)k−1

· 2
21

b) D'après le ours sur la loi géométrique : E(Y ) =
1

p
=

21

2
et V (Y ) =

1− p

p2
=

19

21
× 212

22
=

399

4
.

) Pour tout entier k ∈ N, la probabilité pk que le joueur joue au plus k parties avant de gagner

pour la première fois est :

pk = P(Y 6 k) = 1− P(Y > k) = 1−
(19

21

)k

Puisque l'événement [Y > k] est réalisé si et seulement si les k premières parties sont perdues.

III. Contr�le de la qualité du jeu

On onstate que, parfois, la fontion aléatoire est déréglée. Dans e as elle plae le premier jeton dans

la ase (A, 1), les deux autres étant plaées au hasard dans les ases restantes.

On note ∆ l'événement : � La fontion aléatoire est déréglée �, et on pose P(∆) = x ave x ∈]0; 1[.
1. Sahant que ∆ est réalisé : seuls deux jetons sont plaés au hasard parmi 8 ases disponibles, et il y

a alors

(
8

2

)

=
8× 7

2
= 28 dispositions possibles pour es deux jetons.

Mais toujours sous e onditionnement : il n'y a plus qu'une seule disposition des deux jetons qui

réalise H : 'est qu'on les plae en (B, 1) et (C, 1), et ils sont indisernables !

Don : P∆(H) =
1

28
.

De même, sahant que ∆ est réalisé :

V est réalisé ssi les deux autres jetons sont plaés en (A, 2) et (A, 3), et D est réalisé ssi les deux

jetons sont plaés en (B, 2) et (C, 3). Don : P∆(V ) = P∆(D) =
1

28
.
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2. La famille (∆,∆) est toujours un système omplet d'événements, puisque e sont deux événements

ontraires l'un de l'autre, de probabilités non nulles.

Don, d'après la formule des probabilités totales : P(N) = P(∆)× P∆(N) + P(∆)× P∆(N), où :

P∆(N) = 1 − P∆(H) − P∆(V ) − P∆(D) = 1 − 3 × 1

28
=

25

28
, selon le même raisonnement qu'à la

question 3. de la partie I. (puisque seule la probabilité utilisée a hangé !).

D'ailleurs : P∆(N) =
19

21
puisque si ∆ n'est pas réalisé, tout se passe dans les onditions de la

partie I. !

Comme P(∆) = 1− P(∆), on obtient :

P(N) = x.
25

28
+ (1− x).

19

21
= x.

[
25

28
− 19

21

]

+
19

21
= x.

25× 3− 19× 4

3× 4× 7
+

19

21
= − x

84
+

19

21
, CQFD...

3. Soit G la variable aléatoire égale au gain réalisé par la soiété de jeu lors d'une partie jouée. La loi

de G est toujours aussi simple :

G(Ω) = {−18, 2}, P(G = 2) = P(N) = − x

84
+

19

21
, P(G = −18) = P(N) =

2

21
+

x

84

L'espérane de gain est alors :

E(G) = 2P(G = 2)− 18P(G = −18) = − x

42
+

38

21
− 36

21
− 9x

42
=

2

21
− 10x

42
=

2− 5x

21

et on veut que : E(G) > 0 ⇐⇒ 2− 5x > 0 ⇐⇒ x 6
2

5
.

4. On joue une partie. On onstate que les jetons sont alignés, on souhaite don aluler PN (∆).

C'est le as typique d'utilisation de la formule de Bayes puisqu'on onnaît le résultat, et qu'on

herhe à évaluer la probabilité d'une des auses : on ommene pour ela, par érire :

PN(∆) =
P(N ∩∆)

P(N)
=

P(∆)× P∆(N)

P(N)
=

x.
3

28
1− P(N)

=
3x
28

2
21

+ x
84

=
9x

8 + x

après multipliation du numérateur et du dénominateur par 84...
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