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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Partie I

Le but de 
ette première partie est de 
al
uler les puissan
es su

essives de la matri
e :

M(a) =





1− 2a a a

a 1− 2a a

a a 1− 2a





où a représente un nombre réel.

1. Soient a et b deux réels quel
onques :

M(a)×M(b) =





1− 2a a a

a 1− 2a a

a a 1− 2a









1− 2b b b

b 1− 2b b

b b 1− 2b





=






(1− 2a)(1− 2b) + 2ab (1− 2a)b+ a(1− 2b) + ab (1− 2a)b+ ab+ a(1− 2b)

a(1− 2b) + (1− 2a)b+ ab 2ab+ (1− 2a)(1− 2b) ab+ (1− 2a)b+ a(1− 2b)

a(1− 2b) + ab+ (1− 2a)b ab+ a(1− 2b) + (1− 2a)b 2ab+ (1− 2a)(1− 2b)




.

Or : a(1− 2b) + ab+ (1− 2a)b = a + b− 3ab

et (1− 2a)(1− 2b) + 2ab = 1− 2(a+ b) + 6ab = 1− 2(a+ b− 3ab), 
e qui donne bien :

M(a)×M(b) = M(a + b− 3ab)

2. Ave
 les deux relations 
i-dessus : on peut dire que M(a) sera inversible, d'inverse M(b), dès qu'on
peut trouver b (dépendant de a) tel que a+ b− 3ab = 0, 
ar on aura alors : M(a)M(b) = M(0) = I3,

et M(a) sera inversible, d'inverse M(b).

a + b − 3ab = 0 ⇐⇒ b(1 − 3a) = −a. Cette équation d'in
onnue b admet une solution unique dès

que 1− 3a 6= 0, ie a 6= 1

3
.

Une 
ondition su�sante sur a pour que a soit inversible est don
 : a 6= 1

3
.

Dans 
e 
as,

[
M(a)

]
−1

= M
( −a

1− 3a

)

.

Remarque : M(1
3
) =

1

3
.





1 1 1
1 1 1
1 1 1




, qui n'est pas inversible, puisqu'elle a deux 
olonnes égales.

La 
ondition a 6= 1

3
est bien né
essaire et su�sante !

3. La matri
e M(a) est symétrique réelle, don
 diagonalisable d'après le théorème admis du 
ours.
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4. Pour tout réel a, d'après la question 1. : [M(a)]2 = M(a)×M(a) = M(2a− 3a2).

Étant donné la façon dont M(a) est dé�nie, il est 
lair que :

[
M(a0)

]2
= M(a0) ⇐⇒ 2a0 − 3a20 = a0 ⇐⇒ a0(1− 3a0) = 0. Comme on veut que a0 soit non nul,

on obtient une unique solution : a0 =
1

3
.

5. On 
onsidère les matri
es P = M(a0) = M(1
3
), et Q = I − P où I est la matri
e identité de taille 3

(parfois don
, appelée matri
e unité).

a) Soit α ∈ R : par dé�nition de P et Q :

P + α.Q =






1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3




 + α.






2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3




 =






1+2α
3

1−α
3

1−α
3

1−α
3

1+2α
3

1−α
3

1−α
3

1−α
3

1+2α
3






Soit a ∈ R quel
onque, on a alors :

M(a) = P + α.Q ⇐⇒







1− 2a =
1 + 2α

3
1− α

3
= a

⇐⇒ α = 1− 3a , 
'est-à-dire :

∀a ∈ R, M(a) = P + (1− 3a).Q

b) Les relations pré
édentes donnent :

P 2 =
[
M(a0)

]2
= M(a0) ⇐⇒ P 2 = P

PQ = P (I − P ) = P − P 2 = 03 = (I − P )P = QP d'après 
e qui pré
ède

Q2 = (I − P )2 = I2 − 2P + P 2 = I − 2P + P = I − P ⇐⇒ Q2 = Q


) Soit a ∈ R : puisque d'après la question pré
édente, P et Q 
ommutent, alors on peut utiliser la

formule du bin�me de Newton pour 
al
uler :

∀n ∈ N
∗,

[
M(a)

]n
=

(
P + α.Q

)n
=

n∑

k=0

(
n

k

)

P k × (α.Q)n−k

= P 0 × (α.Q)n +
n−1∑

k=1

(
n

k

)

αn−k.P kQn−k + P n × (α.Q)0

Or les relations P 2 = P et Q2 = Q donnent par ré
urren
e immédiate :

∀n ∈ N
∗, P n = P et Qn = Q,

tandis que pour tout k ∈ J1, n− 1K, le fait que k > 1 et n− k > 1 implique :

P kQn−k = PQ = 03

Tous les termes de la somme d'indi
es 
ompris entre 1 et n− 1 sont don
 nuls ! Et il reste :

∀n ∈ N
∗,

[
M(a)

]n
= P + αn.Q

ave
 α = 1− 3a : 
'est bien une 
ominaison linéaire de P et Q.

d) Le 
al
ul expli
ite de

[
M(a)

]n
est :

∀n ∈ N
∗,

[
M(a)

]n
=







1
3
+ 2

3
αn 1

3
(1− αn) 1

3
(1− αn)

1
3
(1− αn) 1

3
+ 2

3
αn 1

3
(1− αn)

1
3
(1− αn) 1

3
(1− αn) 1

3
+ 2

3
αn






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Partie II : évolution d'un titre boursier au 
ours du temps

Dans la suite de l'exer
i
e, on suppose que a ∈
]

0;
2

3

[

.

1. On dé�nit les suites (pn)n∈N∗ , (qn)n∈N∗ , (rn)n∈N∗
par leur premier terme p1, q1, r1 et les relations de

ré
urren
e :

∀n ∈ N
∗,







pn+1 = (1− 2a)pn + aqn + arn

qn+1 = apn + (1− 2a)qn + arn

rn+1 = apn + aqn + (1− 2a)rn

a) Pour 
al
uler une expression expli
ite des 3 suites, on dé�nit la matri
e Xn =





pn
qn
rn




.

Il est alors très 
lair, d'après les relations de l'énon
é, que matri
iellement :

∀n ∈ N
∗, Xn+1 = M(a)×Xn

relation qui donne, par ré
urren
e immédiate :

∀n ∈ N
∗, Xn =

[
M(a)

]n−1 ×X1 =
(
P + (1− 3a)n−1.Q

)
×X1

Les valeurs expli
ites de pn, qn et rn sont don
 données, pour tout n ∈ N
∗
, par :







pn =
(1

3
+

2

3
(1− 3a)n−1

)
p1 +

1

3

(
1− (1− 3a)n−1

)
q1 +

1

3

(
1− (1− 3a)n−1

)
r1

qn =
1

3

(
1− (1− 3a)n−1

)
p1 +

(1

3
+

2

3
(1− 3a)n−1

)
q1 +

1

3

(
1− (1− 3a)n−1

)
r1

rn =
1

3

(
1− (1− 3a)n−1

)
p1 +

1

3

(
1− (1− 3a)n−1

)
q1 +

(1

3
+

2

3
(1− 3a)n−1

)
r1

b) La 
ondition a ∈
]

;
2

3

[

donne : 0 > −3a > −2 ⇐⇒ 1 > 1 − 3a > −1 ; par 
onséquent,

lim
n→+∞

(1− 3a)n−1 = 0, et :

lim
n→+∞

pn =
1

3
p1 +

1

3
q1 +

1

3
r1 =

1

3
(p1 + q1 + r1) =

1

3

On obtient de même : lim
n→+∞

qn =
1

3
= lim

n→+∞

rn.

2. a) On traduit toutes les données de l'énon
é en termes de probabilités faisant intervenir les événe-

ments Mn, Sn, Bn et 
eux asso
iés au jour suivant :

� Le premier jour, le titre baisse, don
 : s1 = m1 = 0 et b1 = 1.

� Pour tout n ∈ N
∗
:

PMn
(Mn+1) =

2

3
, PMn

(Sn+1) = PMn
(Bn+1) =

1

6
;

PSn
(Mn+1) = PSn

(Bn+1) =
1

6
, PSn

(Sn+1) =
2

3
;

PBn
(Mn+1) = PBn

(Sn+1) =
1

6
, PBn

(Bn+1) =
2

3

Soit n ∈ N
∗
quel
onque. On utilise trois fois la formule des probabilités totales ave
 le système


omplet d'événements (Mn, Sn, Bn) :
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� P (Mn+1) = P (Mn).PMn
(Mn+1) + P (Sn).PSn

(Mn+1) + P (Bn).PBn
(Mn+1), soit :

∀n ∈ N
∗, mn+1 =

2

3
mn +

1

6
sn +

1

6
bn.

� P (Sn+1) = P (Mn).PMn
(Sn+1) + P (Sn).PSn

(Sn+1) + P (Bn).PBn
(Sn+1), soit :

∀n ∈ N
∗, sn+1 =

1

6
mn +

2

3
sn +

1

6
bn.

� P (Bn+1) = P (Mn).PMn
(Bn+1) + P (Sn).PSn

(Bn+1) + P (Bn).PBn
(Bn+1), soit :

∀n ∈ N
∗, bn+1 =

1

6
mn +

1

6
sn +

2

3
bn

b) Les relations pré
édentes montrent que les suites (mn), (sn), (bn) suivent les mêmes relations de

ré
urren
e que les suites (pn), (qn), (rn), ave
 a =
1

6
.

Les 
al
uls de la question 1.a) de 
ette partie donnent dire
tement, ave
 s1 = 1, m0 = b0 = 0 :

∀n ∈ N
∗, mn =

1

3

(

1−
(1

6

)n−1
)

, sn =
1

3
+

2

3

(1

6

)n−1
, bn =

1

3

(

1−
(1

6

)n−1
)


) Le résultat de la question 1.b) de 
ette partie s'applique i
i :

lim
n→+∞

mn =
1

3
= lim

n→+∞

sn = lim
n→+∞

bn

À long terme, les trois évolutions possibles tendent vers l'équiprobabilité.

Exer
i
e 2

Un système est 
onstitué de n 
omposants. On suppose que les variables aléatoires T1, T2, . . . , Tn

mesurant le temps de bon fon
tionnement de 
ha
un des n 
omposants sont indépendantes, de même

loi, la loi exponentielle de paramètre λ > 0.

I. Cal
ul du nombre moyen de 
omposants défaillants entre les instants 0 et

t.

On note Nt la variable aléatoire égale au nombre de 
omposants défaillants entre les instants 0 et t

ave
 t > 0.

1. Pour tout entier i ∈ {1, 2, . . . , n} : P (Ti < t) = P (Ti 6 t) = 1 − e−λ.t
puisque Ti est une variable à

densité qui suit la loi E(λ).
2. A l'instant t, et pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, le i-ième 
omposant est soit en
ore en mar
he : dans


e 
as l'événement [Ti > t] est réalisé ave
 la probabilité e−λ.t
, soit en panne ave
 la probabilité

1− e−λ.t
; 
e dernier 
as est i
i 
onsidéré 
omme le su

ès d'une épreuve de Bernoulli, et la variable

aléatoire Nt 
ompte alors le nombre de su

ès lors la répétition de n de 
es épreuves identiques et

indépendantes.

Par 
onséquent, Nt suit la loi binomiale B(n, 1 − e−λ.t) :

Nt(Ω) = J0, nK et pour tout entier k tel que 0 6 k 6 n, P (Nt = k) =

(
n

k

)

(1− e−λ.t)k(e−λ.t)n−k
.

On a aussi, d'après le 
ours sur la loi binomiale : E(Nt) = n.(1− e−λ.t).
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3. On 
her
he i
i à résoudre l'inéquation :

E(Nt) >
n

2
⇐⇒ n.(1− e−λ.t) >

n

2
⇐⇒ 1

2
> e−λ.t ⇐⇒ − ln(2) > −λ.t ⇐⇒ t >

ln(2)

λ
.

A partir de t0 =
ln(2)

λ
, le nombre moyen de 
omposants défaillants dépasse la moitié du nombre

total de 
omposants.

II. Montage en série

On suppose que le système fon
tionne 
orre
tement si tous les 
omposants eux-même fon
tionnent


orre
tement, et on note Sn la variable aléatoire mesurant le temps de bon fon
tionnement du système.

1. Pour t ∈ R : l'événement [Sn > t] est réalisé si et seulement si le système est toujours en mar
he à

l'instant t, don
 si et seulement si tous les 
omposants ont un temps de bon fon
tionnement supérieur

à t. Autrement dit :

[Sn > t] = [T1 > t] ∩ [T2 > t] ∩ . . . ∩ [Tn > t]

2. Par indépendan
e des v.a.r. Ti :

∀t ∈ R, P (Sn 6 t) = 1− P (Sn > t) = 1− P (T1 > t)× P (T2 > t)× . . .× P (Tn > t)

= 1− [1− P (T1 6 t)]n 
ar les Ti suivent la même loi E(λ)

=







1− (1− 0)n = 0 si t 6 0

1− (e−λ.t)n = 1− e−nλ.t
si t > 0

On re
onnaît en fait que Sn suit, d'après la fon
tion de répartition obtenue, la loi exponentielle

E(n.λ). Sa densité est donnée par le 
ours : fn : t 7→
{

0 si t 6 0

n.λ.e−nλ.t
si t > 0

.

3. Le 
ours donne également : E(Sn) =
1

nλ
et V (Sn) =

1

n2λ2
.

III. Montage en parallèle

On suppose maintenant que le système fon
tionne 
orre
tement si l'un au moins des 
omposants

fon
tionne 
orre
tement, et on note Un la variable aélatoire mesurant le temps de bon fon
tionnement

du système.

1. L'événement [Un < t] est réalisé si et seulement si le système est en panne à l'instant t. Cela signi�e

qu'à 
et instant, tous les 
omposants sont en panne, puisqu'i
i il su�sait d'un seul en état pour

assurer le fon
tionnement du système. Ainsi :

[Un < t] = [T1 < t] ∩ [T2 < t] ∩ . . . ∩ [Tn < t]

Remarque : la relation est en
ore valable ave
 des inégalités larges partout.

2. L'indépendan
e des variables Ti donne une fois de plus :

∀t ∈ R, P (Un 6 t) = P (T1 6 t)× P (T2 6 t)× . . .× P (Tn 6 t)

∀t ∈ R, Gn(t) = [P (T1 6 t)]n =

{

0 si t 6 0

(1− e−λ.t)n si t > 0

Comme Gn =
[
FT1

]n
, où T1 est une variable à densité, F[T1] est 
ontinue sur R, de 
lasse C1

sur R,

sauf peut-être en 0. Par produit, FUn
a don
 les mêmes propriétés.
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Cela prouve que Un est une variable à densité ; une telle densité est donnée par la dérivée de Gn sur

R
∗
, et par une valeur arbitraire en 0 :

∀n ∈ R, gn(t) =







n.λ.e−λ.t(1− e−λ.t)n−1
si t > 0

0 si t < 0

On a utilisé la formule de dérivation : (un)′ = n.u′.un−1
ave
 u(t) = 1− e−λ.t

,

don
 u′(t) = −(−e−λ.t) = e−λ.t
.

3. La variable aléatoire Un admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale :

∫ +∞

−∞

t.gn(t)dt est

absolulement 
onvergente. Comme t 7→ t.gn(t) est nulle sur ]−∞; 0] et positive sur [0; +∞[ il su�t

de prouver la 
onvergen
e simple de

∫ +∞

0

t.gn(t)dt. Or :

∀t > 0, t.gn(t) = n.λ.te−λ.t.(−e−λ.t + 1)n−1 = n.λ.te−λ.t

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)

(−e−λ.t)k.1n−k

= λ.

n−1∑

k=0

n.

(
n− 1

k

)

(−1)k.t.e−λ(k+1)t

d'après la formule du bin�me de Newton, où pour A > 0, on 
al
ule

∫ A

0

te−λ(k+1)tdt à l'aide d'une

intégration par parties, en posant :

u(t) = t → u′(t) = 1

v′(t) = e−λ(k+1)t → v(t) = − 1

λ(k + 1)
e−λ(k+1)t

∀A > 0,

∫ A

0

te−λ(k+1)tdt =

[

− t

λ(k + 1)
e−λ(k+1)t

]A

0

+
1

λ(k + 1)

∫ A

0

e−λ(k+1)tdt

= −Ae−λ(k+1)A

λ(k + 1)
− 1

λ2(k + 1)2
[
e−λ(k+1)A − 1

]

Comme λ(k + 1) > 0 : lim
A→+∞

e−λ(k+1)A = lim
A→+∞

Ae−λ(k+1)A = 0 par 
roissan
es 
omparées.

On en déduit que l'intégrale

∫ +∞

0

te−λ(k+1)tdt 
onverge et vaut

1

λ2(k + 1)2
.

Ainsi,

∫ +∞

0

t.gn(t)dt = nλ.

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)

(−1)k
∫ +∞

0

te−λ(k+1)tdt est 
onvergente 
omme somme

d'intégrales 
onvergente, et Un admet une espéran
e qui vaut :

E(Un) =
n−1∑

k=0

λ.n.

(
n− 1

k

)

(−1)k.
1

λ2(k + 1)2
=

1

λ
.

n−1∑

k=0

(−1)k

k + 1

(
n

k + 1

)

Puisque, d'après la formule sans nom :

n

k + 1

(
n− 1

k

)

=

(
n

k + 1

)

.

On peut alors é
rire, pour tout entier n :

E(Un+1)− E(Un) =
1

λ
.

n∑

k=0

(−1)k

k + 1

(
n+ 1

k + 1

)

− 1

λ
.

n−1∑

k=0

(−1)k

k + 1

(
n

k + 1

)
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=
1

λ
.

n−1∑

k=0

(−1)k

k + 1

[(
n + 1

k + 1

)

−
(

n

k + 1

)]

+
(−1)n

λ(n+ 1)

(
n+ 1

n+ 1

)

=
1

λ
.

n−1∑

k=0

(−1)k

k + 1

(
n

k

)

+
(−1)n

λ(n+ 1)
=

1

λ
.

n∑

k=0

(−1)k

k + 1

(
n

k

)


ar d'après la formule de Pas
al :

(
n + 1

k + 1

)

=

(
n

k

)

+

(
n

k + 1

)

.

La formule sans nom donne aussi :

(
n+ 1

k + 1

)

=
n + 1

k + 1

(
n

k

)

⇐⇒ 1

k + 1

(
n

k

)

=
1

n + 1

(
n+ 1

k + 1

)

,

d'où :

E(Un+1)− E(Un) =
1

λ(n+ 1)

n∑

k=0

(
n+ 1

k + 1

)

(−1)k
[j=k+1]
=

1

λ.(n + 1)
.

n+1∑

j=1

(
n+ 1

j

)

(−1)j−1

= − 1

λ.(n + 1)
.

[
n+1∑

j=0

(
n + 1

j

)

(−1)j −
(
n+ 1

0

)

(−1)0

]

= − 1

λ(n + 1)
.



(−1 + 1)
︸ ︷︷ ︸

=0

n+1 − 1





Et on a bien obtenu : E(Un+1)−E(Un) =
1

λ.(n+ 1)
.

4. Par sommation de la relation pré
édente, pour k variant de 1 à n− 1 ( où n > 2), on obtient :

n−1∑

k=1

E(Uk+1)−E(Uk) =

n−1∑

k=1

1

λ(k + 1)

⇐⇒ E(Un)− E(U1) =
1

λ
.

n∑

j=2

1

j

⇐⇒ E(Un) =
1

λ
.

n∑

j=1

1

j
+ E(U1)−

1

λ

L'équivalen
e :

n∑

k=1

1

k
∼

n→+∞

ln(n), et le fait que E(U1) et λ soient des 
onstantes, permet de


on
lure :

E(Un) ∼
n→+∞

1

λ
. ln(n)

Exer
i
e 3

On désigne par n un entier naturel non nul et a un réel stri
tement positif.

On se propose d'étudier les ra
ines de l'équation :

(En) :
1

x
+

1

x+ 1
+

1

x+ 2
+ · · ·+ 1

x+ 2n
= a ⇐⇒ fn(x) = 0

où fn(x) =
1

x
+

1

x+ 1
+

1

x+ 2
+ · · ·+ 1

x+ 2n
− a

7 ©



I. Étude d'un 
as parti
ulier

Pour 
ette question seulement, on prend a =
11

6
et n = 1.

1. La fon
tion f1 est i
i dé�nie par : f1(x) =
1

x
+

1

x+ 1
+

1

x+ 2
− 11

6
, sur R \ {0, 1, 2}.

Elle est dérivable sur 
et ensemble en tant que fon
tion rationnelle, et pour tout x ∈ R \ {0, 1, 2} :

f ′(x) = − 1

x2
− 1

(x+ 1)2
− 1

(x+ 2)2
< 0.

La fon
tion f1 eest don
 stri
tement dé
roissante sur 
ha
un des intervalles ]−∞,−2[, ]− 2,−1[,
]− 1, 0[ et ]0,+∞[.

lim
x→+∞

1

x
= lim

x→+∞

1

x+ 1
= lim

x→+∞

1

x+ 2
= 0, don
 lim

x→+∞

f1(x) = −11

6
, de même lim

x→−∞

f1(x) = −11

6
.

lim
x→0−

1

x
= −∞, lim

x→0−

1

x+ 1
= 1, lim

x→0−

1

x+ 2
=

1

2
, don
 lim

x→0−
f1(x) = −∞.

De la même façon : lim
x→0+

f1(x) = +∞, lim
x→−1−

f1(x) = −∞ = lim
x→−2−

f1(x),

et lim
x→−1+

f1(x) = +∞ = lim
x→−2+

f1(x).

x

f ′

1(x)

−∞ −2 −1 0 +∞
− − − −

f1 −a

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−a

2. On peut en déduire l'allure de la 
ourbe de f1, sa
hant qu'elle admet les asymptotes verti
ales

d'équation x = 0, x = −1 et x = −2, et l'asymptote horizontale d'équation y = −11

6
en +∞ et en

−∞.

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

(Cf1)

y = −11/6
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3. f1(1) = 1 +
1

2
+

1

3
− 11

6
=

6 + 3 + 2

6
− 11

6
= 0.

∀x ∈ R \ {0,−1,−2} :

f1(x) =
1

x
+

1

x+ 1
+

1

x+ 2
− 11

6
=

6(x+ 1)(x+ 2) + 6x(x+ 2) + 6x(x+ 1)− 11x(x+ 1)(x+ 2)

6x(x+ 1)(x+ 2)

=
6(x2 + 3x+ 2) + 6(x2 + 2x) + 6(x2 + x)− 11x(x2 + 3x+ 2)

6x(x+ 1)(x+ 2)
=

−11x3 − 15x2 + 14x+ 12

6x(x+ 1)(x+ 2)

Ainsi :

f1(x) = 0 ⇐⇒ −11x3 − 15x2 + 14x+ 12 = 0. Le réel 1 est une ra
ine évidente de 
e polyn�me de

degré 3, qu'on peut alors fa
toriser par (x− 1) à l'aide d'une division eu
lidienne,on obtient :

−11x3 − 15x2 + 14x+ 12 = (x− 1)(−11x2 − 26x− 12) = −(x− 1)(11x2 + 26x+ 12)

don
 : f1(x) = 0 ⇐⇒ x = 1 ou 11x2 + 26x+ 12 = 0.

Le dis
riminant de 
e trin�me du se
ond degré vaut ∆ = 262 − 4.12.11 = 4.(132 − 12.11)
= 4.(169− 132) = 4.37 > 0.

Les solutions de l'équation f1(x) = 0 sont don
 1,
−26− 2

√
37

22
= −13 +

√
37

11
et x2 =

−13 +
√
37

11
.

II. Dénombrement des ra
ines de (En)

1. La fon
tion fn : x 7→ 1

x
+

1

x+ 1
+ · · ·+ 1

x+ 2n
− a est dé�nie sur R \ {0,−1,−2, · · · ,−2n} ;

elle est aussi dérivable sur 
et ensemble en tant que fon
tion rationnelle, et :

∀x ∈ Df , f ′

n(x) = − 1

x2
− 1

(x+ 1)2
− · · · − 1

(x+ 2n)2
< 0.

La fon
tion fn est don
 stri
tement dé
roissante sur 
ha
un des intervalles

]−∞,−2n[, ]− 2n,−2n + 1[, ]− 2n+ 1,−2n+ 2[, · · · , ]− 2,−1[, ]− 1, 0[, ]0,+∞[.

En é
rivant fn(x) =

2n∑

k=0

1

x+ k
− a pour tout x ∈ Df :

∀k ∈ J0, 2nK, lim
x→+∞

1

x+ k
= lim

x→−∞

1

x+ k
= 0, don
 lim

x→+∞

fn(x) = lim
x→−∞

fn(x) = −a.

Soit j ∈ J0, 2nK : lim
x→−j−

1

x+ j
= lim

y→0−

1

y
= −∞, et lim

x→−j+

1

x+ j
= lim

x→0+
= +∞.

Pour k 6= j : lim
x→−j−

1

x+ k
= lim

x→−j+

1

x+ k
=

1

k − j
(bien dé�ni 
ar k 6= j).

Par 
onséquent : ∀j ∈ J0, 2nK, lim
x→−j−

fn(x) = −∞ (un seul terme tend vers −∞, les autres ont

une limite �nie), et de même, lim
x→−j+

fn(x) = +∞. D'où le tableau de variations de fn :

x

f ′

n(x)

−∞ −2n −2n+ 1 −2 −1

− − −

fn −a

−∞

+∞

−∞

+∞

· · · 0 +∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−a

− −

· · ·
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2. Sur ] − ∞,−2n[, fn est stri
tement dé
roissante ; puisque lim
x→−∞

fn(x) = −a < 0, fn ne prend que

des valeurs stri
tement négatives sur 
et intervalle, don
 ne s'y annule jamais.

Soit maintenant k ∈ J1, 2nK : sur l'intervalle ]−k,−k+1[, la fon
tion fn est stri
tement dé
roissante

et 
ontinue (
ar dérivable) ;

d'après le théorème de la bije
tion, elle réalise une bije
tion de ]− k,−k + 1[ dans ]−∞,+∞[.

Comme 0 appartient à l'intervalle image, il existe don
 une unique solution à l'équation fn(x) = 0
sur ]− k,−k + 1[ ; on obtient ainsi 2n solutions distin
tes à l'équation.

En�n sur ]0,+∞[, fn est stri
tement dé
roissante et 
ontinue, elle réalise don
 une bije
tion de

]0,+∞[ dans ] lim
x→+∞

fn(x), lim
x→0+

fn(x)[=]− a,+∞[ ;

puisque a > 0, alors 0 appartient à l'intervalle image don
 l'équation fn(x) = 0 admet une solution

unique sur ]0,+∞[.

L'équation (En) admet don
 2n+ 1 solutions distin
tes.

III. Équivalent de la plus grande des ra
ines quand n tend vers +∞
On note xn la plus grande des ra
ines de (En).

1. D'après l'étude pré
édente, la plus grande des ra
ines de (En) appartient à l'intervalle ]0,+∞[ : on
a bien xn > 0 pour tout n ∈ N

∗
.

2. On utilise très 
lassiquement la première forme de l'Inégalité des A

roissements Finis dans 
ette

question :

La fon
tion ln est bien dé�nie et de 
lasse C1
sur ]0,+∞[, de dérivée la fon
tion inverse t 7→ 1

t
stri
tement dé
roissante sur ]0,+∞[, et :

∀(a, b) ∈]0,+∞[2 (a < b), ∀t ∈]a, b[: 1

b
<

1

t
<

1

a

Le théorème stipule don
 que :

∀(a, b) ∈]0,+∞[2 (a < b) :
1

b
.(b− a) < ln(b)− ln(a) <

1

a
.(b− a)

Il su�t don
 de réé
rire 
ette double inégalité ave
 b = x ∈]1,+∞[, et a = x−1 ∈]0,+∞[ (on a bien

sûr a < b) :

∀x ∈]1,+∞[,
1

x
< ln(x)− ln(x− 1) <

1

x− 1

puisque b− a = x− (x− 1) = 1.

Au vu de l'expression de fn(x), on est alors naturellement amené à utiliser la double inégalité pré
é-

dente sous la forme :

∀k ∈ N, ∀x ∈]0,+∞[,
1

x+ k + 1
< ln(x+ k + 1)− ln(x+ k) <

1

x+ k

et on doit passer à la somme dans 
ette double inégalité ; on peut réaliser quelques essais pour voir

entre quelles valeurs faire varier k : lorsque k varie de 0 à 2n− 1, on obtient :

2n−1∑

k=0

1

x+ k + 1
<

2n−1∑

k=0

ln(x+ k + 1)− ln(x+ k) <
2n−1∑

k=0

1

x+ k

⇐⇒
2n∑

j=1

1

x+ j
<

2n∑

j=1

ln(x+ j)−
2n−1∑

k=0

ln(x+ k) <
2n−1∑

k=0

1

x+ k
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⇐⇒
2n∑

k=0

1

x+ k
− 1

x
< ln(x+ 2n)− ln(x) <

2n∑

k=0

1

x+ k
− 1

x+ 2n

⇐⇒ fn(x)−
1

x
+ a < ln

(

1 +
2n

x

)

< fn(x)−
1

x+ 2n
+ a

Pour x = xn, vu que fn(xn) = 0, on obtient bien la relation :

a− 1

xn

< ln

(

1 +
2n

xn

)

< a− 1

xn + 2n
.

3. Comme xn > 0, on a pour tout n ∈ N : ln

(

1 +
2n

xn

)

< a, 
e qui donne par 
omposition ave
 la

fon
tion exponentielle stri
tement 
roissante sur R :

1 +
2n

xn

< exp(a) ⇐⇒ 2n

xn

< exp(a)− 1 ⇐⇒ 2n

exp(a)− 1
< xn

puisque xn > 0 et exp(a)− 1 > 0 (
ar a > 0).

4. lim
n→+∞

2n

exp(a)− 1
= +∞ 
ar exp(a)− 1 > 0, don
 par 
omparaison de limites : lim

n→+∞

xn = +∞.

On en déduit : lim
n→+∞

a− 1

xn

= a = lim
n→+∞

a− 1

xn + 2n
.

Le théorème d'en
adrement, utilisé ave
 
elui de la question 
), donne don
 :

lim
n→+∞

ln

(

1 +
2n

xn

)

= a

5. De la question pré
édente, on déduit :

lim
n→+∞

1 +
2n

xn

= exp(a) ⇐⇒ lim
n→+∞

2n

xn

= exp(a)− 1 ⇐⇒ lim
n→+∞

2n

(exp(a)− 1)xn

= 1,


e qui démontre que :

xn ∼
n→+∞

2n

exp(a)− 1
(don
 δ =

2

exp(a)− 1
)
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