
MATHÉMATIQUES II - ESSEC E 2017

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

I Indie de Gini

On rappelle qu'une fontion numérique dé�nie sur l'intervalle J de R est onvexe sur J si elle véri�e la

propriété suivante :

∀(t1, t2) ∈ J2, ∀λ ∈ [0, 1], f
(

λt1 + (1− λ)t2
)

6 λf(t1) + (1− λ)f(t2).

On rappelle en outre qu'une fontion f est onave si −f est onvexe.

On désigne par E l'ensemble des appliations f dé�nies sur [0, 1] à valeurs dans [0, 1], ontinues et

onvexes sur [0, 1], et telles que f(0) = 0 et f(1) = 1.

Pour toute appliation f de E, on note f̃ l'appliation assoiée à f , dé�nie sur [0, 1] par :

f̃(t) = t− f(t).

On pose en�n : I(f) = 2

∫ 1

0

f̃(t)dt = 2

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt.

Le réel I(f) s'appelle l'indie de Gini de l'appliation f .

1. a) On rappelle ii que l'inégalité de onvexité pour une fontion f sur un intervalle J , se traduit

géométriquement par le fait que pour tous réels t1 et t2 de J , la ourbe de f entre les absisses

t1 et t2 est située en-dessous de la orde orrespondante, le segment de droite qui relie les points

de la ourbe de f d'absisses respetives t1 et t2 :

f(t1) f
(

λt1 + (1− λ)t2
)

λt1 + (1− λ)t2

λf(t1) + (1− λ)f(t2)

t1

f(t2)

t2

b) Lorsque f est de lasse C1
sur [0, 1], on dispose de l'équivalene suivante :

f est onvexe sur [0, 1] ⇐⇒ f ′
est roissante sur [0, 1]
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2. a) Sous la seule hypothèse que f est onvexe sur [0, 1], montrons que f̃ : t 7→ t − f(t) est, elle,

onave sur e même intervalle.

Pour tous réels (t1, t2) de [0, 1]2, et pour tout λ ∈ [0, 1] : puisque f est onvexe sur [0, 1], alors

f
(

λt1 + (1− λ)t2
)

6 λf(t1) + (1− λ)f(t2)

⇐⇒ f
(

λt1 + (1− λ)t2
)

−
(

λt1 + (1− λ)t2
)

6 λf(t1) + (1− λ)f(t2)−
(

λt1 + (1− λt2)
)

⇐⇒ − f̃
(

λt1 + (1− λ)t2
)

6 λ
(

f(t1)− t1) + (1− λ)
(

f(t2)− t2
)

⇐⇒ − f̃
(

λt1 + (1− λ)t2
)

6 −λf̃(t1)− (1− λ)f̃(t2)

On vient don de démontrer que la fontion −f̃ est onvexe sur [0, 1], don que f̃ est onave sur

[0, 1].

b) Par simple linéarité de l'intégrale :

I(f) = 2

∫ 1

0

tdt− 2

∫ 1

0

f(t)dt = 2
[t2

2

]1

0
− 2

∫ 1

0

f(t)dt = 1− 2

∫ 1

0

f(t)dt

0 1
0

1

(Cf )

Géométriquement, I(f) =

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt est le double de la surfae du domaine ompris entre

la ourbe de f et la droite représentant la fontion t 7→ t, laquelle est d'ailleurs la orde entre les

points d'absisses 0 et 1, puisque f appartient à E.

On peut par exemple symétriser le domaine ompris entre la droite et la ourbe pour matérialiser

le domaine double.

Plus traditionnellement, l'indie de Gini est surtout une question de rapport entre l'aire du

domaine situé sous la droite d'équation y = x entre les absisses 0 et 1, qui vaut

1

2
(la moitié de

l'aire d'un arré de �té 1), et l'aire du domaine situé entre ette droite et la ourbe de f , qui

vaut

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt. Le quotient vaut bien :

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt

1/2
= 2

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt = I(f)

C'est le même rapport qui existe entre l'aire du domaine double dessiné i-dessus, et l'aire du

domaine [0; 1]2.
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3. Un premier exemple.

Soit f : [0, 1] → R, telle que f(t) = t2 pour tout t ∈ [0, 1].

a) La fontion f est bien positive et ontinue sur [0, 1], et véri�e : f(0) = 02 = 0 et f(1) = 12 = 1 ;
elle est bien onvexe sur [0, 1], où la dérivée f ′ : t 7→ 2t est stritement roissante. C'est d'ailleurs

la fontion qui est dessinée dans le graphique i-dessus !

b) I(f) = 1− 2

∫ 1

0

t2dt = 1− 2
[t3

3

]1

0
= 1−

2

3
=

1

3
.

4. Propriétés de l'indie de Gini.

a) Soit f élément de E : omme f est onvexe ave f(0) = 0 et f(1) = 1, la droite représentant la

fontion t 7→ t est une orde de la ourbe de f , et par onséquent :

∀t ∈ [0, 1], f(t) 6 t ⇐⇒ ∀t ∈ [0, 1], f̃(t) = t− f(t) > 0. La fontion f̃ étant ontinue, positive

sur [0, 1], la propriété de positivité de l'intégrale donne :

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt > 0 =⇒ I(f) = 2

∫ 1

0

(

t− f(t)
)

dt > 0

b) La propriété de strite positivité de l'intégrale stipule également, par ontraposée :

I(f) > 0 =⇒ ∀t ∈ [0, 1], t− f(t) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ [0, 1], f(t) = t

) On utilise ii le résultat de 2.b) : I(f) = 1− 2

∫ 1

0

f(t)dt.

Or la fontion f , en tant qu'élément de E, est ontinue et positive ; et omme f(1) = 1,
elle n'est pas la fontion nulle. La propriété de strite positivité de l'intégrale implique alors :

∫ 1

0

f(t)dt =⇒ I(f) < 1.

d) Pour tout entier n > 0, on dé�nit fn sur [0, 1] par fn(t) = tn.

i. Pour tout entier n > 0 :

I(fn) = 1− 2

∫ 1

0

tndt = 1− 2
[ tn+1

n + 1

]1

0
= 1−

2

n+ 1
=
n− 1

n+ 1

ii. Il est lair, d'après le alul préédent, que : ∀n ∈ N
∗, 0 6 I(fn) =

n− 1

n+ 1
< 1 et

lim
n→+∞

I(fn) = lim
n→+∞

1−
2

n+ 1
= 1−.

Par dé�nition de la limite, ela sigini�e bien que pour tout réel A tel que 0 6 A < 1, il existe
un entier N tel que : A < I(fN) < 1.

Or la fontion fn est ontinue, positive sur [0, 1] ; fn(0) = 0 et fn(1) = 1, la fontion fn est

de lasse C1
sur [0, 1], de dérivée f ′

n : t 7→ ntn−1
qui est bien roissante sur [0, 1] : pour tout

n ∈ N
∗, fn appartient à E !

On a bien démontré, de ette façon, que pour tout réel A tel que 0 6 A < 1, il existe f
appartenant à E telle que I(f) > A.

5. Minoration de l'indie de Gini.

a) Soit f élément de E. On a déjà vu qu'alors, la fontion f̃ : t 7→ t − f(t) est ontinue, positive

sur le segment fermé [0, 1]. À e titre, elle admet un maximum sur [0, 1].

Comme f̃(0) = 0 − f(0) = 0 et f̃(1) = 1 − f(1) = 0 : e maximum est atteint à l'intérieur de

l'intervalle ]0, 1[ ('est enore vrai même si f̃ s'avère nulle sur [0, 1]) : il existe t0 ∈]0, 1[ tel que
f̃(t0) = max

t∈[0,1]
f̃(t).
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b) On a vu à la question 2.a) que f̃ est onave sur [0, 1]. Cela signi�e que tout ar de ourbe de f̃
est, ette fois, situé au-dessus de la orde orrespondante. Entre les points d'absisses 0 et t0, la

orde a pour équation : y =
f̃(t0)− f̃(0)

t0 − 0
.(t− 0) + f̃(0) ⇐⇒ y = f̃(t0).

t

t0
, et en e�et :

∀t ∈ [0, t0], f̃(t) > f̃(t0).
t

t0

) Pour la même raison, l'ar de ourbe de f̃ entre les absisses t0 et 1, est entièrement situé au-

dessus de la orde orrespondante ; ette dernière a pour équation :

y =
f̃(1)− f̃(t0)

1− t0
.(t−1)+ f̃ (1) ⇐⇒ y =

−f̃(t0)

1− t0
.(t−1) ⇐⇒ y = f̃(t0).

t− 1

t0 − 1
puisque f̃(1) = 0.

On a bien :

∀t ∈ [t0, 1], f̃(t) > f̃(t0).
t− 1

t0 − 1
.

d) Il s'agit ii d'utiliser intelligemment les deux résultats préédents : on sait que I(f) = 2

∫ 1

0

f̃(t)dt,

qu'on est inité à séparer en deux intégrales, grâe à la relation de Chasles :

I(f) = 2

∫ t0

0

f̃(t)dt+ 2

∫ 1

t0

f̃(t)dt.

Les deux inégalités préédentes, la ontinuité des fontions onernées sur [0, 1], et la propriété

de roissane de l'intégrale permettent alors d'érire :

∫ t0

0

f̃(t)dt >
f̃(t0)

t0

∫ 1

0

tdt =
f̃(t0)

t0
.
[t2

2

]t0

0

⇐⇒

∫ t0

0

f̃(t)dt >
f̃(t0)

t0
·
t20
2

=
t0
2
f̃(t0)

∫ 1

t0

f̃(t)dt >
f̃(t0)

t0 − 1

∫ 1

t0

(t− 1)dt =
f̃(t0)

t0 − 1

[(t− 1)2

2

]1

t0

⇐⇒

∫ 1

t0

f̃(t)dt >
f̃(t0)

t0 − 1
·
−(t0 − 1)2

2
=

1− t0
2

f̃(t0)

Ainsi :

I(f) = 2

∫ 1

0

f̃(t)dt > t0.f̃(t0) + (t0 − 1).f̃(t0) ⇐⇒ I(f) > f̃(t0)

L'indie de Gini donne une indiation sur la onentration des rihesses d'un pays si l'on suppose

que la fontion f rend ompte de ette onentration. Par exemple, f(0, 3) = 0, 09 s'interprète par le

fait que dans la population lassée par ordre de rihesse roissante, les premiers 30% de la population

possèdent 9% de la rihesse totale du pays. Plus l'indie I(f) est grand, plus la répartition des rihesses

est inégalitaire.

II Le as à densité.

Soit g une densité de probabilité sur R, nulle sur ]−∞, 0], ontinue et stritement positive sur ]0,+∞[.

On dé�nit une fontion G sur R+ par G(x) =

∫ x

0

g(ν)dν pour x ∈ R+. Si g représente la densité de

population lassée suivant son revenu roissant, G(x) représente la proportion de la population dont le

revenu est inférieur à x. On suppose de plus que

∫ +∞

0

νg(ν)dν est onvergente et on note m sa valeur

qui représente don la rihesse moyenne de la population.
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6. a) La fontion ν 7→ νg(ν) est ontinue, stritement positive sur ]0; +∞[, par produit de deux termes

qui le sont. Comme l'intégrale m =

∫ +∞

0

νg(ν)dν est onvergente, la propriété de strite rois-

sane de l'intégrale (ii impropre) s'applique, qui garantit que m > 0.

b) La fontion G, de par sa dé�nition intégrale, la primitive de g sur R+ qui s'annule en 0. Comme

g est stritement positive sur ]0; +∞[, G est bien ontinue (et même de lasse C1
), stritement

roissante sur [0; +∞[.

Comme G(0) =

∫ 0

0

g(ν)dν = 0 et lim
x→+∞

G(x) =

∫ +∞

0

g(ν)dν = 1 (ar g est une densité nulle sur

]−∞, 0]) : le théorème éponyme assure que la fontion G est une bijetion de [0; +∞[ dans [0, 1[.

On note G−1
son appliation réiproque.

) C'est une onséquene du théorème de la bijetion : la fontion réiproque G−1
est elle-même

stritement roissante sur [0, 1[.

7. a) Le hangement de variable u = G(ν) est bien de lasse C1
sur [0; +∞[,

ave : du = G′(ν)dν = g(ν)dν,

et : u = 0 ⇐⇒ G(ν) = 0 ⇐⇒ ν = 0, tandis que u = t ⇐⇒ ν = G−1(t).

Ainsi, par hangement de variable, pour tout t ∈ [0, 1[ :

∫ t

0

G−1(u)du =

∫ G−1(t)

0

G−1
(

G(ν)
)

g(ν)dν =

∫ G−1(t)

0

νg(ν)dν.

b) On sait que lim
x→+∞

G(x) = 1 ⇐⇒ lim
t→1−

G−1(t) = +∞ par bijetion réiproque. Comme l'intégrale

impropre

∫ +∞

0

νg(ν)dν est onvergente, on peut passer à la limite quand t tend vers 1− dans la

relation préédente, e qui assure la onvergene de l'intégrale

∫ 1

0

G−1(u)du, ave :

∫ 1

0

G−1(u)du =

∫ +∞

0

νg(ν)dν = m

8. Soit f la fontion dé�nie sur [0, 1] par : f(t) =
1

m

∫ t

0

G−1(u)du pour tout t ∈ [0, 1[, et f(1) = 1.

a) i. Tout d'abord : la fontion f est ontinue sur [0, 1[ omme fontion dé�nie par l'intégrale

entre 0 et t ∈ [0, 1[ de G−1
, ontinue sur [0, 1[.

Par ailleurs, omme on l'a vu à la question préédente :

lim
t→1−

∫ t

0

G−1(u)du =

∫ 1

0

G−1(u)du = m ⇐⇒ lim
t→1−

1

m

∫ t

0

G−1(u)du =
m

m
= 1

⇐⇒ lim
t→1−

f(t) = f(1).

La fontion f est don ontinue en 1 : elle est �nalement ontinue sur [0, 1].

ii. Sur [0, 1[, f est à un fateur onstant positif

1

m
près, la primitive de la fontion G−1

qui

s'annule en 0 : elle est don de lasse C1
sur [0, 1[, et : ∀t ∈ [0, 1[, f ′(t) =

1

m
G−1(t) est bien

l'expression d'une fontion roissante sur [0, 1] (d'après 6.), et puisque
1

m
> 0).

La fontion f est don bien onvexe sur [0, 1[. L'énoné admet à e stade, qu'elle est en fait

onvexe sur [0, 1].
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iii. La fontion G−1
étant positive et ontinue sur [0, 1[, la propriété de positivité de l'intégrale

s'applique à nouveau pour garantir que : ∀t ∈ [0, 1[,

∫ t

0

G−1(t)dt > 0 =⇒ ∀t ∈ [0, 1[, f(t) > 0

puisque

1

m
> 0. Puisque f(1) = 1, f est bien : positive, ontinue et onvexe sur [0, 1]. On a

également f(0) = 0 et f(1) = 1, don f appartient à l'ensemble E.

b) On reprend ii la formule : I(f) = 1−2

∫ 1

0

f(t)dt ; soit alors A ∈]0, A[, on réalise une intégration

par parties dans l'intégrale

∫ A

0

f(t)dt en posant :

u(t) = f(t) −→ u′(t) = f ′(t) =
1

m
G−1(t)

v′(t) = 1 −→ v(t) = t

Les fontions u et v sont bien de lasse C1
sur [0, 1[, don :

∫ A

0

f(t)dt =
[

tf(t)
]A

0
−

1

m

∫ A

0

tG−1(t)dt = Af(A)−
1

m

∫ A

0

tG−1(t)dt

On y réalise alors, omme en 7.a), le hangement de variable t = G(ν) pour obtenir :

∫ A

0

f(t)dt = Af(A)−
1

m

∫ G−1(t)

0

G(ν)× νg(ν)dν

Lorsque A tend vers 1− : f(A) tend vers f(1) = 1, et G−1(A) tend vers +∞, e qui donne :

∫ 1

0

f(t)dt = 1−
1

m

∫ +∞

0

νg(ν)G(ν)dν

et don :

I(f) = 1− 2

∫ 1

0

f(t)dt = −1 +
2

m

∫ +∞

0

νg(ν)G(ν)dν

9. Soit λ un réel stritement positif. On suppose dans ette question que g est une densité de la loi

exponentielle de paramètre λ.

a) La densité g étant nulle sur ] −∞, 0], la fontion G est onfondue sur ]0,+∞[ ave la fontion

de répartition de la loi exponentielle de paramètre λ, don :

∀x ∈]0,+∞[, G(x) = 1− e−λx

b) Pour tout réel u ∈ [0, 1[, on trouve G−1(u) omme l'unique solution x ∈ [0,+∞[ de l'équation :

G(x) = u ⇐⇒ 1− e−λx = u ⇐⇒ e−λx = 1− u ⇐⇒ x = −
1

λ
ln(1− u) = G−1(u)

) C'est du ours : m orrespond ii à l'espérane de la loi exponentielle de paramètre λ,

don m =
1

λ
.

d) Pour tout réel t ∈ [0, 1[ : f(t) =
1

m

∫ t

0

G−1(u)du = λ.

∫ t

0

−
1

λ
ln(1− u)du = −

∫ t

0

ln(1− u)du.

e) On alule l'intégrale préédente grâe au hangement de variable a�ne y = 1− u :

∀t ∈ [0, 1[, f(t) = −

∫ 1−t

1

ln(y)(−dy) =

∫ 1−t

1

ln(y)dy =
[

y ln(y)− y
]1−t

1

= (1− t) ln(1− t)− (1− t)− 1 ln(1) + 1 = (1− t) ln(1− t) + t.
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f) La fontion t 7→ (1−t) ln(1−t) est ontinue sur [0, 1[, et lim
t→1−

(1−t) ln(1−t)
[x=1−t]
= lim

x→0+
x ln(x) = 0

d'après les roissanes omparées lassiques en 0. La fontion se prolonge don par ontinuité en

1, et l'intégrale

∫ 1

0

(1− t) ln(1− t)dt est don onvergente, ar faussement impropre en 1.

Pour aluler ette intégrale, on pose A ∈]0, 1[ et on alule l'intégrale

∫ A

0

(1 − t) ln(1 − t)dt en

ommençant par le hangement de variable x = 1− t :
∫ A

0

(1 − t) ln(1 − t)dt =

∫ 1−A

1

x ln(x)(−dx) =

∫ 1

1−A

x ln(x)dx ; on enhaîne ave une Intégration

Par Parties, en posant :

u(x) = ln(x) −→ u′(x) =
1

x

v′(x) = x −→ v(x) =
x2

2

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur ]0, 1], don :

∫ 1

1−A

x ln(x)dx =
[x2

2
ln(x)

]1

1−A
−

∫ 1

1−A

x

2
dx

=
1

2
ln(1)−

1

2
(1−A)2 ln(1−A)−

[x2

4

]1

1−A

= −
1

2
(1− A)2 ln(1− A)−

1

4
+

1

4
(1− A)2

Il reste à faire tendre A vers 1− : omme lim
A→1−

(1−A)2 ln(1−A) = lim
x→0+

x2 ln(x) = 0 toujours par

roissanes omparées :

∫ 1

0

(1− t) ln(1− t)dt = lim
A→1−

−
1

2
(1− A)2 ln(1−A)−

1

4
+

1

4
(1−A)2 = −

1

4

g) On en déduit, pour ette fontion f :

I(f) = 1−2

∫ 1

0

f(t)dt = 1−2

∫ 1

0

(1−t) ln(1−t)dt−

∫ 1

0

2tdt = 1−2×
(

−
1

4

)

−
[

t2
]1

0
= 1+

1

2
−1 =

1

2

III Appliation à une population

Une population de N personnes est divisée en deux lasses (typiquement hommes et femmes) et en

n atégories (par exemple soio-professionnelles), suivant un tableau à double entrée où tous les xi et yi
pour i dans J1, nK sont des entiers naturels. On suppose en outre que pour tout i dans J1, nK, xi 6= 0.

On pose ni = xi + yi, X =

n
∑

i=1

xi, Y =

n
∑

i=1

yi et X + Y = N . On suppose en outre que Y > 0.

Pour i appartenant à J1, nK, on adpote les notations suivantes :

pi =
ni
N
, qi =

xi
X
, ri =

yi
Y
.

On note aussi εi =
xi
ni

et ε =
X

N
, et on suppose que les atégories sont numérotées de sorte que

ε1 6 ε2 6 . . . 6 εn.

10. On pose Ω = {c1, c2, . . . , cn}, ensemble des atégories dans la population.
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a) Pour tout i ∈ J1, nK : pi; qi et ri sont des réels positifs omme quotients de réels positifs, et :

n
∑

i=1

pi =
1

N

n
∑

i=1

ni =
N

N
= 1

n
∑

i=1

qi =
1

X

n
∑

i=1

xi =
X

X
= 1

n
∑

i=1

ri =
1

Y

n
∑

i=1

yi =
Y

Y
= 1

e qui prouve que P = (pi)16i6n, Q = (qi)16i6n et R = (ri)16i6n sont des distributions de

probabilités.

b) Pour tout i ∈ J1, nK :

qi
pi

=
xi
X

×
N

ni
=
εi
ε
.

Or on a supposé les atégories numérotées telles que : ε1 6 ε2 6 . . . 6 εn.

En divisant par ε > 0, on ne hange pas l'ordre des termes, don :

ε1
ε

6
ε2
ε

6 . . . 6
εn
ε

⇐⇒
p1
q1

6
p2
q2

6 . . . 6
pn
qn

(∗)

) Pour tout i ∈ J1, nK : ni = xi + yi, don
ri
pi

=
yi
Y

×
N

ni
=
N

Y
×
ni − xi
ni

=
N

Y
(1− εi). Or :

ε1 6 ε2 6 . . . 6 εn ⇐⇒ 1− ε1 > 1− ε2 > . . . > 1− εn

⇐⇒
N

Y
(1− ε1) >

N

Y
(1− ε2) > . . . >

N

Y
(1− εn) (

N

Y
> 0)

⇐⇒
r1
p1

>
r2
p2

> . . . >
rn
pn

d) On se ontente d'utiliser les dé�nitions : pour tout i ∈ J1, nK,

ri =
yi
Y

=
ni − xi
N −X

=
N
(ni
N

−
xi
N

)

N
(

1−
X

N

)

=
pi −

X

N
·
xi
X

1− ε
=
pi − εqi
1− ε

11. Dans un premier temps, on onstruit une appliation appartenant à E, qui permet de mesurer les

inégalités à l'intérieur de la lasse I.

On pose P0 = Q0 = 0, et pour i ∈ J1, nK, Pi =

i
∑

h=1

ph et Qi =

i
∑

h=1

qh. On dé�nit alors l'appliation ϕ

de [0, 1] dans [0, 1] telle que, pour tout entier i ∈ J0, nK, ϕ(Pi) = Qi et pour tout entier i ∈ J0, n−1K,
ϕ est a�ne sur le segment [Pi, Pi+1].

a) On suppose dans ette question n = 3, P =
(

1
2
, 1
4
, 1
4

)

et Q =
(

1
3
, 1
6
, 1
2

)

.

La fontion ϕ est alors a�ne par moreaux, et passe par les points de oordonnées

(P0, Q0), (P1, Q1), (P2, Q2) et (P3, Q3), ou plus préisément :

P0 = 0, P1 = p1 =
1

2
, P2 = p1 + p2 =

3

4
, P3 = p1 + p2 + p3 = 1

Q0 = 0, Q1 = q1 =
1

3
, Q2 = q1 + q2 =

1

2
, Q3 = q1 + q2 + q3 = 1
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b) Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, la pente de la droite passant par les points de

oordonnées (Pi−1, Qi−1) et (Pi, Qi) est : ui =
Qi −Qi−1

Pi − Pi−1
=
qi
pi

pour i ∈ J1, nK.

) Pour tout i de J0, n− 1K : la fontion t 7→ ui+1(t− Pi) +Qi est a�ne, et vaut respetivement :

ui+1 × 0 +Qi = Qi en t = Pi, et ui+1(Pi+1 − Pi) +Qi =
qi+1

pi+1

× pi+1 + Qi = qi+1 +Qi = Qi+1 en

t = Pi+1 ; 'est don bien l'expression de la fontion ϕ sur l'intervalle [Pi, Pi+1].

d) En admettant que les inégalités (∗) de la question 10.b) permettent d'a�rmer que ϕ est onvexe :

ette fontion est aussi ontinue (haque extrémité droite d'un segment de la ourbe de ϕ est

l'extrémité gauhe du segment suivant), positive sur [0, 1], ave ϕ(0) = ϕ(P0) = Q0 = 0, et
ϕ(1) = ϕ(Pn) = Qn = 1, e qui prouve bien que ϕ appartient à E.

e) Pour tout i ∈ J0, n− 1K :

∫ Pi+1

Pi

ϕ(t)dt =

∫ Pi+1

Pi

(

ui+1(t− Pi) +Qi

)

dt =
[

ui+1
(t− Pi)

2

2
+Qi.t

]Pi+1

Pi

= ui+1.
(Pi+1 − Pi)

2

2
+Qi.Pi+1 − ui+1.

02

2
−Qi.Pi

=
qi+1

pi+1

.
pi+1

2

2
+Qi.(Pi+1 − Pi) = (Pi+1 − Pi)×

qi+1 + 2Qi

2

= (Pi+1 − Pi)×
Qi +Qi+1

2

f) Il su�t alors d'invoquer ii la relation de Chasles pour le alul de

∫ 1

0

ϕ(t)dt, qui vaut aussi,

puisque P0 = 0 et Pn = 1 :

∫ 1

0

ϕ(t)dt =

∫ P1

P0

ϕ(t)dt +

∫ P2

P1

ϕ(t)dt+ . . .+

∫ Pn

Pn−1

ϕ(t)dt =
n−1
∑

i=0

∫ Pi+1

Pi

ϕ(t)dt

et ainsi :

I(ϕ) = 1− 2

∫ 1

0

ϕ(t)dt = 1−

n−1
∑

i=0

(Pi+1 − Pi)(Qi +Qi+1)

12. On étudie maintenant l'appliation orrespondante pour la lasse II.
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On pose P0 = R0 = 0 et pour i ∈ J1, nK, Pi =

i
∑

h=1

ph et Ri =

i
∑

h=1

rh. De même on dé�nit pour

i ∈ J0, nK, Πi = 1− Pn−i.

On onsidère l'appliation ψ de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour tout entier i ∈ J0nK, ψ(Pi) = Ri et

pour tout entier i ∈ J0, n− 1K, ψ est a�ne sur le segment [Pi, Pi+1].

a) La pente de la droite passant par les points de oordonnées (Pi−1, Ri−1) et (Pi, Ri) est :

vi =
Ri −Ri−1

Pi − Pi−1
=
ri
pi

au vu de la dé�nition sommatoire des Ri et Pi.

b) On onsidère l'appliation ψ∗
dé�nie pour tout t ∈ [0, 1] par ψ∗(t) = 1− ψ(1− t).

i. On suppose dans ette question que n = 3. Comme dans le graphique préédent : la ourbe de

ψ est une ligne brisée passant par les quatre points de oordonnées (P0, R0), (P1, R1), (P2, R2)
et (P3, R3) ave, ii :

P0 = 0, P1 = p1 =
1

2
, P2 = p1 + p2 =

3

4
, P3 = p1 + p2 + p3 = 1

R0 = 0, R1 = r1 =
2

3
, R2 = r1 + r2 =

5

6
, R3 = r1 + r2 + r3 = 1

À haun de es points orrespondent des points de la ourbe de ψ∗
, qu'on note (P ∗

i , R
∗

i )
pour i ∈ {0, 1, 2, 3}, tels que :

P ∗

i = 1− Pi, de sorte que R∗

i = ψ∗(P ∗

i ) = 1− ψ(1− P ∗

i ) = 1− ψ(Pi) = 1−Ri.

P ∗

0 = 1− P0 = 1 et R∗

0 = 1−R0 = 1, P ∗

1 = 1− P1 =
1

2
et R∗

1 = 1− R1 =
1

3
,

P ∗

2 = 1− P2 =
1

4
et R∗

2 = 1−R2 =
1

6
, P ∗

3 = 1− P3 = 0 et R∗

3 = 1− R3 = 0
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(Cψ)

(Cψ∗)

ii. Si les inégalités (∗) de la question 10.b) permettent à l'énoné d'admettre que ϕ est onvexe

sur [0, 1], alors on peut aussi onsidérer par analogie, que les inégalités de la question 10.)

font de la fontion ψ une fontion onave sur [0, 1].

La fontion −ψ est don, elle, onvexe sur [0, 1], et par onséquent, pour tout ouple (t1, t2)
de [0, 1]2 et tout réel λ de [0, 1] :

ψ∗
(

λ.t1 + (1− λ).t2
)

= 1− ψ
(

1−
(

λ.t1 + (1− λ).t2
)

)
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= 1− ψ
(

λ.(1− t1) + (1− λ).(1− t2)
)

6 1− λ.ψ(1− t1)− (1− λ).ψ(1− t2) −ψ est onvexe sur [0, 1]

6 λ
(

1− ψ(1− t1)
)

+ (1− λ)
(

1− ψ(1− t2)
)

ψ∗
(

λ.t1 + (1− λ).t2
)

6 λ.ψ∗(t1) + (1− λ).ψ∗(t2)

La fontion ψ∗
véri�e bien l'inégalité de onvexité, elle est don onvexe sur [0, 1].

iii. Soit i ∈ J0, n− 1K ; un réel t appartient à l'intervalle

[

Πi−1,Πi

]

si et seulement si :

Πi−1 6 t 6 Πi ⇐⇒ 1−Pn−i+1 6 t 6 1−Pn−i ⇐⇒ Pn−i+1 > t > Pn−i ⇐⇒ 1−t ∈
[

Pn−i, Pn−i+1

]

Comme la fontion ψ est a�ne sur haque intervalle

[

Pj−1, Pj
]

(j ∈ J1, nK), de pente vj =
rj
pj
,

alors on peut érire : ∀t ∈
[

Pj−1, Pj
]

, ψ(t) = vj(t−Pi−1)+Ri−1 et ainsi pour tout i ∈ J1, nK :

∀t ∈
[

Πi,Πi+1

]

, ψ(1− t) = vn−i+1(1− t− Pn−i) +Rn−i

don :

∀t ∈
[

Πi,Πi+1

]

, ψ∗(t) = 1− ψ(1− t) = 1− vn−i+1(1− t− Pn−i)− Rn−i

e qui orrespond bien à l'expression d'une fontion a�ne sur

[

Πi,Πi+1

]

.

iv. Le alul préédent montre bien, si on extrait de l'expression le seul terme de degré 1, à

savoir : vn−i+1.t, que sur

[

Πi,Πi+1

]

, la pente de ψ∗
est vn−i+1 pour i ∈ J1, nK.

On dit dans ette situation que les fontions ϕ et ψ∗
sont adjointes l'une de l'autre. C'est leur

omparaison que Gini a proposé de onsidérer pour "mesurer les inégalités" entre la population

de atégorie I et elle de atégorie II.

Une égalité entre les fontions adjointes signale notamment l'absene totale d'inégalité soiale.

13. a) Si ϕ = ψ∗
, alors les deux fontions a�nes par moreaux ont la même pente sur le même i-ième

intervalle de la subdivision de [0, 1], soit :

∀i ∈ J1, nK, ui = vn−i+1 ⇐⇒
εi
ε
=
pn−i+1 − εqn−i+1

pn−i+1(1− ε)
⇐⇒

εi
ε
=

1− ε.
qn−i+1

pn−i+1

1− ε
⇐⇒

εi
ε
=

1− εn−i+1

1− ε

d'après les relations obtenues à la question 10.

b) Si ϕ = ψ∗
, l'égalité préédente est vraie si les indies sont éhangés : il su�t pour le voir de faire

le hangement d'indie j = n− i+ 1, et on obtient : ∀j ∈ J1, nK,
εn−j+1

ε
=

1− εj
1− ε

.

En réérivant ette relation ave un indie i, et par sommation membre à membre ave l'égalité

de la question préédente, on en déduit :

∀i ∈ J1, nK,
εi + εn−i+1

ε
=

2− (εi + εn−i+1)

1− ε
⇐⇒ (1− ε)(εi + εn−i+1) = 2ε− ε(εi + εn−i+1)

e qui donne bien : ∀i ∈ J1, nK, εi + εn−i+1 = 2ε.

) On déduit des deux questions préédentes, que si ϕ = ψ∗
, alors pour tout i de J1, nK :

εi
ε
=

1− (2ε− εi)

1− ε
⇐⇒ εi(1−ε) = ε−ε(2ε−εi) ⇐⇒ εi(1−ε) = ε(1−2ε)+εi×ε ⇐⇒ εi(1−2ε) = ε(1−2ε)
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d) On suppose ε 6= 1
2
: alors 1 − 2ε 6= 0 et on peut simpli�er e fateur ommun dans l'égalité

préédente, e qui donne : si ϕ = ψ∗
, alors

∀i ∈ J1, nK, εi = ε

'est-à-dire : ∀i ∈ J1, nK,
xi
ni

=
X

N
: la proportion de haque lasse est la même dans haune

des atégories, e qui garantit bien qu'il y a absene totale d'inégalité soiale : il n'existe auune

atégorie où une lasse est sous-représentée, ou sur-représentée.

⋆ ⋆ ⋆ FIN DU SUJET ⋆ ⋆ ⋆
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